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Felix Klein fF. 


Felix Klein ist dahingegangen. Mit ihm verlieren wir den 
Mann, dessen Name fast fiinfzig Jahre an der Spitze der Redaktion 
dieser Zeitschrift gestanden hat, dessen Geist aber, solange die 
Annalen existieren werden, in ihnen fortleben wird. 

Nach dem Tode Clebschs, unter Neumanns Redaktion, ist 
hauptsichlich Klein es gewesen, der unsere Zeitschrift am Leben 
erhalten hat. Wenige.Jahre spiter ist er in die Hauptredaktion 
eingetreten, in der er mit seiner ganzen Kraft gewirkt hat. Als 
diese nachlieB, hat er sich — vor kaum zehn Monaten — zuriick. 
gezogen, weil er nicht dem Namen nach an einer Stelle stehen 
wollte, deren Verantwortung er nicht mehr voll tragen konnte. 

Die Mathematischen Annalen in ihrer jetzigen Gestalt sind 
wesentlich eine Schépfang Kleins. Durch ihn sind die Richtlinien, 
die den Griindern dieser Zeitschrift vorschwebten, zur festen Tradition 
geworden. Wenn die Mathematischen Annalen, so gut es mensch- 
lich méglich ist, alle mathematischen Gebiete, die sich lebendig 
entwickeln, in gleicher Weise umfaBt haben, so verdanken sie es 
Klein. Er hat dafiir gesorgt, daB die verschiedenen Richtungen der 
Mathematik in der Redaktion vertreten waren und daB die Redaktions- 
mitglieder in Gleichberechtigung neben ihm arbeiteten. 

Er hat — wie stets auch im iibrigen Leben — nie auf seine 
Person geachtet, immer nur das zu erstrebende Ziel im Auge gehabt. 


Die Redaktion der Mathematischen Annalen. 
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Einige Siitze iiber ganzzahlige Lisungen gewisser 
Gleichungen und Ungleichungen. 


Von 
Th. Skolem in Oslo (Kristiania). 


Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit enthalt Sitze iiber die Verteilung der Gitter- 
punkte teils auf gewissen Kurven, teils in gewissen Bereichen, namlich 
Streifen, deren Héhe (Ordinatendifferenz der beiden begrenzenden Kurven) 
gegen Null abnimmt, wenn die Abszisse unendlich groB wird. Liegt eine 
Kurve in einem solehen Streifen oder bildet ganz oder teilweise seine 
Begrenzung, sage ich, daB der Streifen eine asymptotische Umgebung der 
Kurve ist. 

In § 1 wird bewiesen, daB die Gitterpunktdichte = 0 wird in jeder 
asymptotischen Umgebung von Kurven, die einigen sehr umfassenden Klassen 
angehéren. Ich will zwei einfache Ergebnisse besonders hervorheben: Be- 
deutet f,(2) die n-te Differenzfunktion von f(z), so ist in folgenden 
beiden Fallen die Gitterpunktdichte jeder asymptotischen Umgebung der 
Kurve y = f(x) gleich Null: 


1. Es gibt ein solches n, daB lim f,(2)=C ist, C irrationale Kon- 


stante. wer 
2. Es ist fiir ein gewisses n lim/f,(7)=0, dagegen x/, (x) abs. 


> Konstante fiir alle gro8en zx. 

In § 2 werden asymptotische Umgebungen von schwierigeren Kurven 
betrachtet. Es wird bewiesen, daB die Gitterpunktdichte = 0 ist, wenn 
die Héhe des Streifens mit einer gewissen Schnelligkeit gegen 0 abnimmt 
fiir unendliches z. Um die Erfiillbarkeit einer Voraussetzung zu zeigen, wird 
an einer Stelle ein Satz von O. Perron’) ijber Anniherungswerte algebrai- 


‘*) Math. Annalen 88. 
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scher Zahlen benutzt. Es wird in diesen Fallen durch Gegenbeispiele gezeigt, 
daB die Verteilungsdichte > 0 werden kann, wenn die Héhe des Streifens 
im Unendlichen nicht hinreichend schnell abnimmt. Fiir beliebige Funk- 


tionen derart, daB fet) 
f(2) 


wird, wird gezeigt, wie man leicht solche Zahlen ¢ finden kann, daB in 
gewissen asymptotischen Umgebungen von y = £ f(x) die durchschnittliche 
Gitterpunktdichte > 0 ist. Zum Schlusse wird ein Satz iiber die Vertei- 
lung ganzer Werte ganzer transzendenter Funktionen fiir ganze Werte der 
unabhangigen Verinderlichen bewiesen. 





fiir unendlich wachsendes zx selbst unendlich 


In § 3 behandle ich die Beziehung der hier bewiesenen Verteilungs- 
sitze zu den Satzen iiber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1. Die 
beiden Gruppen von Satzen haben untereinander eine weitgehende Ver- 
wandtschaft. Die Gleichverteilungssitze sagen mehr aus; soviel ich weiB, 
sind sie aber nur in spezielleren Fallen und mittels bedeutend komplizier- 
terer Betrachtungen bewiesen. 


In § 4 beweise ich einige genauere Satze fiir asymptotische Umgebungen 
der Kurven y= 5S'a;,2'. Z. B. wird gezeigt, daB die primitiven Gitter- 
i=0 
punkte jedes Streifens |(y — «a)a|< Konst., @ irrational, mindestens so 
zerstreut liegen, wie die Glieder einer wachsenden geometrischen Reihe. 


In § 5 beweise ich, daB einige Gleichungen nur endlich viele Lésungen 
in ganzen Zahlen x und y haben. Diese Entwicklungen kénnen als Er- 
weiterungen einiger Siétze von C. Runge*) angesehen werden, in dem Sinne, 
daB man hier auch transzendente Funktionen beriicksichtigt. Z. B. wird 
folgender Satz hier bewiesen: 

n~T 
Die Reihe » «,2 ” sei konvergent fiir hinreichend groBe x, » und nseien 


r=0 n-fT 


ganz positiv und «, Zahlen eines algebraischen Kérpers. Ist y = > “x” 
r=0 





eine transzendente oder gebrochen-algebraische Funktion von z, so gibt 
‘es nur endlich viele ganze Zahlen z, fiir welche auch y ganz wird. 
Eine Verallgemeinerung hiervon wird angegeben. 


Was die Beziehung dieser Arbeit zur iibrigen Literatur iiber Gitter- 
punkte betrifft, ist noch folgendes zu sagen: Die wichtigsten bisherigen 
Untersuchungen iiber Gitterpunkte bestehen entweder in der Abschatzung der 
Zahl der Citterpunkte in gesvhlossenen Bereichen (Landau, van der Corput) 
oder griinden sich auf die Saitze Minkowskis iiber konvexe Figuren. Die 
dabei entwickelten Methoden sind wohl aber kaum brauchbar, wenn man 








*) Journal fiir die r. und a. Mathematik 100. 
1* 
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die Gitterpunktdichte in asymptotischen Streifen beurteilen will; héchstens 
kann man die Sitze von Minkowski auf asymptotische Umgebungen von 
Geraden anwenden, was ja schon Minkowski selbst gemacht hat. In diesem 
speziellen Falle kann man iibrigens auch die Kettenbruchtheorie anwenden. 

Die Beweise in vorliegender Abhandlung sind ganz elementar. Fast 
alles ist auf folgendem einfachem Prinzip aufgebaut: 

Ist f(z,,2,,-..) eine Funktion derart, daB sie einen ganzen Wert 
haben mu8 fiir ganze Werte von z,,2,,..., und hat man 


© < flay; Me, -»-) < I, 
so mu mindestens eine der Zahlen z,, 2,,... nicht ganz sein. 


An einer einzigen Stelle (in § 4) benutze ich die Tatsache, daB 
zwischen a und a+ 1, a reell, eine ganze Zahl vorhanden ist. 


§ 1. 
Uber die Verteilungsdichte der Abszissen der Gitterpunkte in gewissen 
asymptotischen Streifen. 

Definition 1. Es sei N(u,) die Zahl der Elemente einer Menge M 
ganzer positiver Zahlen, die >a und <~y sind, ~<»y vorausgesetzt. 
Dann nenne ich den Quotienten 

N(u, v) 
v— qt +1 
die Dichte der Menge M im Intervalle ju bis v. 
Falls der Quotient 





¥(1, +) 


y 





sich einer Grenze g nahert, wenn » ins Unendliche wiichst, nenne ich g 

die durchschnittliche Verteilungsdichte der Menge M in der ganzen Zahlen- 

reihe. Falls kein eindeutig bestimmter Grenzwert existiert, miissen doch 
N(1, 7) 


Haufungswerte fiir »—+co vorhanden sein, da die Quotienten —-——~ alle 


zwischen 0 und 1 liegen. Jeden solchen Hiaufungswert kann man eine 
durchschnittliche Dichte der Menge M nennen. 
Im folgenden wird oft der folgende Satz benutzt: 


Satz 1. Giht es zu jeder positiven Zahl m eine andere positive 
Zahl «, welche eine Funktion u(m) von m ist, derart, dag die Dichte 
von M im Intervalle u bis u +l fiir alle hinreichend grofen Werte von l, 


etwa l>I(m), < = ist, so hat M die Dichte Null. 
Beweis. Es sei m>1 und 


l>(2m— 1) u(2m). 
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Der Annahme zufolge ist die Dichte < i in jedem Intervalle, das nur 


Zahlen > «(2m) enthalt, wenn die Linge >1(2m) ist. Man bekommt 
also, wenn zugleich | > 1(2m) ist, 
(1,2) < w(Qm) + oem) _ (2m—1)a(2m) +t 1 


2m 2m =m 





und folglich 
iT De dA. 
m 
Die Dichte von M ist also <= in jedem hinreichend langen Inter- 


valle 1 bis 1. Da m beliebig groB war, kann M nur die durchschnittliche 
Dichte Null haben. 


Definition 2. Unter einem asymptotischen Streifen oder einer asym- 
ptotischen Umgebung der Kurve 


an , y = f(z) 
verstehe ich jedes Gebiet 


y=f(z)+%0e(z), OSPS1, lime(xz)=0. 


z?>@ 


Satz 2. Besttzt die n-te Differenzfunktion f,,(x) einer Funktion f(x) 
einen irrationalen Grenzwert C fiir x—+00o, so hat die Menge der Gitter- 
punktabszissen jedes asymptotischen Streifens der Kurve y=f(x) die 
Dichte Null. 


Beweis. Ich schreibe 
f(d,")=f(z)+ g(x), limgy(xr)=0, 


indem der Streifen durch 0 < #< 1 gegeben ist. 


Die Zahl m werde >n, ganz positiv und sonst beliebig gewahlt; 
weiter seien r,,7,,..-,7, solche ganze Zahlen, dab 


O=m<7<... <r, Sm. 
Endlich seien 0, (i = 0,1,...,”) Zahlen aus dem Intervall OS 0< 1. 
Aus den Gleichungen 
(8, 2+1,) =f(2) +h (2) (7) +--+ fe(2)(%) +9,,(2) + He (e +n) 


(¢== 0, 1,..., 8), 
wo 


9-(2)=fass(®) (4) +hase(@)(y cg) +++ t6(2) 


gesetzt ist, bekommt man durch Multiplikation mit den Unterdeter- 
minanten A,;, welche zu den Gliedern der letzten Spalte der Determinante 








> se Ss te @ F 





gehéren, und nachherige Addition aller Gleichungen 


SA,f (9,2 +1) =Df,(x) +3 Ag, (2) +3 0,4,9(2 +1): 
i=0 i=0 i=0 

Wenn m festgehalten wird, gibt es nur endlich viele mégliche Wahlen 
der Zahlen r. Dabei kann als auch D nur endlich viele verschiedene 
Werte haben. Da lim/, (x)= vw irrational ist, kann man eine so groBe 


positive Zahl G, finden, daB fiir alle z >G, der Unterschied zwischen 
D f,,(x) und der nichsten ganzen Zahl >d wird fiir alle Werte von D. 


Nun sei 
d.2"=1 


= — : 
(n+1)A-3™ 


wobei A = max(| A,|,...,|A,|) fiir alle Wahlen der r gesetzt ist. Dann 
gibt es eine so groBe positive Zahl G,, dab 


lf, (2) —Cl<e 


fiir alle x >G,. Aus der Beziehung 


fa+e(®) = 3 (—1)" (") f(e@te—r) = (-1)' (°) (fe +%-1) — 0) 
r=0 r=0 


folgt fiir alle 2 > G, und alle ganzen positiven » 


| fase (2) “ 2"e 
und also auch 


\9,(2)| <(2(,,° )+2°( A J+... +2 *ec Ze. 


+1 n+2/ 


Fiir x >G, gilt deshalb, wenn man die angegebene obere Schranke fiir « 
beriicksichtigt, 


\9-()|<gqgha° 
AuBerdem gibt es eine so groBe positive Zahl G,, dab 


d 
\?(*)|<gapnpa 
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bleibt, wenn z>G,. Fir alle x > max (G,, G,) ist deshalb 


| Ag,,(2)| < 4, | %Av(2+n)| <9. 


+=0 


Dann sieht man aber, da8 fiir alle x > max(G,, G,, G,) die Summe 
Z Af a+ r;) 
t= 


nie ganz sein kann. Da die Zahlen A; alle ganz sind, mu8 mindestens 
eine der Zahlen f(#,,2-+-1;) nicht ganz sein. Die Dichte der Gitterpunkt- 


abszissen in jedem Intervalle x bis x-+ m ist also héchstens gleich =, 


wenn x > max(G,, G,, G,) ist. Betrachtet man ein Intervall x bis 2 + 1, 
wobei 
mh<l<m(h+1), h ganz positiv, 

arn. was fiir h > 1 immer < he ist. 

Da in dieser Betrachtung m beliebig groB war, folgt nach Satz 1 die 
Richtigkeit des Satzes 2. 

Korollar. Die Verteilungsdichte der ganzen Zahlen zx, fiir welche 
die Beziehung 


so wird die Dichte darin offenbar < 





“Mz 


b 


0sy—Sa,z""< (2), lim p (x)= 0, 


r=0 


i] 


fiir ein ganzes y stattfindet, ist Null, wenn unter den Koeffizienten a, 
mindestens ein irrationaler vorkommt. 


Hieraus folgt speziell wieder: Ist 


f(z) = 


r 


’ 


Mas 


@,2°", 


0 


und hat die Menge der ganzen positiven Zahlen z, fiir welche f(z) ganz 
rational ist, eine Dichte > 0, so mu f(z) ein Polynom sein mit ratio- 
nalen Koeffizienten*). 


Ein weiteres Beispiel der Anwendung des Satzes 2 ist: Im Streifen 
y=ax+blogr+%-p(x), OSI<S1, lim~(x)=—0, a irrational, 
zo 


sind die Gitterpunkte so verteilt, da ihre Abszissen nur eine verschwin- 
dende Dichte haben. 





®) Diesen Satz habe ich in meiner Abhandlung: Untersuchungen iiber die még- 
lichen Verteilungen ganzzahliger Lisungen gewisser Gleichungen, S. 11 (Kristiania 
Vid. selskaps skrifter 1921) bewiesen. 
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Satz 3. Nimmt die erste Differenzjunktion f,(x) von f(x) fiir un- 
endlich wachsendes x monoton gegen Null ab, aber so, daB 
xf,(z)>C, C positive Konstante, 
bleibt, so hat die Menge M der Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen 
Umgebung der Kurve y = f(x) die Dichte Null. 
Beweis. Die Umgebung sei durch die Beziehung 
y= f(4,2)= f(z) + 09(z), 0<¢0<1, lim p(x) = 0 
gegeben. ‘ 

Die Zahlen der Menge M sind gruppenweise mit leeren Zwischen- 
riaumen verteilt, wobei jede Gruppe einem bestimmten Werte y entspricht, 
wenn man nur so groBe Werte von z beriicksichtigt, daB z. B. | @(x)| < } 
und |f,(2)| <3} bleiben. Falls naémlich sowohl x wie x + 1 zu M gehéren, 
die entsprechenden y aber verschieden sind, bekommt man 

f{z) + Pez) =% 
f(x+1)+0'p(x+1)=y’, 


f, (2) =y'—y— 8'p(z+ 1) +8 9(z) 
und daraus, falls |m(x)| und |gy(2-+1)| beide < } sind, 


woraus 


f(x) | >F. 


Es sei nun 2, die kleinste und zx, die gréBte Zahl in M, fiir welche 
y den ganzen Wert y, hat. Allgemein sei z,,_, die kleinste und 22, die 
gréBte Zahl in M, fiir welche y den ganzen Wert y, hat. Dabei soll 
Y, <Y. <<... sein. Dann gelten Gleichungen der Form 


Yn =f (Xen-1) + 917 (Lan-a), 
Yn =f (%an) + PsP (Xen), 
Yn+i = fF (Xanta) + Os P (Lanss)- 
Daraus bekommt man 
f(%an) —f(Xen-r)S \p(%an)| +] 9(2en-s)| 
f(Xens1) — (an) S1— | y(Len+r)| — | P (Zan) |- 
Weil f,(z) monoton abnehmen soll, wenn x wachst, mu8 


f (ten) — f (Zn-1) 


Ten — Zen—1 


> f (2) 
sein, woraus 
- 1# (Fan) | +) 9 (Sen—2) | 


®on — Tan-1 * f; (xen) 
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Ebenso muB8 


f (en41)—f (ten) 
ca wah) 
sein, woraus 

1 — |p (ten+1)|—| Y (Fen) | 


Zenti — Ven fi (an) : 


Folglich wird, wenn o, die Dichte von M im Intervalle z, 
Lon+, — 1 bedeutet, 


bis 


— Men —Fen—i tl — |e (Gen)! +) Y(@en—1) | +h (Fen) 


Ten+1 — Tan—1 1—|¢ (ten41)|— Y (Xan) | 


o,, 


Weiter sei # ein beliebiger ganzer positiver Wert von z und o die 
Dichte von M im Intervalle z, bis %. Ist 


Zor < Z< Devt.) 
so bekommt man 


O, (%y — 2) + 0g (Xp — %y) +... + Ov—1 (Lav—1 — Lav—8) + Lav — Zav-1 + 1 
z—2z,+1 


s= 





und also 


gc Ea) te bomen (tava seems) | ta teens $l 
Lay—%4y+1 . tqar—%+1 





Ist dagegen 


Berna SF < Bar 
so bekommt man 


og we 2% — 1) F-- + Ovma (200-1 — Mav—s) +B — Mar- + 1 


z—-2,+1 
Nun ist wie friiher 
tay —Xar-atl _ |p (tar) | +) (tar—1) | +f (x2r) 
tay “= Lev fs (xer) 
Y (Hav) |+| v(%av—1)|+ fa (ear) 
Cc 





< i 





und ebenso 
&—Zav-a+1 _ |9(8) + |» (tar-1)| +fi (%) 


zx C 





Ist nun « eine beliebig gegebene positive GréBe, so kann man eine so 
groBe positive Zahl G@ finden, daB fiir alle x >G 


. £1 Cc ee Cc 
jp (z)|<min (7, ig fg)» fa) <min(7, 9p): 
Es werde 2, > G gewahlt. Wahlt man auBerdem Z hinreichend gro, 
so ist 
%,22%,-—2 und F522, —2. 
Man findet dann durch leichte Rechnungen, daB 


Sian Sav— arnt] ¢ F—srsitl_e 
qq (nw l,8,..., “Bogert <i Sager + 
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Folglich wird in allen Fallen offenbar 
o<é. 
Nach Satz 1 mu8 also M die Dichte Null haben, w. z. b. w. 
Es liegt nahe zu fragen, wie die Sache sich verhalt, wenn f, (2) wohl 
monoton abnehmend ist, aber so schnell gegen Null strebt, daB lim 2 f, (2) =0 


ist. Es ist leicht zu sehen, daB dann in vielen Fallen die Dichte der 
Gitterpunktabszissen in gewissen asymptotischen Umgebungen > 0 werden 
kann. Dies ist z. B. der Fall, wenn f(x) fiir x—+0oo einen ganzen ratio- 
nalen Grenzwert G hat; denn setzt man dann z. B. 

p(x) = G — f(z), 
so ist lim p(z)=0, und f(z)-+- (x) hat immer den ganzen Wert G 
fiir #= 1. 

Hat f(x) fiir z—-oo einen nicht-ganzen Grenzwert, so gibt es in 
jeder asymptotischen Umgebung bloB endlich viele Gitterpunkte. 

Auf die weitere Frage, wie es steht, wenn lim x/,(x)=0 ist, an- 
dererseits aber f(x) mit z ins Unendliche wichst, will ich hier nicht 
eingehen. 

Beispiel 1. Als ein Beispiel der Anwendung des Satzes 3 kénnen 
wir wieder den Streifen 

y=[(0,2)=az-+ blogz + d—(z) 
betrachten, jetzt aber voraussetzen, daB a eine rationale Zahl = s, ist. 
Dann kann nicht y ganz sein, ohne daB auch 


a” f(d,2)=a'x+a” blogz+a” dp(zx) 
ganz wird, und dann wird auch 
s=f,(9, 2) =a" /(0, 2) —a’x =a" blogz + 0a" (2) 


ganz. Hier erfiillt logz die fiir f(x) im Satze 3 erwihnte Bedingung, 
und auBerdem konvergiert a” p(x) gegen Null, falls dies fiir p(x) zu- 
trifft. Nach Satz 3 haben also die ganzen positiven Zahlen x, fiir welche 
f,(#, 2) und also auch diejenigen, fiir welche f(#, 2) ganz wird fiir ein 0 
zwischen 0 und 1, die Dichte Null. 


Beispiel 2. Es sei 





zx 


f(x) = alogz + of ae, 
0 


a,b und ¢ reelle Konstanten, | a| > | bj. 
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In jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(x) haben die 
Gitterpunktabszissen die Dichtigkeit 0. Denn es ist 
a+1i 
f, (x) = alog**1 + pfmes dx 


und 
z+1 z+1 


| (a = dz| <{# = log s+! ' 
z 





x z 


Folglich ist lim f,(x)= 0. Andererseits wird 
ie ed 





z|f,(2)| > (\a| —| |) log2+* > (ja| —|b1)(1 — x) > 1G 


fiir alle x > 1, une /, \x) behilt auBerdem immer sein Zeichen fiir positive z. 
Man kanr. natiirlich folgende Erweiterung des Satzes 3 aufstellen: 
Sind auf einmal mehrere Kurven gegeben 

y = f,(x) (r=1,2,...,m), 
wobei die Funktionen f alle von der im Satze 3 angegebenen Beschaffenheit 
sind, mit gewissen zugehérigen asymptotischen Umgebungen, so haben die 

Abszissen der Gitterpunkte, die iiberhaupt in jenen Umgebungen vor- 

kommen, die Dichte Null. 

Dies beruht darauf, daB, wie leicht einzusehen, die Dichte einer 
Menge M, welche durch Vereinigung einer endlichen Zahl anderer Mengen 
M,,...,M, entsteht, gleich Null sein mu8, wenn die Dichte jeder 
Menge M, (r= 1, 2,..., «) gleich Null ist. 

Satz 4. Nimmt die (n+ 1)-te Differenzfunktion f,,,,(a) von f(z) 
bet unendlich wachsendem x monoton gegen Null ab, aber derart, dap 

rf,,.,(2)>C, C positive Konstante, 


bleibt, so hat die Menge M der Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen 
Umgebung der Kurve y = f(a) die Dichte Null. 
Beweis. Die ganze positive Zahl m werde >n und sonst beliebig 
gewahlt. Dann wihle man r,,7r,,...,7, als ganze Zahlen, so daB 
0< t <f, <... << SM. 
In ahnlicher Weise wie im Beweise des Satzes 2 bekommt man eine 
Gleichung der Form 


ZAM 2+ 7) = Diya) + 349, (2) +5 4% (+7) 


#=0 
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und 

l9.(2)|< seni 
wenn x so groB ist, etwa x > G,, dab 


faa (%)| <e. 


Bei festgehaltenem m hat D bloB endlich viele Werte, den endlich 
vielen méglichen Wahlen der r entsprechend. AuBerdem ist Jim 9, (z)=0 


und lim g(z-+r)=0. Man kann deshalb fiir jede Wahl der r 
24 9,,(2) + 39,4, 9 (2 + 1%) = Oy(z) 


schreiben, wobei 0 << O <1 und lm a y (2) = = 0 ist. Zufolge der erwahnten 


Erweiterung des Satzes 3 haben “also die Abszissen der Gitterpunkte, fiir 
welche bei irgendeiner Wahl der r die Gleichung 


y= Df, (z)+ Oy (zx) 
gilt, die durchschnittliche Dichte Null. 
Nun sei M’ die Menge der Zahlen x der Reihe 1, 1+ m,1-+2m,.. 
fiir welche P- s A,f(#,,2-+-r,) ganz rational wird fiir irgendeine Wahl der r 


und der #. So oft 2 nicht zu M’ gehért, muB also mindestens eine der 
Zahlen f(#,,2-+-r1,) nicht ganz sein, d. h. im Intervall z bis x + m kénnen 
héchstens n Werte von x zu M gehéren. 


Es sei 4 eine beliebige positive GréBe. Da M’ auch nur verschwin- 
dende Dichte hat, kann man eine von 6 und m abhiangige Zahl L finden, 
so daB fir 1> L die Dichte von M’ im Intervall 1 bis 1-+Jm immer 


<; ist. Unter den Zahlen 1, 1+ m,...,1-+(1—1)m, 1+ Um konnen 
also héchstens 
(im +1)=61+ 5 
zu M’ gehéren, wahrend wenigstens 
(1—a)t4+1-$ 
nicht zu M’ gehéren. Weiter sei 
1+lmsu<1+(l+1)m, 1 ganz positiv. 
Wenn N,,, bzw. o;,, die Anzahl der Elemente bzw. die Dichte der Menge M 
im Intervalle 1 bis « bedeuten, bekommt man also 


M.<m(dt+5)+n(r—s)t+n—%o 
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und 
n 


O14 S9+2(1—-8) +5 —b<d4245. 
Setzt man nun z. B. 
Bn 


<5, m>— 


e ’ 


so wird offenbar 
O1, 4 < 8. 


Hierdurch ist Satz 4 bewiesen. 


Korollar 1. Die Verteilungsdichte der ganzen (positiven) Zahlen x, 
fiir welche die Beziehung 


0<y—Sa,x™ Sy(z), limgy(z)=0 
r=0 zo 
fiir eine ganze Zahl y stattfindet, ist Null, wenn die Summe nicht ein 
Polynom mit rationalen Koeffizienten ist. 


Korollar 2. Ist 


f(x) = s a, 2° , 
r=0 

so kann f(x) nicht ganz sein fiir eine Menge ganzer positiver Zahlen nicht- 
verschwindender Dichte, ohne daB8 f(z) ein Polynom mit rationalen 
Koeffizienten ist‘). 

Korollar 3. Es sei F(z, y) ein Polynom derart, daB kein Polynom 
von x allein, statt y eingesetzt, die Gleichung F(z, y) = 0 identisch in x 
befriedigt. Dann haben die Abszissen der Gitterpunkte, welche auf der 
Kurve F(x, y)= 0 liegen, die Verteilungsdichte Null®). 

Satz 5. Es sei 


v(2)= Saf(z+n—s) 


und 
P(t) = S'a,t*-*, 
i=0 
wobei a,,4,,...,@, ganze rationale Zahlen sind. In jeder asymptotischen 
Umgebung der Kurve 
y= f(x) 


wird die Dichte der Gitterpunktabszissen = sein, wenn w(x) und P(t) 
folgenden Bedingungen geniigen: 


*) Diesen Satz habe ich schon 1. c. S. 13 bewiesen. 
5) J. c. S. 18. 
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Ist N eine ganze positive Zahl und sind A,, A,,..., Ay solche 
ganze rationale Zahlen, dag 


N 
DA,+ 0, 
=v 


so ist die Dichte der Gitterpunktabszissen in jeder asymptotischen Um- 
gebung der Kurve 


N 
y= J Ay (z+) 
gleich 0. 
Ist Q(t) = 2b,t? ein solches Polynom, dap 


P(t)Q(t)—=S Bt, O0Sn <1 <... <r, 
k=0 


alle B, ganz rational, und zugleich passend gewdhlt, falls mehrere solche 
vorhanden sind*), so soll eine positive Zahl a derart existieren, dag 


Q(1) +0, 
wenn die Differenzen r;,,—1; (¢=0,1,...,n—1) alle >a sind. 
Beweis. Die asymptotische Umgebung der Kurve y= f(x) sei 
gegeben durch 
y=f(0,2)=f(z)+%p(z), O0<P<1, limg(z)=0. 


z-o 


M sei die Menge der Abszissen der darin vorkommenden Gitterpunkte. 
Man bekommt 


Saf (O12 +n —i) = 3 af (2 +n—i) +3 On-cap(2 +08) 
= v(2) +S Inca p(x +n — 4) 
und daraus 
bo; Saf (Pn-t+5, 2+ —t +7) 
= Dhyyp(e+7)+ Lb; DHn-ujsaip(e+n—t+)) 
oder nach der Voraussetzung iiber Q(t) 
» Bf (4,,,2+7,) = Lb y(ex+j)+ 0-P(zx), 
0s 9O<1, lim®(r)=0. 


Nach der iiber die Funktion y(z) gemachten Voraussetzung, und weil 
Q(1)+ 0 sein soll, wird die Dichte der Menge M’ ganzer positiver z, 
fiir welche 

> B,f(9,,,% + r,) 


*) Bei beliebiger Wahl der Zahlen r gibt es immer solche Polynome Q(t). 
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ganz sein kann fiir irgendwelche # zwischen 0 und 1, gleich Null sein, 
wenn alle Differenzen r;,,—1r;>a@ und die r sonst irgendwie zwischen 
0 und m gewahlt sind. 


Jetzt wahle ich die ganze positive Zahl m>an, setze fiir x die 
Zahlen der Reihe 1, 1 + m,1-+ 2m,... und wihle fiir jedes solche z alle 
méglichen Reihen der r, fiir welche r,< m und alle r,;,, —r,>a sind. 
Die Dichte der Zahlen aus M’, die in der Reihe 1,1-+-m,...,1+1m 
auftreten, wird dann, wenn / hinreichend groB ist, etwa | > L (6, m), 

é 
Sa 
sein, wobei 6 eine beliebig gewihlte positive Zahl ist. Folglich gehéren 
unter den Zahlen 1, 1 + m,..., 1 + 1m héchstens 
é 
= (1+ Im) 
zu M’, wahrend wenigstens 
(1—4)t+1—2 
nicht zu M’ gehéren. So oft aber z nicht zu M’ gehért, kénnen im Inter- 
valle x bis x + m héchstens an Zahlen aus M vorkommen; denn sind 
%<&<..-<e, 
na-+1 verschiedene ganze positive Werte von z, so sind die Differenzen 


Uy — Vor Tyg — Var ++ +9 yg — Tin-1)a 


alle >a. 
Die Anzahl der Elemente von M im Intervalle 1 bis z, wenn 


1+mlsox2x<1+m(l+1), 
wird also héchstens 


m*(1+ml)+an(1—6)l+an(1—=) 
und die Dichte von M in demselben Intervalle 


3 
mdl+d+an(1—d)l+an 1-<) 
o(1,z)S lm ( —<84+5+5- 


ml 
Wahlt man z. B. 





e 3an 

d<z, m>—-, 

so wird fiir jeden positiven Wert von J (> L) 
o(1,2)<e, 


wodurch bewiesen ist, daB M nur eine verschwindende Dichte haben kann. 
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Um iiber die Tragweite dieses Satzes klar zu werden, ist es wiin- 
schenswert zu zeigen, daB groBe Klassen von Funktionen y(2z) und P(t) 
existieren, welche die angegebenen edingungen erfiillen. 

So ist z. B. w(x) von der verlangten Art in folgenden beiden Fiillen: 

1. Eine Differenzfunktion y,(x) von w(x) konvergiert gegen einen 
irrationalen Grenzwert g, wenn x ins Unendliche wichst. 

2. Man hat 


lim y.(z)=—0, lim “2+ 24 
im », (2) — wn (2) ’ 


xy,(x)>C fiir alle hinreichend groBen z. 


Setzt man nimlich im ersten Falle 
F(z)=SAyp(x+), F,(z)=SA,y,(2+)), 
so folgt 
lim F(z) = lim y, (x). 5 A, = g- SA). 

Ist g irrationa!, alle A, ganz rational und S A, +0, so konvergiert also 
auch F(x) gegen einen irrationalen Grenzwert. Nach Satz 2 folgt also, 
daB w(a) in diesem Falle von der verlangten Art ist. 

Aus lim y,(z)=0 im zweiten Falle folgt sofort lim F, (x)= 0. 


z>o2 


Wenn lim “ a 1 ist, kann man schreiben 


cm te 


Wa(z +1) ' 
ee TS) 
wobei lim ¢,(2)=0. Dann bekommt man 
z= 
7 n (2 +1) a ee ’ , 
2Fi(z)= zy, (x) > A, xh ~=2y, (2x) (> A, + 4,¢,(2)). 


Fiir alle hinreichend groBen x hat man z. B. 


— - 
| 41% (2)| < =F". 
wobei = A, positiv vorausgesetzt ist (man soll ja > A,+0 haben). Folglich 


= A, 


° 
— 





zF,(z)>C- 
fiir alle hinreichend groBen x. Nach Satz 4 besitzt also w(x) auch in 
diesem Falle die verlangte Eigenschaft. 
Wenn y,(z) von der verlangten Art ist, so ist auch 
w(x) = yy (2) + v,(2z) 


von dieser Art, wenn y,(a) fiir alle hinreichend groBen ganzen positiven x 
entweder ganzwertig ist oder rational mit einem gewissen gréBten Nenner. 
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Folgende Bemerkung kann auch gemacht werden: Die Funktion f(z) 
im Satze 5 erfiillt wieder die fiir die Funktion y (x) aufgestellte Forderung. 
Es seien namlich A,,..., Ay’ solche Konstanten, dab 


y’ , 
= A, +0 
ist, und man setze 


Wy, -_ 
F(z)= 5 Aef(z +k), P(x) — 2 Ary (z + k). 
Dann wird 
»4,F(x+n—t)= P(z), 
i=0 
und auBerdem bekommt man 


N N  -— N+iN 
SA, ¥(x+1) — 24S Avy (2 +k+1) = J Gy(x+t), 


t 
C= 5 A Ai-1 
i=vu 
gesetzt ist. Dann ist aber 
N+N’ N  -— 
A= S Ay 5 Ar + 0, 
t=0 i=0 = E=0 


wenn 3 A, + 0 ist. 
0 
Nach Satz 5 ist also die Gitterpunktdichte = 0 in jedem asympto- 
tischen Streifen der Kurve y = F(z). 
Weiter ist P(t) jedenfalls von der verlangten Art im folgenden Falle: 
Die Wurzeln der Gleichung 
P(t)=0 
sind alle reell und + —1; auBerdem ist der Quotient zweier Wurzeln 
auch + —1. 
Wahrscheinlich erfiillt P(#) auch sonst die im Satze 5 aufgestellte 
Bedingung; allein das mag hier dahingestellt werden. 
Es soll also bewiesen werden, daB, wenn Q(t) ein solches Polynom 
ist, daB ; 
P(t) Q(t) = > B,t", O=r,<17,<...<F,, 
immer 
Q(1) +0, 
wenn alle Differenzen r;,,—17,;> a sind. 
Mathematische Annalen. 96. 2 
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Nach der Annahme kénnen die Wurzeln von P(t)=0 ihrem Zahl- 
werte nach in eine Reihe geordnet werden 


lt1> || >... >|8,]. 


r 


Dabei kann ¢; die Multiplizitét «; haben. Falls t= 1 eine Wurzel ist, 
sei t, = 1. Dann sind 4, te, ..., toa, tosa,---, 4 Wurzeln der Gleichung 
P(t) Q(t)=0 mindestens von den Maultiplizititen j,, ue, ..., My-1, 
Mo+i1,+++> My, Wahrend ¢,. mindestens eine (u,-+1)-fache Wurzel der 
letzteren Gleichung ist, falls Q(1)=—0 ist. Wegen 2u,;—n bekommt 
man D=0, wenn D die Determinante 








: ie Tn! %,—#, +1 aa | ee t’n—1-",t2 
(te, +1)! 2 (fa-y—- +1)! 2 
oe. _ g7n~", +2 Tn-1! £701, F8 
| (%,—#, 4-2)! 1 (Ta-~— My +2)! 2 
| t's tre-1 
' 
| a er rT, Mtl —_ Yana! t’n-1 Mgt? A 
i (T_a— Mg +1)! 2 (fa-y Hg +1)! 2 
r T,! _ gta Mgt? __ Yo-1' g’a-1- Met? 
(tn—Mg+2)! 2 (Ta-1—Mg +2)! 2 
r ‘2 — 
ti tin—1 





3.8 @ 2 @ @ & | 


bedeutet. Setzt man 














en Le le Tana! hs ae te 
| (ta — #4, +1)! i (fa-y—- #4, +1)! i 
oe rn! OT ia abe Tana) r,—y~M,+2 
D,= (r,—#, +2)! 2 (fr-1— Hi +2)! 2 
r Tn-1 Ta—,+1 
‘” t eee t a 
=) Ta-u,! ¥ Ta—p,~Mgti Ta-w-1' p’n-m-1-Mat ee 
| (Fqou, ~ Mgt 1)! ? (Ta p,-1— Ma + 1)! m 
Tn-u ! r —Hat2 
D, = | “A g’anm Per” 
2 | (Ty, ~My + 2)! 3 
| im Ilene Lee tone 


usw., so wird 


D.=T pimmtest mm nynat et tam ay mgt a 
a “a%3 


y 
tatla—-at- + Tn—u,+ i- | ?) 
D,=T,t 


i > 
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usw., wobei 7, 7T,,..., 7, ganze rationale nicht-verschwindende Zahlen 
sind, namlich 


T, = II (1,—")s 

wenn hier ¢ und k& alle Werte >n—y,—...—, und Sn—p,—...—m_, 
durchlaufen, wahrend immer i >&k bleibt. Denkt man sich die Deter- 
minante D entwickelt, so erhilt man (nm +1)! Glieder und darunter 

My! fa!» Moma! (Mp + 1)! Mesa! «.+ Me! 
Glieder, die auch durch Multiplikation der entwickelten Determinanten 
D,, Dz, ..., D, entstehen. 

Weiter sieht man ohne Schwierigkeit, da8 in keinem Gliede der ent- 

wickelten Determinante D der Exponent von t, gréBer als 

by = te + tana +--+ te tammta — (') 
werden kann. Ebenso kann die Summe der Exponenten von ¢, und #, 
in keinem Gliede gréBer als 


bt by = tnt tana t -++ + fecm-mta — (St) — (9) 
werden usw. Betrachtet man alle Glieder, worin ¢, seinen maximalen 
Exponenten /, hat, so kann #, nie einen gréBeren Exponenten als 


= Taw, b Tn-wyn—a P+) EPpy = (3) 
haben usw. 


Man sieht deshalb auch leicht ein, daB der Quotient 
G 


ert 
Se ...¢ 


wo G ein beliebiges Glied der entwickelten Determinante D ist, das nicht 
im Produkte der Determinanten D; vorkommt, in der Form 


wR)" (ey (BG) 
ty t J t ty tus 
darstellbar ist, wobei A eine ganze (von #,,..., ¢, unabhangige) rationale 


Zahl und die R,S,... U Summen der Differenzen r;,,—r; sind. Infolge- 
dessen werden alle diese Quotienten 


1,T,...T 


¥ 


(m+1)t? 


Ry 





wenn alle Differenzen r,;,, — 1; >a sind, a eine passend gewiahlte positive 
Zahl. Da die Zahl der Glieder G kleiner als (n+ 1)! ist, kann offenbar 
die Determinante D dann nicht mehr verschwinden, und folglich muB8 
Q(1) + 0 sein. 


Q* 
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Ich gebe hier einige einfache Beispiele von Kurven, die kraft des 
Satzes 5 derart sind, daB in jeder asymptotischen Umgebung von ihnen 
die Dichte der Gitterpunktabszissen = 0 ist. 


Beispiel 1. 
= f(x) =a(1+172)*+ b(1—12)*+ P(z), 
a und 6 beliebige reelle Zahlen, P(x) ein Polynom mit mindestens einem 
irrationalen Koeffizienten. Man bekommt namlich hier 
f(a+2)—2f(x+1)— f(z) = P(z+2)—2P(x+1)— P(r) = Q(z), 


und dabei ist Q(z) wieder ein Polynom mit (mindestens) einem irratio- 
nalen Koeffizienten. Es gibt deshalb eine Differenzfunktion von Q (2)—@Q,(2), 
wobei Q,(2) ein rationalzahliges Polynom bedeutet, welche einen kon- 
stanten irrationalen Wert hat. 


Beispiel 2. 
y=f(2)=(£) + P(2), 


P(x) die friihere Bedeutung, a und b (teilerfremde) ganze rationale Zahlen. 
Hier bekommt man 


bf(x+1)—af(x)=bP(x+1)—aP(zx)= Q(z), 


wo Q(x) wieder ein Polynom ist mit einem irrationalen Koeffizienten, 
wenn man von dem trivialen Falla = b=1, P(x) selbst die Summe einer 
irrationalen Konstanten und eines rationalzahligen Polynoms, absieht. 
Beispiel 3. 
y = f(x) =a(1+1)2)7+ 6(1 — 12)*+ F(z), 
wobei F(x) eine derartige Differenzfunktion F, (2) besitzt, dab 


lim F, (x)= 0, lim F,(z+1) _ 1, 


z> z-= F,, (2) 
a F(x) > C fiir alle hinreichend groBen z. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn 
F(z)= C,z* + Cpz’+..., 
wobei «, 8,... abnehmende reelle Zahlen sind, «@ nicht-ganz und die Ko- 
effizienten C,, Cz,... solche reelle Zahlen, daB die Reihe fiir F(a), falls 
sie iiberhaupt unendlich ist, fiir hinreichend groBe positive x konvergiert. 
Beispiel 4. 
a\* , 
y= (5) + Fle), 
F(x) dieselbe Bedeutung wie im Beispiel 3. 
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Beispiel 5 (Verallgemeinerung des Beispiels 1). 
y = f(x) = P, (x) (1+12)*+ P, (2) (1 — 12)*+ P(z), 
P(x) ein Polynom mit einem irrationalen Koeffizienten, P, (2) und P, (x) 
beliebige Polynome. 


Es sei naimlich n = max(n,,n,), wobei n, und n, die Grade der 
Polynome P, und P, sind. Setzt man 
n 2 - 
I(t)=t*—2t-1, (t)"=Sa,t**-* 
é 


i 
=0 


so bekommt man 


2n 2n 
Sautlet 2n — s)—= 2 4,P(2 + 2n— i), 
= = 


und da 
IT(1)"=(— 2)"+ 0, 


2n 

ist Sa,;P(x-+2n—) ein Polynom, das mindestens einen irrationalen 
i=0 

Koeffizienten hat. 


Es liegt nahe zu versuchen, eine Erweiterung des Satzes 5 dadurch 
zu erhalten, daB man die dort auftretenden Zahlen a; durch ganzwertige 
Funktionen ersetzt. Der Satz von der verschwindenden Dichte der Gitter- 
punktabszissen hért aber dann auf, fiir beliebige asymptotische Streifen 
giiltig zu sein. Ich will einige Sitze jener Art im folgenden Paragraphen 
aufstellen. 

Da die ganzen Zahlen jedes quadratisch imaginiren Zahlkérpers auch 
einen diskontinuierlichen Integritatsbereich bilden, bleiben die hier be- 
wiesenen Siatze mit leichter Modifikation ihrer Formulierung noch giiltig, 
wenn y und die Funktionen f(z) und g(a) Werte aus einem solchen 
Kérper erhalten, wenn fiir 2 noch ganze positive rationale Zahlen einge- 
setzt werden, wahrend die asymptotische Umgebung dadurch gegeben ist, 
da8 in Wer Beziehung 


y = f(z) + Op(z) 
# beliebige komplexe Werte, die absolut <1 sind, haben soll. 


Auf Grund dieser Tatsache ist es méglich, Satz 5 auch in einem 
Falle zu beweisen, wo die Funktion P(t) in diesem Satze nur komplexe 
Wurzeln hat. Hat namlich 


2 
y(z)= Sa,f(z+2n— t) 
‘=0 
die friiher geforderte Eigenschaft, und ist 
Sat" = P(t) = P,(t)' + mP, (t)", 
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sind P,(t) und P,(t) absolut ganzzahlige Polynome, m eine quadratfreie 
natiirliche Zahl, sind die Wurzeln der Gleichung 


P, (t)+1—mP,(t)=0 


alle imaginér und derart, daB weder eine der Wurzeln absolut —1 noch 
der Quotient zweier Wurzeln absolut —1 ist, so haben die Abszissen der 
Gitterpunkte jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y=/f (x) die 
Dichte 0. 


Setzt man namlich 
IT, (t) = P, (t) + ¥— mP, (t) = 5 b,t"~*, 
II, (t) = P, (t) — Y— mP, (t) = 5 bt", 


so sieht man, daB sowohl die relativ zu 2J,(t) gebildeten Funktionen 
Q,(t) (siehe den Beweis des Satzes 5) wie die relativ zu J/,(t) gebildeten 
Funktionen Q,(t) die Eigenschaft haben, daB Q,(1)+ 0 bzw. Q,(1) +0 
ist, wenn alle Differenzen r;,,— 1; >a sind. 

Schreibt man deshalb 


> b,f(x+n—t)=z(z), 
so daB 


DS bjx (2 + n—t) = y(zx) 
wird, so bekommt man die Folgerungen: 


In jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = z(x) haben die 
ganzen positiven x, fiir welche y eine ganze Zahl des Kérpers R()— m) 
ist, die Dichte 0. Zugleich sieht man, daB z(z) die fiir w(x) im 
Satze 5 aufgestellte Forderung erfiillt. (Wir haben ja friiher gesehen, daB 
f(x) im Satze 5 immer wieder von derselben Art wie y(z) ist.) Hieraus 
folgt also wieder: In jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(z) 
haben die z, fiir welche y eine ganze Zahl aus R(Y¥— m) ist, die Dichte 0. 
Daraus folgt a fortiori die Richtigkeit der obigen Behauptung. 


Als einfaches Beispiel kann man einen beliebigen asymptotischen Streifen 
der Kurve 


y = & (1+ V— 2)*+ (1 — V— 2)*) + R(z) 


betrachten, wobei é eine beliebige reelle Zahl ist und R(x) ein Polynom 
mit reellen Koeffizienten, unter welchen mindestens ein irrationaler vor- 
kommt. Hier wird 


P(t) = ¢t?— 2t+ 3 =(t—1)*+2, 
d. h. 


II,(t)=t—1——8, M(t)—t—1+7-3. 
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§ 2. 

Uber die Verteilungsdichte der Gitterpunktabszissen in gewissen 
asymptotischen Umgebungen von Kurven schwierigerer Art. 
Satz 6. Es seien, unter a,(x),a,(x),...,@,(x%) ganzwertige Poly- 

nome verstanden, 


y(x)= Sa,(x) f(x+n—?#) 
und 


P(t) = Sa,(x)t"~*. 
In jedem Gebiete, das durch die Beziehungen 
y=f(x)+0p(x), Of PS1, lima’ —-(x) = 0 fiir jede positive Zahl r, 


gegeben ist, muf die Dichte der Gitterpunktabszissen = 0 sein, wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Sind A,(x) solche Polynome, daB in S A,(x) die héchste in den 
Funktionen A,(x) tiberhaupt vorkommende Potenz von x nicht ausfallt, 
so ist in jedem Gebiete 


y= SA(x)yp(z+1)+90-O(2), 0S O51, 
lim «” ®(x)= 0 fiir alle y>0 
zo 
die Dichte der Gitterpunktabszissen = 0. Es geniigt also a fortiori, wenn 
diese Dichte Null ist in jeder asymptotischen Umgebung. 
2. Ist Q(t)= 2 b,(x)t derart, dap 
SS b;(x)a,(x +7)" = SB, (x) t's, 
an. 
alle B,(x) gan#wertige Polynome, so gibt es eine positive Gropeg derart, 
daf, wenn b; der Koeffizient in b;(x) der héchsten in den Funktionen b,( x) 
tiberhaupt vorkommenden Potenz von x bedeutet, 
b+ 0 
ist, wenn alle r;.,—1, > sind. 

Der Beweis ist dem Beweise des Satzes 5 ganz ahnlich, so da es 
wohl nicht nétig ist, ihn auszufiihren. Es mu8 aber gezeigt werden, daf 
Funktionen y(x) und P(t) in ausgedehntem Ma8e existieren, die den an- 
gegebenen Bedingungen geniigen. 

Besitzt y (2) fiir hinreichend groBe positive x eine Entwicklung der 
Form 

p(x) =Cot+C,a%+..., Gy >a >..., 
worin entweder c, irrational oder «, nicht ganz ist, so sieht man wegen 
der iiber + A,(x) gemachten Voraussetzung, da8 


DA,(x) y(x2+l) =d,x%4+d,r'4-..., Bo > By >..., 
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wobei entweder d, irrational oder £, nicht ganz ist, und folglich wird 
die Dichte der Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen Umgebung der 
Kurve 
y= SA (z)y(z+l) 
gleich Null sein. 
Weiter hat P(t) die geforderte Eigenschaft jedenfalls dann, wenn die 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung 


Sda,t*-*=0, 


worin a, der in a,(z) auftretende Koeffizient der héchsten in den Funk- 
tionen a,(2) vorkommenden Potenz von x ist, ihrem absoluten Werte 
nach in eine Reihe geordnet werden kénnen 


lt) >|t|>--.> 8], 
und auBerdem —1 keine Wurzel ist. Man hat namlich 
DB,te= Sat" *y bt’, 
wenn hier B, den in B,(x) auftretenden Koeffizienten der héchsten in 
den Funktionen B, (x), B, (x), ... tiberhaupt vorkommenden Potenz von x 
bedeutet. DaB P(t) die geforderte Eigenschaft hat, sieht man dann wie 
friiher. 

Man kann fragen, ob Satz 6 nicht erweitert werden kénnte, so da8 
man die Dichte Null fiir die Gitterpunktabszissen auch innerhalb solcher 
Umgebungen bekime, deren Hohe nicht so schnell abnimmt. Folgende 
Betrachtungen zeigen jedoch, daB dies nicht méglich ist. 

Es sei 

_ 
t= > Ga 
n=0 
alle a, und » ganze positive Zahlen. AuBerdem sei a,’ fiir jedes n so 
gewahit, daB 
a,—1 = a, 
(n—v +1) om—v4+2)...0on) ~ 7 S Gn—vtl) On—v42).00m)’ 








» eine irrationale Zahl. Dann folgt 


8-(vn — v)! mh + een”)! Gn +, (¥n—v)! 


(yn)! (rm+y)1  T°""? 
n—1 
wobei h eine ganze Zahl, nimlich = Py a, ee AuBerdem kann man 


offenbar schreiben 


(yn—v)! 
nm’ (on)! 


(yn —v)! eo fe) 
n+l" Gmpeyi tt m7 2-5 


(»n)”” 





+a 








0<0<0C, 
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C eine von n unabhingige positive GréBe. In dem durch die Gleichung 
Cc 


y=éI(z)—yn-0-—, OS¢S1, 
dargestellten Streifen ist also die Dichte der Gitterpunktabszissen > 
denn so oft x = »n—yv-+1 ist, wird '(xz)=(»n—vy)! und ——<-. 


(wn)” 
Andererseits bekommt man aus der Gleichung 


f(z)=éT(x)—4 


f(z +1) —2f(z)=9(z—1)=y(z). 
Hier hat w(x) augenscheinlich die im Satze 6 verlangte Eigenschaft. 
Weiter ist hier P(t)—=t—a, so daB die Gleichung Sa,t""*=0 das 
Aussehen 1= 0 hat; diese Gleichung hat iiberhaupt keine Wurzel, so da8 


die tiber P(t) im Satze 6 gemachte Voraussetzung auch selbstverstiindlich 
erfiillt ist. 


die Gleichung 


Bestimmt man die Zahlen a, in Ubereinstimmung mit der Beziehung 











a,—1 - an 
<< —_________, 
(yn—v+1)°(»n—v+2)...(pn—1) on (yn —v+1)*(on—v+2)...(on—l) on 
n hier beliebige reelle Zahl, 0< «<1, so bekommt man 
(om —)! (R=) 8 atom — 4-1) 2 
a,,° (vn)! + O45 (wym+y)! + ee n(n ¥ +1) + (»n)”” 0< 0<C. 
’  Genau wie oben muB also in dem Streifen 
y=EI(2)—n2- 05, 0S 0<1, 


die Dichte der Gitterpunktabszissen >- sein. 
Setzt man nun 


f(z) =éT(2)—n2e", 


so bekommt man 


z+1)—af(z)=2*—4(z+1)*"*=y(z), 


und man sieht, daS auch hier w(x) und P(t) die angegebenen Bedin- 
gungen erfiillen. 
Beispiele der Anwendung des Satzes 6: 


Beispiel 1. Die Dichte der Gitterpunktabszissen des Streifens 


—! 4 9@(x), O< OSI, » irrational, lim ~’ p(x) = 0 fiir jedes », 
zo 
ist = 0. Denn setzt man 


f(2) = *=2, 














26 Th. Skolem. 


so bekommt man 
(x +1)f(z+1) — 22f(z)=7 = y(2), 
und w(x) geniigt der Forderung des Satzes 6, wahrend hier 
; P(t)=(x+1)t — 22, 
so daB die Gleichung Sa,t"~‘= 0 hier das Aussehen 


{—2= 


annimmt. Also erfiillt auch ?(¢) die dafiir verlangte Bedingung. 
Beispiel 2. Die Dichte der Gitterpunktabszissen des Streifens 


y=EI(x)+ P(x) + 8q(z), OS 0<1, limz’p(x) = 0 fiir jedes », 


P(az) ein Polynom, das mindestens einen irrationalen Koeffizienten besitzt, 
ists = 0. Dies folgt schon aus dem Satze 2, wenn é rational ist. Mit 
Hilfe des Satzes 6 kénnen wir die Giiltigkeit fiir irrationales ¢ zeigen. 
Wird namlich 
f(x) = €I'(x) + P(2) 
gesetzt, so folgt 
f(z +1)—2f(z)= P(x+1)—2P(z)=y(z), 


und da y(z) auch ein Polynom wird, das mindestens einen irrationalen 
Koeffizienten hat, so sieht man die Richtigkeit der Behauptung kraft 
Satz 6. 


Satz 7. Es sei der Streifen 


y=f(9,2)=—f(x4)+0y(z), OL P<1, limf(x) p(x) =—0 


z-2 


gegeben. Weiter sei |C\|>1, lim ae = C und 


If(% +1) — Cf(2)| <7; 


wenn x >G,(e). AuBerdem sei C derart, dap zu jeder ganzen posttiven 
Zahl r eine positive GréBe y, existiert, so dap fiir ganze rationale p 
und q 
ip — O"q| >", 

wenn q > Q(r). 

Dann haben die Gitterpunktabszissen des Streifens eine verschwindende 
Dichte. 

Beweis. Man hat 


f(z +1)=Cf(2) +42), 
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wo |e,(z)|<e, wenn z>G,(e). Stellt man diese Gleichung auch fiir 


x+1,2+2,... auf und kombiniert die erhaltenen Gleichungen, so 
bekommt man 





f(z +r) =C' f(x) +22), 


wo |e,(%)/ <e, wenn 2 >G,(e). Man hat deshalb, indem 
f(9,,2 +1) f(z) — f(%, x) f(a +r) 
= (f(% +r) + O,p (x +1)) f(x) — (f(z) + 9¢(z)) fla+r) 
= 9,p(x+r)f(x) — dp(x) f(x +"), 


auch 
f(O,.,2 +1) f(x) — f(d, x) (O° f(x) + yay) 
= 0,0(2-+ 1) f(x) — O9(x)f(2+r) 
oder 


f(9,,e2+r)—C'f(d, x) = ru e.(2)+ Selets)iis)— Cola ies) 
e4 


f(x) 


Hieraus sieht man, da8 fiir alle hinreichend groBen x, etwa x >g_, 
\f(8,,2-+r) —C'f(d, x)| < 708s)" 


Da C|>1 ist, mu8 f(0,2) mit x unendlich groB werden; wir kénnen 
deshalb g, so groB gewahit annehmen, daB immer /f(#, x) > Q(r) wird, 
wenn x«>g,. Dann kénnen also nicht beide Zahlen f(#,x2) und 
{(d,,2 +r) ganz sein. 

Ist nun x > max(g,,9,--+;GJ»,) eine soleche ganze positive Zahl, 
da8 fiir ein # zwischen 0 und 1 f(#,2) ganz wird, so kénnen 
f(O,,2-+1r), r=1,2,...,m, nie ganz werden, wenn 0< #0, <1 sein 
soll. Da hier m beliebig gro8 war, folgt nach Satz 1 die Richtigkeit des 
Satzes 7. 

DaB Zahlen C der in diesem Satze verlangten Art existieren, ist 
sicher; denn jedenfalls ist jede reelle quadratisch irrationale Zahl dieser 
Art, wenn man von denjenigen absieht, die bloBe Quadratwurzeln aus 
positiven rationalen Zahlen sind. 


Satz 8. Es sei |\C|>1 und C derart, da zu beliebigen ganzen posi- 
tiven Zahlen r,,...,17,, fiir welche die Differenzen r;,,—1,; alle >a 
sind, eine positive Grofe y(r,,...,7,,) extstiert, so dap mindestens eine 
der GréBen 

|p, -—C"g|, ---» |p,— Og 
~ ¥(M,, «++» Tn) 


a 





ist fiir beliebige ganze Zahlen p,,..., Py» q, wenn 
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@>Q (taser) ate Weiter soi lin Vi(z) = oe) nf 
und 
| f(z +1) — Cf(x)|< ——— 
We 
wenn x >G(e). Dann haben die Abszissen der Gitterpunkte im Streifen 
y= (0, x) = f(x) + 0 (z) (0<8<1) 


die Dichte 0. 
Beweis. Man bekommt fiir jede ganze positive Zahl r die Gleichung 


f(a+r) =O" f(x) + 2 , 
Vi (a) 


worin |e,(#)|<e, wenn x >G_(e). 


' é, 


Weiter ist 
f(8,,, 2 + 1,) f(x) — (0, x) f(x + 17;) 
= 8,9(2+17,)f(z)—Op(x)f(x+71,), 
woraus 


_f@, x) #r, (2) Or, 9 (2 +1) f(z) — 9 (2) F( = 
f(9,,,2-+17,)—O" (8, ati f(z) 


f(z)" 








Wegen der Voraussetzung lim p(x)Vf(z)—=0 sieht man deshalb, daB 


zo 
fiir alle hinreichend groBen z, etwa x>g/(r,,...,7,), fiir alle r; 
(§=1,2,...,n) 


If (9, 2+ 1,) — OF (, 2) | < rt) | 
Vi@.z) 

Da f(#, x) gleichzeitig mit x unendlich gro8 wird, kann g(r,,...,7,,) 80 
groB angenommen werden, daB /f(#,2)>Q(r,,...,7,) wird, wenn 
B > @ (Fan cee Me} 

Es sei jetzt m ganz und >an, und man betrachte alle Reihen 
1, <%%}<...<r, derart, daB r,<m und alle r;,,—1r;>a sind. Solcher 
Reihen gibt es nur endlich viele. Es sei G die gréBte der Zahlen 
g(r,,---,7,), die tiberhaupt fiir irgendwelche Reihen der r vorkommen. 
Fiir alle «> G@ gilt alsdann fiir alle méglichen Reihen der r 


[f(9,,,2 +9; )—C%r(, x) J] << 2Ata ==» te) (¢=1,2,...,m), 
Vi, =) 
f(é, x) >Q(r,,... “9 1,)- 


Dann mu8 also immer mindestens eine der Zahlen f(O, x), «+5 £(9,, 2+7,) 
nicht ganz sein. 
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Ist nun /(#,2) ganz, so kénnen fiir z>G@ im Intervalle z bis 
2-+m héchstens an Werte von zx existieren, welche Gitterpunktabszissen 
des betrachteten Streifens sind. Gesetzt namlich, es gibe an +- 1 solche Werte 

Herc ry<A%<..-<%,,; 
so miiBte x, .,,—2%;, =a sein, und setzte man z;,,—2-+-1,, so sollten 
also alle Zahlen f(#,, 2+ 17;) ganz sein, wiahrend alle Differenzen 
‘4, —7;24 wiirden. ‘ 

Da an eine feste Zahl, m aber beliebig groB gewahlt werden kann, 
ist hierdurch der Satz bewiesen. 

DaB Zahlen C von der in diesem Satze verlangten Art existieren, 
sieht man so: Es befriedige C eine im absoluten Rationalitatsbereich 
irreduzible Gleichung vom Grade n+ 1, z. B. derart, daB die Wurzeln 
ihrem absoluten Werte nach in einer Reihe geordnet werden kénnen: 

|Oo|>|C,|>...>]|C,]. 
Dann ist sicher, daB die Potenzen 
1. C7, Gn 
linear unabhangig sein miissen, jedenfalls wenn die Differenzen r,;,, — 1; 
eine gewisse GréBe iiberschreiten. Denn besteht eine Gleichung der Form 


hoth,C" +... +h4,0C%=0 
hy, h,,.-.,h, alle (ganz) rational und nicht alle Null, 


so mu8 diese Gleichung fiir jede Wurzel C, stattfinden, und man bekommt 


OS a vss ee 
C;* 0;* x 3.8 Os" 1 ms 
eS a «s5 ee 


Man sieht leicht, daB dies unméglich ist, wenn alle Differenzen r,,, -— 1; 
hinreichend gro8 sind, weil in der entwickelten Determinante das Diago- 
nalglied dabei zuletzt gréBer als die Summe der iibrigen Glieder wird. 

Sind aber 1, C”,..., C™ linear unabhangige Zahlen eines algebraischen 
Kérpers vom Grade n-+-1, so gibt es nach einem Satze von 0. Perron‘) 
eine solche positive Zahl 5, daB fiir ganze rationale p,, p,,..-,P,,9 
mindestens eine der Ungleichungen 





rh) Yr é 
|p, —C"g|>——, --» |p, -C™%g| > == 
. va Va 


erfiillt ist, wenn g hinreichend gro8 ist. 








”) Math. Annalen 83, S. 79. 
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DaB die Voraussetzungen lim g(x)f(x)=0 in Satz 7 und 


z~a« 


lim p(x) Vf(2z) in Satz 8 wesentlich sind, damit die betrachteten Ver- 
z~>@ 

teilungsdichten = 0 werden, la8t sich leicht nachweisen. Fiir Satz 7 ist 
dies im Beispiel 1 unten gemacht. 


Beispiel 1. Nach Satz 7 ist die Dichte der Abszissen der Gitter- 
punkte im Streifen 


y=a(1+12)*+0@(z), OS O<1, lim¢(xr)(1+)2)*=0, 
« beliebige ree!te Zahl, = 0. ring 
Betrachtet man dagegen den im Unendlichen breiteren Streifen 
y=a(1+72)7+ d89(2), OS 0<1, e(x)(1+12)*>K fiir x > 2%, 
unter K eine positive Konstante verstanden, so ist leicht nachzuweisen, 


daB reelle Zahlen « existieren, fiir welche die Dichte der Gitterpunkt- 


abszissen > ist. Es gibt namlich einen ganzen positiven Exponenten n, 
so daB 


K>(¥2—1)". 
Wenn also fiir x >, immer g(x)(1+)2)* > K bleibt, so bleibt auch 
immer 
p(x)(1+V¥2)*>(¥2—-1)*, dh. w(x) >(¥2—-1)"**. 
Folglich wird der betrachtete Streifen 
y=a(¥2+1)*+0k(V2—1)"*7, OS 0<1, k>1. 
Es sei nun « =(}2+1)". Dann bekommt man 
y = (¥2+1)***+ 0k(V¥2 —1)***. 
Fir vas wird hier y ganz, so oft z eine ganze Zahl = n(mod 2) ist. 
Die Verteilungsdichte des Streifens ist alsdann >}. , 
Ein dhnliches Resultat bekommt man, wenn a = (E+) 
wird, indem dann in derselben Weise r. 


n 
- gesetzt 


— (f2+1)°"* (V3 —1)*** 
yi + 0k(V2—1) 
erhalten wird, und hier ist y immer ganz, wenn d=. und 2 eine 
ganze Zahl = n + 1(mod2). ) 


Fiir spezielle Werte von « wird die Dichte =( auch in breiteren 
Streifen. Fiir «= 1 geniigt es schon, daB y(x)(1+)2)*<1 bleibt fiir 
alle z >2,. Denn man bekommt dann 


y = (1+ 72)*+ 06(1-12)*, OS#6<1, |d6/<1, 
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und (1+ 72)*+(1—YV2)* ist immer ganz fiir ganzes x, wahrend 
(1—86)(1—V2)* +0 bleibt und fiir x—+co Null als Grenze hat. 
Fiir hinreichend groBe ganze x ist also y nie mehr ganz. 


Beispiel 2. Es sei = 2cos40°. Nach Satz 8 ist die Dichte der 
Gitterpunktabszissen des Streifens 


y=ai*+8p(xr), OSV<1, lim o(2)é =, 
« beliebige reelle Zahl, 
= 0; denn é ist >1 und befriedigt die kubische Gleichung 
g°—3&+1=0, 
deren Wurzeln, auch ihrem absoluten Werte nach, verschieden sind. 
Satz 9. Es se 
y(z)= Saf(e+n —t), alle a; ganz, 
und ni 
P(t) = Sat", 
wobei w(x) und P(t) folgenden Bedingungen geniigen: 


Sind A,, A,,..., Ay solche ganze Zahlen, daB S4,0' +0 ist, 8o 
ist die Dichte der Gitterpunktabszissen des Streifens ae, 
y= SAyp(x+l) +(x), OS9S1, lime(z)’(YA4,y(x+l))=0, 
=. Ist Q(t) ein solches Polynom, daf 
P(t) Q(t)= SB,t", OSr<1r,<...<1,, alle B, ganz, 
so ist mindestens fiir eine Wahl von Q, falls mehrere solche existieren, 
Q(C) +0, 


mindestens dann, wenn alle Differenzen r;,,—1; eine positive GréBe a 
tiberschretten. 


Unter diesen Umstdnden ist die Dichte der Giiterpunktabszissen des 
Streifens 


y=f(0,x)=f(z4)+%p(z), OSOS1, 


lim p(x)" f(a4-+k)=0 fiir jede Konstante k und alle positiven v, 
=. 


Beweis. Aus dem Ausdruck fiir f(#, 2) bekommt man 
Sa,f(9,_,2+n—t)= Sa f(z+n—t)+ Ya,d,_j,p(e2+n—1) 
= y (x) + D4;9,_,9(4+ - t) 
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und hieraus 
2); 34, f(9, 545, + -- 8 +)) 
- Lby(zx +j)+ Db, 34,9, 5459 (2 +n—#+)), 
oder nach der Voraussetzung iiber Q(t): 
> B,f(G,,, 2 +17) = Sby(e#+j)+OP(z), 0<sOsl, 


wobei lim ®(x)"(_Sb;y(x-+Jj))=0, wie man leicht konstatiert. 


Weil Q(C)+0 sein soll, wenn alle r;,,—1r,;2a sind, bekommt 
man nach der Voraussetzung iiber y, daB die Dichte der Menge M’ 
ganzer positiver z, fiir welche 


» B,f(%,; z+ r,) 
ganz sein kann fiir irgendwelche # zwischen 0 und 1 und alle Wahlen 
der r zwischen 0 und m mit Differenzen >a, = 0 sein muB. 


Jetzt sei m > an, und fiir jede Zahl x der Reihe 
1,l1+m,1+2m,... 
wihle ich fiir r; (¢ = 0,1,...,) alle solche Reihen, fiir welche r, < m 


und alle r;,,—r,;2a sind. Wenn / eine gewisse GréBe iiberschreitet, 
etwa | >1(6,m), wird dann die Dichte der Zahlen aus M’, die in der 
Reihe 1,1-+-m,...,1+/m auftreten, < » sein. Foiglich gehéren 
héchstens sl +lm) Zahlen der erwahnten Reihe zu M’, wiahrend 
wenigstens (1 — 6)/+1 -< nicht zu M’ gehéren. So oft aber x nicht 


za M’ gehort, kénnen im Intervalle z bis z+ m héchstens an Zahlen 
der Menge M der Gitterpunktsabszissen des Streifens y= /f(#,2z) vor- 
kommen. 


Die Anzahl der Elemente von M im Intervalle 1 bis x, wenn 


1+ml<o2rx<1+mi(l+1), 
wird also héchstens 


m (1+ ml)+an(1 —)t+an(1— 4), 
und die Dichte von M in demselben Intervalle 
an an 


Da 6 beliebig klein, m beliebig groB gewahlt werden kann, wird 
also die Dichte von M in jedem hinreichend langen Intervalle 1 bis x 
beliebig klein, wodurch Satz 9 bewiesen ist. 


Ganzzablige Lésungen. 33 


Um eine Vorstellung von der Tragweite dieses Satzes zu bekommen, 
ist es wiinschenswert zu zeigen, daB ausgedehnte Klassen von Funktionen 
y und P existieren, die den aufgestellten Bedingungen geniigen. 

Erstens kann bemerkt werden, daB w(x) von der verlangten Be- 
schaffenheit ist, wenn es sich wie f(x) im Satze 8 verhilt. Es sei namlich 
v(z+1)=Cy(z)+m(2), limy(x)m,(z)"=0, lim ¥4@*V)_¢, 

Ee 


Z>a yp (2) 





Dann bekommt man, wie leicht durch Induktion zu zeigen, fiir jede ganze 
positive Zahl | 
yp(x+l)=C'yp(x)+,(z), lim w(x), (x) =0. 
Setzt man nun 
N 
g(z)= SAy(z+l), 

so erhalt man 

g(2+1)= SA y(e2t+l+1)= S4,(Cy(z+1)+,(2+)) 

= Cg(z)+ Y4,n,(z +l). 


Da aber 
lim y(a + 1,) (a + 1,)" (x +1,)"™ 
a“ bites | “ v—" 
, ) L wy (a+ Pe a 
= lim* (et = wet 4)” (yie+h)al (7 + ly) "\’ (v@@+t)n(z+l,) ) 


y(e+l,)” y(z+l,) ” 


— 
(t,— 4) . +,-4,) = 


= C -0 = 0, 
so wird offenbar 
lim g(x) (5 A,, (2 + 1))’ = lim J A, p(x + 1)-( Ayn, (2 +1))"= 


Weiter ist 
yA vlett+)) 











7 9(@tl)_ yp SAyw(zt+i+1)_» * p(x) 
= 9 (x) Z Ay (z+) tim y(x+l) 
ZA, — 

wv (2) 


und da 
lim aoe 1) = o'*) lim a 
wird also, wenn 


SA,C' +0, 
lim 22+) _ ¢ 


9 (2) 
Zweitens kann bemerkt werden, daB P(t) die verlangte Eigenschaft 
hat jedenfalls in dem Falle, dass die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
Mathematische Annalen. 95. 5 


augenscheinlich 
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P(t)=0 ihrem absoluten Werte nach in eine Reihe geordnet werden 
kénnen, wahrend auBerdem jede Wurzel von —C verschieden ist. Es 
ist wohl kaum nétig, dies ausdriicklich zu beweisen; der Beweis wiirde 
eine fast genaue Wiederholung der Uberlegungen werden, welche die 
Funktion P(t) in Satz 5 betreffen. 

Beispiel der Anwendung des Satzes 9: 

In jedem Streifen 
y= R(x)(1+12)*+9(z), OSP<1, _lime(z)(1+12)*=0, 
R(x) beliebiges Polynom, ist die Verteilungsdichte der Gitterpunktabszissen 
=0. 

Ist némlich R(x) vom Grade n, und setzt man 

f(z) = R(x)(1+12)*, P(t)—=(t?—2t-1)"= Sat", 

wird 
2 _ 
Sa, f(x + 2n — 1) = K-(1+ 12)*, K eine Konstante. 
0 


Da w(x)= K(1+12)* und P(t) den aufgestellten Forderungen geniigen, 
folgt die Richtigkeit der Behauptung; es mu8 nimlich K+ 0 sein, da 
bekanntlich die allgemeine Lésung der Funktionalgleichung 
»a,f(xz+2n—t)=0 
von der Form R,(x)(1+ ¥2)*+ R,(x)(1— ¥2)* ist, worin R, und R, 
zwei Polynome, héchstens vom Grade n — 1, bedeuten. 
Ist R(z) ein ganzwertiges Polynom, la8t sich natiirlich meh: be- 

weisen. Schon in jedem Streifen 

y—R(z)(1+¥2)°+0e(z), OSe<1, | FS 

fiir alle hinreichend groBen z, 

ist dann die Verteilungsdichte Null, indem y sogar, wie man leicht findet, 
fiir alle hinreichend groBen ganzen x nie mehr ganz werden kann. 


Satz 10. Es seten 


(1+12)*<1 





z 


— Va _ ¥ aaf(z) dy f(z) _ 
t= D7 v(2)— 2 Hay? Fog = ¥(2)(mod 1), 
0<Sy(z) <1, 
und die Zahlen a, derart, dag > 7a) konvergiert und 
in y(x)=0. 
Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung datiir, daf 
sich eine asymptotische Umgebung der Kurve y=£éf(x) finden lapt, 
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worin die Dichte der Gitterpunktabszissen > 0 ist, die, dap eine Menge M 
ganzer Zahlen mit nicht verschwindender Dichte existiert, so dap w(x) 
gegen 0 konvergiert, wenn x die Elemente von M durchlauft. 
Beweis. Man hat 


_ Fi aaf (2) 57 x f(z) _ 
E12) = 3) Fy + 2D Vey = v(@) + 9(2) (mod 1). 
Konvergiert w(x) gegen Null in der Menge M, so hat man 


lim (p (x) + p(z)) = 0, 
wenn x wachsend die Zahlen in M durchlauft. In dem Streifen 


y=§f(x)—O(p(z)+y(z)), OSS), 
wird dann fiir beliebige x in M offenbar y ganz fiir 8 =1. 
Ist andererseits 


y=Ef(z)—Ox(z), OS9S1, limz(z)=0, 


eine asymptotische Umgebung, worin fiir jedes x einer Menge M nicht 
verschwindender Dichte y einmal ganz wird, so hat man fiir jedes z in M 
und ein gewisses # zwischen 0 und 1 


& f(x) = 0z(x) (mod1) 
p(x) + p(x) = Oz (x) (mod 1) 


v (2) = Oz (2) — (2) (mod 1). 

Da aber sowohl lim z(z)=—0 wie lim g(z)=0, so folgt, daB w(z) 
so so 

gegen 0 konvergieren mu8, wenn xz wachsend die Zahlen aus M durch- 

lauft. 

Die Existenz einer Menge M mit einer Dichte > 0, innerhalb welcher 
lim y(z) = 0 ist, ist wieder mit folgendem gleichbedeutend: 

Es sei M, die Menge aller positiven ganzen Zahlen, fiir welche 
0<y(z) Se ist. Dann besitzen die Mengen M, zugehérige Dichten o,, 
die alle gréBer als eine positive GréBe o sind. 

Denn ist lim y(z)=0 in M, welche eine Dichte >o hat, so ist 
O<y(z)<e fiir alle Elemente z von M, die >G(e) sind, und diese 
bilden eine Untermenge M,, die offenbar auch eine Dichte >o hat. 
Folglich hat M, eine Dichte > o. 

Es habe andererseits jede Menge M, eine Dichte o,> 0. Dann kann 
man fiir « eine Reihe von Zahlen 


und also 


oder 


€y > bg > sss lima ¢, = 0 
n 
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wahlen. Zuerst kann man sin so langes Intervall 1 bis z, wahlen, daB 
die Dichte des Teiles M, von M,,, der darin fallt, >o ist; dann kann 
man ein so langes Intervall z, bis z,-+- 2, wahlen, daB der darinfallende 
Teil M, von M,, eine Dichte >o hat usw. Die Vereinigungsmenge 
M= M,+ M,+-... besitzt dann auch eine Dichte >o, und zugleich ist 
darin lim y(z) = 0. 
Nach diesem Satze kann man jedenfalls fiir solche Funktionen f, fiir 
welche 
f(z) 


coe f(z+1) 


=0, 


sehr leicht eine nicht-abzihlbare Menge von Zahlen é finden, derart, da8 
in gewissen asymptotischen Umgebungen der Kurve y = éf(2z) die Ver- 
teilungsdichte > 0 wird. Nach einem Satze von H. Weyl*) folgt aller- 
dings (vgl. den Satz 12 in §3), daB® diese Menge das Ma8 0 hat. Erstens 
kann man namlich eine Menge M ganzer positiver Zahlen wahlen mit 
Dichte > 0 und dann eine Funktion w(x), welche darin gegen Null kon- 
vergiert, wahrend sie sonst beliebig ist, und endlich die Zahlen a, mittels 
der rekurrierenden “re 


1 ay f(x) coal 


7m) = = w(x) (mod 1) 


bestimmen (sie werden hierdurch nur mod 1 bestimmt) z. B. derart, da8 
alle |a,| eine gewisse obere Grenze >1 nicht iiberschreiten; denn dann 


wird ir Fim Fin) Sbsolut konvergent und jim np (x )=0. Wenn man will, 


kann man y(z), so oft z nicht zu M gehort, eben derart wihlen, da8 
a,=0 wird. Dies gibt ein einfaches Mittel, um Umgebungen mit Ver- 
teilungsdichte >0 zu finden, deren Héhen im Unendlichen besonders 
schnell abnehmen (vgl. die Betrachtungen 8. 23—24). Ich gehe hier nicht 
naher darauf ein. 

Folgende Bemerkung kann passend hinzugefiigt werden: 


Werden die Zahlen a, so bestimmt, daB, so oft z zu einer Menge M 
gehort, 


$7 a f=) = 0 (mod 1), 


a 1 
— wenn z nicht zu M gehért 


safe) =c,(mod1), 0<a<ce,<£<1, a und f von z unabhingig, 


n=0 


*) Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1, Math. Annalen 77, § 7. 


D 
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so wird im Streifen 

y=éf(x)—%p(z), OSS), 
y einmal ganz, namlich fiir ? =1, fiir jede Zahl x der Menge M, wahrend 
y fiir jede nicht zu M gehérende ganze Zah) zx nicht ganz wird, jeden- 
falls wenn x einen gewissen Wert iiberschreitet. 


Zum Schlusse will ich eine gewisse Betrachtung iiber ganze tran- 
szendente Funktionen anstellen. Es sei 


f(z) = Sa,2" 
eine ganze transzendente Funktion. Unter m eine ganze positive Zahl 
verstanden, sei f(z) ganz fiir die Werte x=r,; (¢=0,1,...,m), wobei 
O=1m<1,<...<r,Smn. 


In ahnlicher Weise wie friiher (8.5) bekommt man dann eine Gleichung 
der Form 


n ; Pa 
+ Aif(r) = a,, SApri+ On+, > Ay 7 +...= = An+» Dans 
= = 
wobei 
1 00 0 0 
1 fr, ” tae 
n n-1 n+? 
nie DAT = 1 f, wen? Oe Te = Bts— 1): Ste 
$s ee" S@ = OTe ee t, +ig+... +8, =, 
eR ear a alle ¢ nicht-negativ. 








Dann kann man den folgenden Satz aufstellen: 

Satz 11. Guibt es zu jeder ganzen positiven Zahl m eine ganze positive 
Zahi n, so daB die Rethe Z a,,, Das, 3= 0 (mod 1) fiir alle Wahlen der r 
ist, so haben die ganzen positiven Zahlen x, fiir welche f(x) ganz rational 
tst, eine verschwindende Dichte. 

Beweis. Denn wahlt man fiir jede gegebene Zahl m die zugehérige Zahl n, 
so mu fiir beliebige Wahl der Zahlen 0 = 1r,<1,<...<r,, im Intervalle 0 bis 
mn mindestens eine der Zahlen f(r;) nicht ganz sein. Die Dichte derjenigen 
ganzen z in diesem Intervalle, fiir welche f(z) ganz ist, muB also <: 
sein. Da m beliebig groB gewahlt werden kann, folgt hieraus die Rich- 
tigkeit des Satzes. Gibt es fiir jedes m eine Zahl N, so daB fiir alle 
n> WN die Reihe Sa,,,D,+, fiir alle Wahlen der r =: 0 (mod 1) ist, so 
haben die 2, fiir welche f(x) ganz ist, sicher die Dichte 0. 

Natiirlich wird es in den meisten Fallen schwierig sein zu beurteilen, 
ob die Bedingung des Satzes erfiillt ist. Jedoch geschieht es leicht in 
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einigen Fallen, so z. B. wenn die Koeffizienten a, alle nicht-negativ sind 
und so stark abnehmen, daB fiir jedes m ein n sich finden laBt, so da8 


SanyeG(m,n,v) <1 
vy=0 


wird, wobei G(m, n, v) eine obere Schranke der Werte von D,., fiir die 
verschiedenen Wahlen der r bedeutet. Solche Schranken sind leicht an- 
zugeben. 

Ein anderes Beispiel ist, da8 die Koeffizienten a, wohl verschiedene 
Vorzeichen haben, aber so schnell abnehmen, daB fiir jedes m ein n sich 
finden la8t, so da8 


|a,|D,<1, | Sang, @(m, n, »)| <|a,|D,. 
v=1 


Satz 11 zeigt also, daB ein zu schnelles Abnehmen der Koeffizienten 
der Reihe fiir f(z) bewirkt, daB die Abszissen der Gitterpunkte auf der 
Kurve y = f(x) eine verschwindende Verteilungsdichtigkeit haben miissen. 


Man kann eine Abschatzung der Reihe be Das» in folgender Weise 
erhalten. Es ist 


Dare =>, Agri?” = a 24 antrdz = [x**rde- Ai 


aij 2—"% 22 2—r;’ 





wenn lings einem Kreise um den Nullpunkt mit Radius 9 > r,, integriert 
wird. Weiter findet man 


A; D, 
Z—1%, 2(2—8,)-.-(2—Ta) 
wegen der Gleichungen = A;r{ = 0, »=0,1,...,n —1, und J A;r? = D 
Folglich wird 




















D, at’ dz 

Date = Qué J z(z—1,)...(2—Ta) 

und 
(2 4,,,2"*") dz 
goet res =m) a(z—1,)...(2—f_) * 
Ist M(n, o) = max »x"+*| auf dem Integrationskreis, dann 

wird also 

- D,-M(n, @) 

| danse Dare < e(@—1,)---(@—-Tn)” 





Gibt es also fiir ein gegebenes m beliebig groBe ganze Zahlen n und dazu 
Zahlen 9 > mn derart, dab 


o(e—?,)...(o—Tn) 
M(n,e@)< “D 
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fiir alle Wahlen der r wird, und weiB man, daB Sa,,,D,.,+0 sein 
muB (z. B. alle a, positiv), so mu8 die Menge M ganzer positiver 2, fiir 
welche f(x) ganz ist, eine Dichte < t haben. Man kann natiirlich dies 
auch so ausdriicken: Falls die Dichte (oder jede Dichte) der Menge M 
>o ist, kénnen die Koeffizienten a, nicht zu schnell abnehmen. 

Falls die Menge M eine arithmetische Reihe bildet, kénnen die De- 
terminanten A; durch kleinere Zahlen ersetzt werden, weil sie dann einen 
gemeinsamen Faktor bekommen. Dadurch hat G. Pélya unter Heranzie- 
hung eines funktionentheoretischen Satzes von Jensen schon 1915 den fol- 
genden Satz bewiesen *): 

Es sei g(x) eine ganze Funktion, und M(r) das Maximum von 
|g(z)| im Kreise z<r. Sind die Werte 


g9(0), g(1), 9(2), .--, g(m), «-- 


ganze rationale Zahlen, und ist 
lim, rt M(r) _ 
t?>@2 2° 


0, 
so ist g(x) ein Polynom. 


Dies Resultat ist spaiter dahin verschirft worden, da unter allen 
(auf der positiven Seite) ganzwertigen ganzen transzendenten Funktionen 2° 
vom kleinsten Wachstum ist*®), Beschrinkt man sich auf ganze tran- 
szendente Funktionen mit positiven Koeffizienten, die fiir alle x einer oder 
mehrerer arithmetischer Reihen ganz sind, so ist es auch nach dem obigen 
Verfahren, weil die Determinanten A, dann einen gemeinsamen Faktor er- 
halten, méglich, schirfere Resultate zu bekommen als z. B. wenn die 
Menge M eine Dichte >0 hat, aber keine arithmetische Reihe enthilt. 
Ich mu8 mich hier mit diesen Andeutungen begniigen. 


§ 3. 


Uber die Beziehung der hier bewiesenen Verteilungssitze zu den Satzen 
tiber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1. 


Bekanntlich hat H. Weyl (1. c.) bewiesen, daB gewisse Reihen von 
Zahlen sich mod 1 iiberall gleich dicht verteilen™*), Nimmt man an, daf 
die Funktionswerte 

f(1), f(2), .-. 


*) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 40. 

%) G. Pélya, Géttinger Nachr. 1920, S.1—10. F. Carlson, Math. Zeitschrift 11 
(1921), 8. 1-28. 

1) Auch andere Mathematiker wie Bohl, Sierpifiski, Bohr, Hardy und Little- 
wood haben sich mit diesen Problemen beschaftigt. 
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sich mod 1 iiberall gleich dicht verteilen, so ist es leicht zu sehen, da8 
in jeder asymptotischen Umgebung der Kurve y = f(x) die Dichte der 
Gitterpunktabszissen =) ist. Die Umkehrung gilt aber nicht, so daB 
der Satz iiber die Gleichverteilung einen gréBeren Inhalt hat. Da aber 
die Satze von der Gleichverteilung, soweit mir bekannt, nur in ziemlich 
komplizierter Art beweisbar sind, wahrend die hier gegebenen Siatze iiber 
die Verteilungsdichtigkeit der Gitterpunkte in asymptotischen Streifen in 
elementarer Weise bewiesen sind, so scheint es mir ein Umweg zu sein, 
diese letzteren Satze auf Grund der Gleichverteilung mod1 abzuleiten. 
Es ist wohl auch fraglich, ob eine Gleichverteilung in allen denjenigen 
Fillen beweisbar ist, in welchen ich oben das Verschwinden der durch- 
schnittlichen Verteilungsdichte in asymptotischen Streifen bewiesen habe. 
Dazu kommt noch, daB die hier gegebenen Beweise ein Mittel geben, bei 
gegebenem asymptotischen Streifen und beliebig kleinem « eine so groBe 
Zahl g wirklich zu finden, daB die Dichte derjenigen Abszissen der Gitter- 
punkte des Streifens, welche in das Intervall 1 bis 7 fallen, immer <e 
ist, so oft 1 >g ist, und derartiges ist wohl auf Grund der Sitze iiber 
die Gleichverteilung in den meisten Fillen schwer, wenn iiberhaupt, még- 
lich. Auch ist es unzweifelhaft oft méglich, mit Hilfe der hier benutzten 
elementaren Mittel Verschirfungen der Verteilungssitze zu beweisen (vgl. 
§ 4); soleche Verscharfungen sind aber nicht aur «er Gleichverteilung mod 1 
ableitbar (vgl. die Uberlegungen spiiter in § 3°. 

Da8 die Funktionswerte f(1), /(2),... mod 1 gleich dicht verteilt 
sind, kann auch in folgender Art ausgedriickt werden, wenn man die fol- 
gende Definition aufstellt: 


Definition 3. Jedes Gebiet 
y=f(z)+a+d0(b—a), O<S*P<1, a<b, 
a und b von x unabhingig, 
nenne ich einen zur Kurve y= f(z) gehérigen Parallelstreifen; b — a 
heiBt die Héhe des Streifens. 
Dann besagt die Gleichverteilung: 


In jedem Parallelstreifen der Héhe h haben die Abszissen der Gitter- 
punkte die durchschnittliche Dichte h. 


Satz 12. Daf die Gitterpunktabszissen jeder asymptotischen Um- 
gebung der Kurve y = f(x) die Dichte 0 haben, ist damit gleichbedeutend, 
daf die Dichte dieser Abszissen in jedem Parallelstreijen 


y=f(z)+04, 0<0<1 
<e wird, ¢ beliebig klein, wenn i hinreichend klein ist. 
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Beweis. Erstens gehe ich davon aus, daB die Dichte im Parallel- 
streifen 


y=f(x)+ 0a 
<e ist, wenn 4 < 6, und betrachte den asymptotischen Streifen 
y=f(x)+Og(z), 0S O01, limg(x)=—0, g(x) immer >0. 
Fe 


Wie klein 4 sein mag, gilt fiir alle z >2,, wenn z, hinreichend groB ist, 
p(x) <A. 

Nun sei n, die Zahl der Gitterpunktabszissen des Streifens y= 
f(x) + O—~(x), die >0 und <~z, sind, wahrend n(z) die Zahl derjenigen 
desselben Streifens ist, die >z, und <2 sind. Die entsprechenden 
Zahlen fiir den Parallelstreifen y = f(x) -+ #4 seien ng und n’(z). Weiter 
sei o(x) die Dichtigkeit der Abszissen > 0 und <2 der Gitterpunkte 
des asymptotischen Streifens und o’(xz) die entsprechende Dichtigkeit im 
Parallelstreifen. Dann bekommt man fiir alle hinreichend groBen z, etwa 
x>qg(d), o'(x)<e, und es ist 


o'(z) = MERE), o(z) = 22), n(z) Sn'(2), 


woraus fiir alle z > g(Ad) 
a(x) = "—™ + a(x) < Me, 


Da « beliebig klein und x nachher unabhingig von « beliebig groB 
gewahlt werden kann, wird deshalb o(z) kleiner als eine beliebig gegebene 
positive GréBe fiir alle hinreichend groBen z, d. h. die durchschnittliche 
Dichte ist Null im asymptotischen Streifen. 

Zweitens gehe ich von der Existenz einer solchen positiven Zahl o 
aus, daB die durchschnittliche Dichte im Parallelstreifen y= f(x)+ #4 
fiir beliebiges 4 gréBer als o ist. Dann gibt es also fiir jeden Wert von 
4 eine positive GréBe — derart, dab 

o(A,z) >a 
fiir alle «>€&; dabei soll o’(4,2) die Dichte derjenigen Gitterpunkt- 
abszissen des Streifens y= f(x)-+-0A bedeuten, welche >0 und Sz 
sind. Diese Zahl kann man fiir jedes 4 so klein als méglich gewahlt 
denken; man kann dann §=£(A) setzen. Die hierdurch definierte 
Funktion (4) kann nie abnehmen, wenn 4 abnimmt. Ist namlich 4, > 4,, 


so ist fiir jedes x 
o’(4,, 2) So'(A,, 2), 
und weil o’(4,,z)>o ist fiir alle x >é(A,), folgt auch 


o’(4,,2)>6 
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fiir alle x >€(4,). Nach der Definition von $(4,) muB also §(4,) > &(A,) 
sein. 
Schreibt man nun z. B. 


(4) =&(4) +5, 


so wachst y(A4) ins Unendliche, wenn 4 gegen Null abnimmt. Bedeutet 
@ die inverse Funktion von yw, 80 ist also g(x) eine bei wachsendem z 
monoton abnehmende Funktion und lim p(x)=0. AuBerdem ist 


o'(dA,z) > 
fiir alle z > yw(A). 
In dem Streifen 


y=f(z)+9(z), 059051, 
besitzen dann die Gitterpunktabszissen eine durchschnittliche Dichte > o. 
Wahlt man namlich 4 beliebig und setzt z= w(A) und also 4= —(z), 
so wird 
o(x)>0'(d4,z) >a, 
wenn o(x) die Dichte in diesem Streifen fiir das Intervall 1 bis = ist. 
Hierdurch ist Satz 12 bewiesen. 

Man sieht hieraus, daB, wenn die Funktionswerte f(1), f(2),... mod1 
iiberall gleich dicht verteilt sind, die Verteilungsdichte in jeder asymp- 
totischen Umgebung der Kurve y=/(z) gleich Null ist; umgekehrt 
folgt aber aus dem letzteren nur, da8 im Parallelstreifen y = f(x) + 04 
die Gitterpunktdichte beliebig klein wird bei hinreichend kleinem 4. 

Nun kénnte man vermuten, weil der Satz von der Gleichverteilung 
einen gréBeren Inhalt hat, mit dessen Hilfe genauere Sitze zu erhalten 
iiber die Schnelligkeit, mit der die Gitterpunktdichte eines asymptotischen 
Streifens gegen Null abnimmt, wenn man ins Unendliche geht. Dies 
ist jedoch nicht der Fall, wie die folgenden Uberlegungen zeigen. 

Es ist klar, daB man f(z) so wahlen kann, daB die Funktionswerte 


f(1), f(2),-.. 
mod 1 einer Reihe beliebig gewahlter Zahlen > 0 und <1 
Vir Var-++ 
kongruent werden. Nun sei die Zahlenreihe in zwei Teile geteilt; die 
Teilmengen seien M, mit den Elementen a,,a,,... und M, mit den Ele- 
menten b,,b,,.... Die Dichte von M, soll 0 sein. Weiter setze ich 


Yon “a? %, = 6, 


Die Zahlen «, kénnen natiirlich auf unendlich viele Weisen derart 
gewahlt werden, daB sie mod1 iiberall gleich dicht verteilt sind. Weiter 
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kann man die Zahlen £, so wihlen, daB fiir ein gewisses # zwischen 
0 und 1 
8, = — p(b,) (mod 1), 
wobei (zx) eine beliebige Funktion ist, derart, daB lim p(x) = 0 ist. 
In dem asymptotischen Streifen . 


y= f(z) + 9—(z) 
mu8 dann die Verteilungsdichte = 0 sein; denn die Gitterpunktabszissen a, , 
fiir welche die Funktionswerte f(a,) mod1 gleich dicht verteilt sind, haben 
natiirlich darin die Dichte 0, und die Zahlen 6, haben der Annahme zu- 
folge iiberhaupt die Dichte 0. Zugleich sind aber die Zahlen 


f(1), f(2),..- 
mod 1 iiberall gleich dicht verteilt; denn die Dichte der Zahlen }, ist 
ja 0, so daB sie keinen Einflu8 auf das Verhaltnis der Dichten der Gitter- 
punkte in zwei gleich h hen Parallelstreifen ausiiben kénnen. 

Dies zeigt also, daB in beliebigen asymptotischen Streifen, deren 
Héhen also im Unendlichen so schnell gegen 0 abnehmen kénnen, wie 
man will, die Dichte der Gitterpunktabszissen beliebig langsam gegen 0 
abnehmen kann, wahrend trotzdem die Werte f(1), f(2),... mod1 gleich 
dicht verteilt sind. 


In § 4 werde ich einen anderen Dichtigkeitsbegriff einfiihren, naimlich 
die Flachendichte (Def. 5). Mit Hilfe dieses Begriffs kann die Gleichver- 
teilung mod1 auch so ausgedriickt werden: 

In jedem Parallelstreifen ist die durchschnittliche Flachendichte = 1. 
Betrachtet man aber wieder asymptotische Streifen, so laBt sich aus der 


Gleichverteilung nichts in bezug auf die Flachendichte ableiten; das sieht 
man sofort aus den Satzen in § 4. 


§ 4. 


Verschirfungen der Verteilungssatze in einigen besonders einfachen 
Fallen. ~ 


Obwohl die unten angegebenen genaueren Verteilungssitze zum Teil 
auch mit Hilfe anderer bekannter Mittel zu erhalten sind, wie Ketten- 
bruchentwicklungen, Sitze iiber Gitterpunkte in konvexen Figuren usw., 
méchte ich doch gern zeigen, wie sie in ahnlicher Art wie die friiheren 
Resultate beweisbar sind. 


Satz 13a. Sind(z,,y,) und (z,, y,) zwei Gitterpunkte des Streifens 


0<y-ers—, 
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@(x) monoton ins Unendliche wachsend, wenn x ins Unendliche wachst, 


und 24%, x,>2,, 80 ist immer 
2, z 


t, = 7(2;). 
Beweis. Aus den Gleichungen 
db, 
¥,— ¢2, = 9 (2,)’ 
0, 
mec) 


bekommt man 

= &, — in 
? @ (2) 29 (z,)’ 
woraus, da 2, y¥, — %,¥, +0 sein soll, und beide # > 0 sind, 


eV, — 2%, Y,= %, 


entweder #, saje! oder #, ~n tz) =! 


Da beide #<1 sind, und auberdem z,>2,, 9(z,) >y(2,), bekommt 
man in allen Fallen 


&, = p(z;). 
Ist * v(s) > 1, jedenfalls fiir alle hinreichend groBen z, so ist 3, = tn) < 1 
und also * 
2, > a a 


Dies kann vielleicht am schénsten so ausgedriickt werden: 


Sind (x,, y,) und (24, y, ) zwet Gitterpunkte derart, dap x, y, —2,y, +0 
ist, und 
0<2,(y¥,—@2,)S1, 0<2,(y,—«2,) <1, 
so ist 
t(y,—@2,)21 oder x,(y,—az,)>1 
entsprechend den beiden Moglichkeiten x, > x, bzw. x, > 2. 
Satz 13b. Gehdren (z,, y,) und (x,, y,) beide zum Streifen 
ly— ax | 3; (z)’ 
so ist, wenn ste auf verschiedenen Seiten der Geraden y = ax liegen, 
LZ, %, 
Y (2%) Y (x) = 
Der Beweis ist auBerst leicht, wenn man nur bemerkt, daB die ? 
hier verschiedene Vorzeichen bekommen. 
Einen wichtigen Spezialfall dieser Sitze erhilt man, wenn p(x) = Cr 
gesetzt wird. Fiir den Streifen 


O<y—arcy, C>1 








Ganzzahlige Lisungen. 45 


wird 
Cz, 
a,>Czx, oder sogar x, >". 
1 
Fiir den Streifen 


ly—ez|Sa, C>2 
bekommt man 


Peer 
# . C+1C'~4 
2, 2 





Denn man hat ja nach Satz 13b 
z. z 
a tae 


woraus man durch Auflésung die angegebene untere Schranke fiir = erhialt. 


DaB es nicht méglich sein kann, die angegebene untere Schranke fiir 
“s allgemein zu vergréBern, jedenfalls nicht wesentlich, wenn sie von den 


x unabhangig sein soll, ist leicht nachzuweisen. Man kann z. B. « = |e oh 


= 


setzen und die Gitterpunkte mit positiven Koordinaten des Streifens 
|, Y5+1 ae 
\y Bites (y5—e)2’ 








e beliebig kleine positive GréBe, 
betrachten. Man findet leicht, da8 unter diesen Gitterpunkten alle hin- 
reichend groBen ganzzahligen Lisungen der Gleichung 
y?—zy—2z?*=+1 
vorkommen. Der n-te dieser Gitterpunkte ist 
(3 i J (: a] (1-28) 
2 ans. ah os oe ty More “oe 
n ee ee ¥, — Z _ “9 


folglich 








Nach der oben gefundenen unteren Schranke des Quotienten ~ *** hat man 


Seas \5—e+V1i—2y5e+e* 





dessen Grenzwert fiir «= 0 eben pe ist 
In ahnlicher Weise kann man zeigen, daB die Abschitzung 2 > C fiir 


den Streifen OS y—arc _ nicht allgemein verbessert werden kann. 
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Satz 13c. Liegen die Gitterpunkte (z,,y,) und (2, y,) beide im 
Streifen 


™ <y—az<™*", 1m ganz positiv, O>1, 


wahrend zx, > x, und 2, Y,— 2, Y, + 9 ist, 80 muB 





% _ 2m+C 
} yy 2m+1 
sein. 
Beweis: Schreibt man 
6 3b . 
¥,—4&%,=G,> ¥—%% = GP beide @>m und <m+l, 


C(x.y, — 2, %)= 9, 2-9 2 


zx. x. 
= (9, — m) 2 —(d,—m)- 2 +m(3- =). 
Gesetzt nun, es sei 





so erhielte man 
2m+C  2m+1  (2m+C)*—(2m+1)* 
~-26 2m+1 @m+C 8 =6(2m+1)(2m+C) 


_ (4m+C+1)(C-1) _ 2(C—-1) 
(2m+1) (2m+C) 2m+1’ 














woraus 
%  « 2m(C—1) 
a(2-2)< 2m+1 
und 
2 
|(9, — m) = — (8, — m) 3 (#291 — 21%) — g— (CO —1) 
2m+C 
sc 
2m+C 
Da 6,—m und 0,—m beide <1, 2, >, und Tart >1 sind, 
folgt 
2m+C 
2m+1 


entgegen der Voraussetzung. 


Man kann auch Satze aufstellen, die eine untere Grenze der Dichtig- 
keit der Gitterpunkte in Umgebungen einer Geraden angeben; ich erwahne 
hier ein paar derartige Siatze. 

Definition 4. Ich nenne einen Gitterpunkt primitiv, wenn die 
beiden Koordinaten relativ prim sind. 
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Satz 14a. Ist (x, y) ein primitiver Gitterpunkt, so dap 


b 1 
Pee a |Ol<>z, 


so gibt es einen primitiven Gitterpunkt (x’, y’) derart, dap 
y'—az'= =, |e’ | <1, 
wahrend 
’ x 
z<zr< Tél" 
Beweis. Es seien u und w solche ganze Zahlen, daS fiir #>0 
bzw. ?< 0 
yu—zv=1 baw. yu—acv=—1. 

Setzt man 

z’=u+z2t 


und fir #>0 bzw. <0 


a 


3 aSut+2t<F bzw. —F—zgut+2<—ZE, 


so ist hierdurch ¢ als ganze rationale Zahl eindeutig bestimmt. Man 
erhalt 
—0z2<02'—2<0 be. 0<802'+2E5 — 82. 


Setzt man dann 
(da2’ —2z)2’=8'x* bew. (O2'+2)2'= 0'2?, 
so bekommt man in beiden Fallen 


|e" | <1. 
Setzt man weiter 


y’=v-+yt, 
so wird 


y2’—2zy’=+1 bew. yr’—zy’=—1 


und in beiden Fallen 


’ é en Re 
x (y—ax—*)—aly — az —2) =0. 
Aus der Gleichung y — «zx -* folgt also 


y’ —a2'= > 
Zugleich ist offenbar 
z<2’'< aT ‘ 
Der Satz ist hierdurch bewiesen. 
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Mittels ahnlicher Betrachtungen kann man auch folgenden Satz be- 
weisen : 


Satz 14b. Ist (x, y) ein solcher primitiver Gitterpunkt, dap 
6 2 
y-ar=", |0| <§, 


so gibt es einen primitiven Gitterpunkt (x’, y’) derart, dap 


3 
5° 


e’ 
y’—a2’=—, \Wl< 
wahrend 
1 1 
x x’ <( - , 
< ai t3)2 


Definition 5. Ist m(z,,2,) die Zahl der Gitterpunkte eines 
Streifens, deren Grenzabszissen > 2, und <2, sind, wahrend A(a , z,) 
der Flacheninhalt dieses Streifenstiickes ist, so kann man den Quotienten 

n(X,, 2%) 

(1%) 20a, a) 
passend die Flachendichte der Gitterpunkte im Gebiete nennen. Hat dieser 
Quotient einen bestimmten Grenzwert, wenn das Intervall z, bis x, un- 
endlich lang wird, so kann dieser Grenzwert die durchschnittliche Flachen- 

dichte in dem unendlichen Intervalle heiBen. 


Satz 15a. In jedem Streifen 
Osy-—ar< - 
bleibt die Fldchendichte s,(1, x) der primitiven Gitterpunkte fiir alle x 
unterhalb einer endlichen Schranke. 
Beweis. Ist 1=[k], so ist C>1, wenn c= tt gesetzt wird. 
Es geniigt dann offenbar zu zeigen, daB die Flachendichte nach oben be- 
schrinkt ist in jedem Gebiete 
+1 
a; Sy ar ; 
Es sei (z,,y,) der n-te primitive Gitterpunkt. Dann mu8 nach 
Satz 13¢ 


sein. Folglich wird die Zahl n, der primitiven Gitterpunkte 


log x 
n, (1, 2) S — 2m+C’ 


2m+1 





wahrend andererseits 





A(l, x)= "+" loge _ Glog = A loge. 
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Folglich 
Cc 
(1,2) S gut? 
°C om+1 





woraus die Richtigkeit der Behauptung ersichtlich ist. 


Man findet leicht, daB ein solcher Satz nicht besteht fiir Umgebungen, 
deren Héhe schneller gegen Null konvergiert, wenn z ins Unendliche wichst. 
Man braucht nur « derart zu wahlen, daB die Teilnenner seines Ketten- 
bruches hinreichend schnell wachsen. Andererseits gibt es aber auch 
irrationale Zahlen « derart, daB die Flachendichte in jeder Umgebung der 
erwahnten Art = 0 ist. Dies ist namlich jedenfalls so, wenn die Teil- 
nenner nach oben beschriinkt sind. 

Im allgemeinen werden die Gitterpunkte eines Streifens nicht alle 
primitiv sein. Sind (z,, y,) (n=1, 2,...) die mach wachsenden Abszissen 
geordneten primitiven Gitterpunkte, so sind die Gitterpunkte iiberhaupt 


in der Form (2, 4,, y, #,) enthalten, wobei u«, fiir jedes n gewisse Werte 
1, 2,...,¥, durchlauft. 


Betrachtet man den Streifen 
1 
0 s yY— er s Cz ’ 


so sieht man, weil (z,»,, y,»,) noch darin vorkommt, dagegen 
(x, (v, +1), y,(¥,-+1)) nicht darin vorkommt, daB 


O.r72<1, 8,(»,+1)°>1 
sein muB, indem y, —az, = at gesetzt ist, d. h. 
1 
v= \| |]. 
lial 
Betrachtet man das Gebiet 
1 
ly—ex|Sq;, 
bekommt man in derselben Weise 
1 
7. == | -=-= |. 
4 Firs 
Satz 13d. Im Streifen 


a EE ar 9 
tat 
Cyn tm > Ov! ” h Cyl 1\" 
Zr1e = ¥n Zn ( er auch > 5 F - ) z,). 
Mathematische Annalen. 95. 4 
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Beweis. Da die Quotienten = und “+! verschieden sind, bekommt 
in m+ 


man durch Betrachtung der beiden Gitterpunkte (z,¥”,, y,¥,) und 
(2,41> Ya+,) im derselben Weise wie friiher 
Cry,sC Tn+a%nYn — Yntr”, z | =| “e+ oad F 


i : iin ’ 
an ® ¥, 2 ett s.4, | 


dabei sind 3, und #,,, beide >0 und <1. Weiter muB z 
sein; denn sonst wiirde folgen 





i 
a+i nn 


Yulin 
—— > Oy, > %» 
a+1 


woraus z, > 2,,,, was ein Widerspruch ist. Deshalb wird 


0 wats > Cr,, 


n 
Yuin 


d. h. 





Cv? x, 
Z4:2 62 i, , 
w. z. b. w. 


Sind (z,, ¥,), «++» (%u» Yu) diejenigen primitiven Gitterpunkte z. B. 
des Streifens 0 < y—ar< a , deren Abszissen >1 und <™m sind, so 
bekommt man 
Sy > ON" (9, My. Mug) By 


und also auch 


m > O"~*(¥, %— 2+ Muy) 2a: 


Die Zahl n(1,m) der Gitterpunkte ist <»,+%,+...+%,. Fiir die 
Dichte o(1,m) der Gitterpunktabszissen (man kénnte sie die lineare 
Dichte nennen) bekommt man deshalb die Ungleichung 

MMe. tM 


ee a r . 
C' (¥%, % +++ Mu—y) % 





o(1,m)< 


Der Flacheninhalt des betrachteten Gebietes ist 


Folglich hat man fiir die Flachendichte die Ungleichung 
oie ~ Cv, ++... +m) pas 
~ (u—1) log C+ 4 (logy, +... + log yu —1) + log 2, © 


Satz 15b. Sind die Zahlen 3 nach unten beschrankt, so bleibt im 
Gebiete 


8(1, m) < 


O<Sy—ar<z., C>1, 1sg2zgm, 
die Flachendichte fiir alle m nach oben beschrankt. 
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Beweis. Aus der oben gefundenen Beziehung zwischen y, und #, 
folgt, daB die Zahlen » nach oben beschrinkt sein miissen, wenn die 3 
nach unten beschrankt sind. Die Richtigkeit der Behauptung sieht man 
dann fast unmittelbar aus der gefundenen oberen Schranke fiir s(1, m). 


Natiirlich gilt der Satz auch, wenn man einen Streifen | y — az| < te 
betrachtet. 


Sind aber die # nicht nach unten beschrankt, kénnen unendlich groBe 
Flachendichten vorhanden sein. Dies ist z. B. sicher der Fall 
lim #, = 0 ist, wie ich zeigen will. 


n?>@ 


, wenn 


Ich betrachte die Gitterpunkte (z, y), fiir welche 


y—ar=2, |8/<1, 

und nehme an, daB die #, gegen 0 konvergieren. Es seien dann 
(2,, ¥,), (%, Y,), ++. diejenigen primitiven Gitterpunkte, nach wachsenden 
Abszissen geordnet, fiir welche schon alle #<} sind. Dann folgt aus 
Satz 14a, daB immer 





Zu44< Oy , und also z,,,<(»,+1)*z,. 
Betrachtet man nun das Gebiet 


ly—a2|<+, %S2S,2% 


so ist die Zahl der darin vorkommenden Gitterpunkte = BY 
r=1 
der Flacheninhalt des Gebietes gleich 


wahrend 


r? 


ware m-1 


< 2logy,, J] (», +1)’. 


r=1 


9 Vm == 


{= = 2log *—* 


z, 
Folglich wird die Flaichendichte in diesem Gebiete 
m 
=" 
8 (215 %—%q) > a1 ; 
2 log vm +4 S log (»-+1) 
r=1 





Da aber die Zahlen », ins Unendliche wachsen miissen, wegen 
lim #,= 0, sieht man, daB s(z,,¥,,2,,) unendlich gro8 wird fiir m— oo. 


n>@ 
Genau one geht es natiirlich, wenn man einen Streifen 
ly—az| <t& ; betrachtet. 


4° 
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Satz 16. Es gebe unendlich viele rationale Anndherungswerte ¥ der 
irrationalen Zahl « derart, daB 


ly a2l< 5% 


wobei p(x) eine monoton wachsende Funktion ist. Es sei @ die inverse 


Funktion von p, w(x) derart, da lim £5) = 0 ist, und ® die inverse 


Funktion von w. Weiter seien (p,,q,) (r =1, 2, ...) die nach wachsenden 
Abszissen geordneten primitiven ate fiir welche 


|g—ap|<—— 
eis 


OF 


Dann kommt zwischen und @(22) hdchstens ein p, vor. 


Beweis. Aus den Kies 


4 ; 
q— ©P = vip)’ —1<é<+1, 


y-az=—S, —l<e< +1, 
bekommt man , 
I= — PY= TO)* ~ ota)?" 
Setzt man nun fiir p und g zwei aufeinanderfolgende Wertepaare 
(P,»q-) Wd (P,4159-+1), 80 mub 
entweder g,2—p,y+O oder 9,,,2—Piiy¥%0 


sein; denn sonst bekime man auch = = Et, was unmédglich ist, weil 
r r+. 


(p,,q,) und (p,.3,9,4,) zwei verschiedene primitive Gitterpunkte sind. 
Ist aber 








qz— py +0, 

so wird 
&é 
v (Pp) (2)? 21, 

woraus 

jajza1 deh yyd 

entweder vp) =2 oder ota)? =2° 
d. h. 
entweder p< (2z) oder p2t. 
Die Beziehung 


a. (22) 





ist also entweder fiir p = p, oder fiir p= p,,, unméglich. 
Hierdurch ist der Satz bewiesen. 
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Wei8 man umgekehrt, da8 primitive Gitterpunkte (p,, g,), fiir welche 
|q—ap\< sp so dicht verteilt sind, daB fiir jedes 2 > A zwischen 


(2x) und v (2) mindestens zwei Werte von p vorkommen, so kann die 
Ungleichung 
1 
ly—e2|<T5 
nur eine endliche Zahl von Lésungen in ganzen positiven Zahlen x und y 
haben; denn z mu8 <A sein. 


Offenbar ist es nicht nétig, daB die Gitterpunkte (p,q) primitiv 
sind, wenn nur 7,¢,,, — 2,419, + 0 ist fiir jedes r. 

Dies Prinzip ist — mit kleinen Modifikationen — von A. Thue in 
den Beweisen seiner beriihmten Satze iiber Annaherungswerte algebraischer 
Zahlen benutzt worden, obwohl er das Prinzip selbst, soweit mir bekannt, 
nie allgemein formuliert hat **). 


Zum Schlusse will ich einige genauere Abschitzungen der Veiteilungs- 
dichtigkeit der Gitterpunkte des Streifens 


n 
0<y —)’ @,2*°-" < ss" g(x) monoton wachsend, 
r=0 . 
erwihnen. Sind (z,, y,),---, (%, 40> Y,+9) Garin vorkommende Gitter- 
punkte, z,<2%,<...<2,,,, 80 erhailt man 

















ae se ser <a 
b 
. = 2, 1 sta) zs 2, 1 
" Ons n 
Yn+2 Tn+2 Zn+el % (Zn4e) ate +--+ Tiel 
b, 





9, Onts 
+ Doty +...+D 


"F 3 p (x,) a+8 %(Za+)’ 
alle #>0 und <1. Falls also die n+ 2 Gitterpunkte nicht auf der- 
selben Kurve y = Pa. liegen, mu8 
r=0 


Ds Ta) + aia) + +++ + PntegGnss)| =! 


sein. Hieraus folgt, da die Unterdeterminanten D abwechselnde Zeichen 


**) Vgl. z. B. seine Abhandlung: Uber Annaherungswerte algebraischer Zahlen 
(Journal f. d. r. u. a. Math, 135). 
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haben, da8 mindestens ein Glied links > ey sein muB, d. h. fiir ein r 
"/ 2 
zwischen 1 und n-+-2 
| 7 (2,) 
|D,| = ra37° 
ie gt 
Weiter ist 
n+1 
(aus2—2,)°?) >|D,|, 
woraus 
C3) <7 
anie r) 
Tate 1 > Vfecay: 
L224 
Folglich hat man auch in jedem Falle 
(rst) __ 
, ~4/P( 2) 
rea VR: 


24 

Durch genauere Uberlegungen kann man natiirlich bessere Ab- 
schitzungen bekommen, besonders wenn man nicht verlangt, z,,,— 2, 
nur mit Hilfe von 2, abzuschitzen. In dem folgenden Satze laBt sich 
ein besseres Resultat erreichen. 


Satz 17. Es seien (2%, ¥,)s--+s(Zai9> Ynse)s Vy < %y Sees <Byags 


Gitterpunkte der Kurve y= Sa,2-, die Rethe konvergent fiir hin- 
r=0 

reichend grofe x,. Dann gilt fiir alle hinreichend groBen x immer eine 

Ungleichung der Form 


2(m+n+1) 

Zn49 — B > Pa, STV , B>0, 
wenn «,,,,, der erste der Koeffizienten ¢,, 1, G,49,--- tat, der +0 tat. 
Beweis. Es ist 

a 
. 6.» 3S Zee 2, «1 


git 
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wobei 





8 > 

= ; ae 

; zt... gmt? 
1 n+2 


wenn die Summation iiber alle nicht-negativen j ausgedehnt wird, fiir 


welche "Si, = 1 ist. Da augenscheinlich 
r=1 





(mta+r+1)\ 
Rots, i <a 
z vy 


kann man, wenn » eine beliebige Zahl > 1 ist, eine so groBe positive 
Zahl g finden, daB, wenn z, (und also auch x,,2,,...,%,49) >g ist, 


| c |s 
i | mtn! “m1 
| Geenta Sat Omens Seta tees] <— ial “a © 


Wenn x, >g ist, kann deshalb die Determinante 


n | 
F, @ -% 1 


n 
Yn+2In+9-++-Tn+el 


nie verschwinden und muB8 also absolut >1 sein. Hieraus folgt 


(ys 4 ~) , IUI(r—2%) g 
\l | Sm+n hth, ee I, 
~F*) 
/ 
woraus, da Sy»_,< == : 
— 2™~1 


m 
NBs" Ly.-+ Base 


II (x, — 2,) > 





(9 +1) | Gm+n (eee 
. _2 sania 
und hieraus wieder, wenn {[———" : wabeeins B gesetzt wird, 
ler iaves (me3)| 
2(m+n+t) 


(n+1) (n+2) 
neg —%,>B-2, ? 
w. z. b. w. 


Man findet leicht hieraus, daB die Reihe 


an 


1 


x 
yal ” 


konvergent sein mu8 (falls iiberhaupt unendlich viele Gitterpunkte auf der 
Kurve liegen). Dies driickt natiirlich mehr aus als die friihere Aussage 
(Satz 2), nach welcher die x, eine verschwindende Dichte haben; denn 
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die Verteilungsdichte 0 einer Menge ganzer positiver Zahlen it, reicht ja 
nicht hin, um behaupten zu kénnen, daB die Reihe Sz konvergent ist. 
Man denke z. B. an die Reihe der Primzahlen. 
Schreibt man 
Breen =I9,¢ (S=1,2,....n+1; »=0,1,2,...), 
so beweist man leicht durch Induktion, da8 fiir jedes » und ¢ jedenfalls 


(n+1)(n+2) _, 
J,4 > (» = ¢;) nt+n—-om 
ist, wobei 6 eine beliebig kleine positive GréBe ist, und die c; gewisse 
positive Konstanten sind. 
Betrachtet man z. B. den speziellen Fall m = rs ") , so bekommt man 


Sse>Ca,, O>i, 


woraus folgt, daB die Gitterpunkte auf der Kurve wenigstens so 
zerstreut liegen wie die Glieder von n-+-1 wachsenden geometrischen 
Reihen **). 
Betrachten wir wieder den Streifen 
. 1 
0<y— Dia" < 5G 
sp ist iibrig geblieben zu untersuchen, wie es geht, wenn n-+ 2 oder mehr 


Gitterpunkte auf derselben Kurve y = By a,z*-" liegen. Obwohl ich nicht 
r=0 
weiB, ob die folgenden Abschitzungen viel wert sind, will ich sie doch 


angeben. is 
Es mégen (2,, 4,),---s (qs Y»,) auf der Kurve y= 5S’a,2*~" liegen, 
r=0 
(2+ a> Ym+1) Gagegen nicht, 7, <2z,<...<2,,,,. Fiir beliebige Zahlen r 
und s der Reihe n+ 1,n-+2,..., m miissen dann die Unterdeterminanten 
D, ,» an Di+2+ 
der letzten Zeile der Determinante 








. «= =... 1 
fe 2 a ww m1 
~~ - ee" ... 8 
a, ee pee: 
—- Ys 2 ” Bes i. a 


13) Fiir den speziellen Fall n= 1 habe ich dies schon }. c. S. 44 bewiesen. 
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immer proportional bleiben. Bedeutet also f, den gr. gem. Teiler der 
D, 

Zahlen D,, (8 =1,2,...,n +2), so miissen die Quotienten —*" fiir alle 


r dieselben Zahlen d, bleiben. Also * 
D,,=4,f, 

und weil augenscheinlich D,, > D,,» ist, wenn r>r’, folgt, daB auch 

sein muB. Gas 


Da (2,415 Ym+i) nicht auf der Kurve y= a, 2x"-* liegt, ist 








" are 1 
Ye ae 1 
on Yn a: a. +0. 
Ym ie. ides. Se 
ati Sm+i--- Zm+1 1 


Die Unterdeterminanten D, ,,,...,D,..,, der Glieder der letzten Zeile 
sind alle durch /,, teilbar, ‘und zugleich mu8 nach dem oben gefundenen 


fa =m —N. 
|D|>m—n. 


Hieraus bekommt man in dhnlicher Weise wie friiher 


sein, woraus 


2 
m (n+i) (n+2) 

tara a> [Teal Cs)" . 

Betrachtet man die Punkte (x,, y,), (2,445 Yea)» +++ (Zpan—a> Yern—a)» 

(ns Yn)s (Linas Ym+a)» bekommt man ebenso 


abitet (n+i)(n+2) a) 
Cnt. — % > | ie 3 P (2, “9 . 
Fr 

Folglich wird 


( Sey ee (n+) (n +2) 
Lm 4 > Max ee "jessy? 9 (2, *) , ) (¢=1,2,...,.m—n). 
s € 
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§ 5. 
Uber einige ziemlich umfassende Fille, in denen nur endlich 
viele ganzzahlige Lésungen einer Gleichung oder Ungleichung 
vorhanden sind. 


Bisweilen ist es méglich, nachzuweisen, daB die Zahl der ganzzahligen 
Lésungen einer Gleichung oder Ungleichung nar eine endliche sein kann. 
Bisher ist es aber — soweit mir bekannt — bloB gelungen, zwei all- 
gemeinere derartige Fille zu finden. Erstens ist es A. Thue (I. c.) gelungen, 
zu beweisen, daB in jedem Streifen 





ly—az|< . , 6 und e beliebige positive GréBen, 
—=+e 


2 
z 
« algebraisch irrationale Zahl n-ten Grades, nur endlich viele Gitterpunkte 
vorkommen kénnen. Dieser Satz ist spiter von C. Siegel verschirft und 
verallgemeinert worden **), Zweitens hat C. Runge**) bewiesen, da gewisse 


Klassen von algebraischen Gleichungen — z. B. solche mit zwei Un- 
bekannten, deren héchster homogener Teil durch mindestens zwei verschie- 
dene irreduzible Funktionen teilbar ist — nur endlich viele ganzzahlige 


Lésungen haben; fiir diese Satze habe ich in einer kleinen Abhandlung**) 
einen anderen Beweis gegeben. Wahrend die Beweise der Satze von Thue 
und Siegel sehr kompliziert sind, sind dagegen die Beweise der Runge- 
schon Satze sehr einfach. Ich will hier einige Sitze beweisen, die mit 
den Rungeschen verwandt, aber nicht auf algebraische Gleichungen be- 
schrankt sind. 
Satz 18. Es se 
a,x %, die Reihe abs. konvergent fiir hinreichend grofe |al, 


base 


y= 


r=0 


wobei n und q positive ganze Zahlen sind, und die Koeffizienten «, einem 
algebraischen Korper K vom Grade m angehéren. Ist dann y eine tran- 
szendente Funktion, so gibt es nur endlich viele ganze positive x, fiir welche 


y rational = = wird, wenn zugleich 


u<z*, o im voraus gegebene positive Zahl, 
sein soll. 





“) Math. Zeitschr. 10. 
%) Journal fiir d. r. u. a. Math. 100. 


%*) Uber ganzzahlige Lésungen einer Klasse unbestimmter Gleichungen (Norsk 
matematisk forenings skrifter, Serie 1, Nr. 10). 
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Beweis. Essei w,=—1,,,...,@,, eine Basis des Kérpers K. Dann 
kann man 


. ; 
«= Sa,,m,, alle «, , absolut rational, 


schreiben, wodurch man 


Kd — x = 
a 7 { \ 7 
y=, DS 4¢,,71+...+o,:° Sa, ,2 ¢ 
r=0 r=0 


erhait. Durch Potenzieren dieser Gleichung bekommt man weiter Glei- 
chungen der Form 
vn-—r vyn-r 
is rare ' 
y=, Sait * +...+0,: 
r=0 
und also auch 
“uq+yn—-r 
Pros We 


ety’ Sow, D6,,r °¢ 


— 2 


s=1 r=0 
( . ° 
wo alle «,”, absolut rational sind. 


Man kann nun die letzte Gleichung fiir alle ganzen Zahlen « und y 
bilden, fiir welche »>0, »>0 und n+yr< N ist. Dabei hat ug+yrn 
einen Maximumswert M, der < Nmax(g,n) ist. Man bekommt hier- 
h Sys 


dure Gleichungen; darin kommen folgende Potenzen von 2 mit 


Exponenten > — No vor (der Einfachheit halber nehme ich an, daB 0 
ganz ist, was augenscbeinlich erlaubt ist): 


1 


-Ne <-Net> -Net~ -3 = = 

x » 2 ‘,2 Conia Oe eR. aes 

deren Zahl = Noqg+1-+ M ist. Wahlt man N so groB, dab 
(N+1)N 





p= (Negt+1+mM)m—[*], 
was wegen der erwahnten Beziehung zwischen den Zahlen M und N sicher 
méglich ist, so sieht man, daB sowohl alle Potenzen von z mit gebrochenen 
Exponenten > — No wie die Potenzen mit ganzen Exponenten > — No, 
ausgenommen die mit Exponenten >0 und zugleich rationalen Koeffi- 
zienten, zwischen den Gleichungen eliminiert werden kénnen. Wird gleich- 
zeitig mit einer passenden ganzen Zahl multipliziert, erhilt man das 
Eliminationsresultat in der Form 


2 Cy, 2" y” = P(z) + R(x), 
wo die C,,, ganze rationale, nicht simtlich verschwindende Zahlen sind, P(z) 


ein ganzzahliges Polynom, R (2) nicht identisch Null, weil y sonst algebraisch 
sein wiirde, und auBerdem R(x) nur Potenzen von z mit Exponenten 
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<—oWN enthilt. Es gibt dann bekanntlich eine so groBe Zahl g,, dab 
R(x) +0 ist, wenn z>g,. AuBerdem gibt es eine Zahl g, derart, daS 


|R(z)|<- 


ze 
wenn z>g,. Fir alle 2 > max(g,,g,) ist also 
0< 2%e|R(x)\< 1, 


und folglich kénnen nicht gleichzeitig 2 ganz und y = -, z und u ganz 
und u< 2x®, sein. 

Hierdurch ist Satz 18 bewiesen. 

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch anschaulich in folgender 
Weise ausdriicken: Gibt es unendlich viele ganze (positive) z, fiir welche 
y rational = = ist, so muB8 der Nenner uw (selbst wenn die Briiche in 
irreduzibler Gestalt geschrieben werden) schneller als jede Potenz von x 
ins Unendliche wachsen, wenn man die betreffenden x durchlauft. 

Korollar. Wenn y die Bedingungen des Satzes 18 erfiilit, gibt es 
nur endlich viele ganze x, fiir welche y ganz ist. 

Dies bleibt aber noch giiltig, wenn y algebraisch ist, wenn es nur 
gebrochen-algebraisch ist, wie ich jetzt zeigen will. 

Ubrigens bekommt man dies nach dem obigen Eliminationsverfahren 
auch dann noch, wenn y ganz-algebraisch ist, wenn nur die algebraische 
Gleichung niedrigsten Grades in x und y mindestens vom Grade N, + 1 
ist, wobei N, die kleinste ganze positive Zahl N bedeutet, fiir welche 


ee 2 (+1) m— [fF 


ist. 
Definition 6. Ich nenne eine algebraische Funktion y von x ganz- 
algebraisch, wenn eine Gleichung 


y* + P,(z)y*+...4+ P(x) =0 
stattfindet, worin P,, P,, ..., P, Polynome sind. Alle anderen algebraischen 


Funktionen nenne ich gebrochen-algebraisch. Entprechendes fiir mehrere 
Variablen. 


Satz 19. Es seien x und y durch die Gleichung verbunden 


y* = A, (z)y*-1+...+A,(z2), 
worin 
ar 


A, (%)=@-p rt"? +... +dg,+ = +..., konv., wenn |x| >qQ,, 


die Koeffizienten a, , alle rational. Gibt es keine ganz-algebraische Funk- 
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tion von x, welche, statt y eingesetzt, die Gleichung identisch befriedigt, 
so gibt es nur endlich viele ganze x, fiir welche y ganz ist. 

Beweis. Durch Multiplikation der gegebenen Gleichung beiderseits 
mit y,y*,... und darauffolgende Elimination von y*, y*+1,... rechts 
bekommt man Gleichungen der Form 


y"*” = Ay” (x)y"*+...+ Al(z), 


(y) (y) 


A!(2) = Pi(2) + Et 4 ey, 


— 


worin 


P!"(z) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und alle a,’ rational. 


Nun 148t sich jede Wurzelfunktion y der gegebenen Gleichung fiir 
alle hinreichend groBen x nach fallenden Potenzen einer Wurzel von z, 


a — ; 
etwa Vz, entwickeln; also 


2 p-1 
y=a, 2" +a,2% 4+.... 
Zwischen den Ausdriicken fiir y", y**++,..., y*+™ kénnen nun, wenn m 


hinreichend groB ist, alle Quotienten 


v (r=1,2,...,n—1; 72 40) 


eliminiert werden. Das Eliminationsresultat la8t sich schreiben 
S 0,ys*"= P(x, y) + R(2,y), 


wobei alle C, ganze rationale Zahlen sind, die nicht alle =0 sind, 
P(x, y) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das héchstens 
vom Grade n —1 in bezug auf y ist, und 

ky 
R(x, y) = y*-i a +o _ +.. : 


zat zs 








az*n-2 a'n—2 


+y*-*/( l, +- Bate) tee 


wobei s, die kleinste ganze positive Zahl ist, fiir welche Pi<s,. Setzt 
man fiir y seine Entwicklung ein, so erhailt man R(z,y) nach fallenden 
1 


Potenzen von x* mit ganzen negativen Exponenten entwickelt. Zugleich 
ist sicher, daB R(x, y) nicht identisch = sein kann; denn dann erhielte 
man die Gleichung 


SS C,y**” — P(x, y)=0, 


woraus folgen wiirde, daB y eine ganz-algebraische Funktion von x wire 
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entgegen der Voraussetzung. Bekanntlich gibt es also eine so groBe po- 
sitive Zahl g,, daB fiir alle x > g, 


R(x, y)+0 
ist. AuBerdem hat man fiir alle x >g,, g, hinreichend groBe positive 
Zahl, 

|R(2, y)| — 2, 
Fiir alle z > max(g,,g,) kénnen also x und y nicht gleichzeitig ganz sein. 

Da bloB endlich viele, nimlich n, Wurzeln y existieren, ist der Satz 
hierdurch bewiesen. 

Satz 19 fallt mit dem Korollar des Satzes 18 teilweise zusammen. 
Gibt es niamlich iiberhaupt keine algebraische Funktion von x, welche, 
statt y in die gegebene Gleichung eingesetzt, diese identisch befriedigt, so 
erfiillt offenbar jede Wurzel y die Bedingungen des Satzes 18, und es 
gibt also nach eben diesem Satze nur endlich viele ganzzahlige Lésungen 
(x,y). Satz 19 geht aber insofern iiber das Korollar des Satzes 18 hin- 
aus, als y eine gebrochen-algebraische Funktion sein kann. 

DaB aber Satz 18 selbst fiir gebrochen-algebraische Funktionen y 
nicht giiltig bleiben kann, sieht man schon aus dem Beispiel y = =. Man 
kann aber fiir algebraische Gleichungen folgenden Satz aufstellen: 

Satz 20. Es seien x und y durch die irreduzible algebraische 
Gleichung 

A, (2) y"+...+ 4,(%) =0 
verbunden, wortn A,,...,A, ganzzahlige Polynome sind, A,(x) vom 
Grade nw. Es gibt dann blo endlich viele ganze x, fiir welche y ratio- 
= 
nal == ist, wenn zugleich u< x ” sein soll, d> 0. 
Beweis. Man bekommt 
y"*" = BY (x) y"* +... + Ba (2), 


wobei 
(») (v) 


BY (x) = Pi? (2) + 4 F24..., 


1 

x 
P*” (x) rationalzahliges Polynom, alle a,”, rationale Zahlen. Jede Wurzel y 
besitzt fiir hinreichend groBe x eine Entwicklung der Form 





2 e-$ 
y=a,r* +a,7‘ +.... 
Man betrachte die Gleichungen 
ay"? = a’ BY (x)y* + ke “ts x’ BY (x) 
(r=0,1,..., #—1; »=0,1,..., m). 
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Wahlt man m hinreichend groB, z. B. so groB, daB 


y(m +1) >(u—6)(m+n)+ 22M), 


so kénnen zwischen den u(m-+-1) Gleichungen alle Quotienten .. wo t 
und s der Beziehung 


0<echsy Semin) (¢=0,1,..., m—1) 
geniigen, eliminiert werden. Das Eliminationsresultat kann in der Form 
ua-lm - 
YS O,,,x7y"*" = P(x, y) + R(z, y) 
r=0 r=0 


geschrieben werden, wobei alle C,,, ganz rational und nicht alle 0 sind, 

P(x,y) ein ganzzahliges Polynom, das héchstens vom Grade n—1 in 

bezug auf y ist, wahrend R(x, y), wenn fiir y seine Entwicklung nach 
1 


fallenden Potenzen von x‘ eingesetzt wird, die Form hat: 


y+i TT eee 5 * 


R(z,y)= A 1 By » % y > Stme=-s),. 


xf a? 


AuBerdem kann R(x, y) nicht identisch = 0 sein. Es 1aBt sich namlich 
leicht beweisen**), daB in dem Integrititsbereiche, der aus x und y er- 
zeugt wird, wenn y einer Gleichung der im Satze 20 erwahnten Form 
geniigt, jede Funktion auf eine und nur eine Weise in der Form 


DY Q,(x) y"*"+ Q(x, y) 


geschrieben werden kann, wobei Q,(z) Polynome sind, die héchstens vom 
Grade «—1 sind, und Q(z, y) ein Polynom vom Grade n—1 in y. 
Speziell kann ein solcher Ausdruck nicht = 0 sein, ohne identisch = 0 
zu sein, sowohl in bezug auf x wie in bezug auf y. 


Es gibt deshalb eine positive GréBe g, so da8 immer 
g * R(z,y)+0 und x« * = |R(z,y)|<1 


ist, wenn x >g. Hieraus folgt die Richtigkeit des Satzes 20, wenn man 
bemerkt, daB héchstens n reelle, ins unendliche gehende Zweige der Kurve 
vorhanden sein kénnen. 


(n+m) (u—94) (n+m) (u—3d) 


17) Vgl. z. B. meine Abhandlung: Integrititsbereiche in algebraischen Zahlkérpern, 
S. 83 (Kristiania Vid. selskaps skrifter 1923), wo das Analoge fiir Zahlringe be- 


wiesen ist. 
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Folgende Bemerkung kann passend hinzugefiigt werden: 
Sollen in der speziellen Gleichung 
ay*=22+1 
x ganz und y rational sein, so muS8 zy ganz sein, und da z und 227+1 
relativ prim sind, mu8 
a=u*, 22+1=v0' 
fiir ganze u und » stattfinden. Hieraus folgt 
v?= 2u*+ 1, 
und so oft u,v eines der unendlich vielen ganzzahligen Lésungspaare dieser 


Gleichung ist, ist =u’, y= - eine Lésung der gegebenen Gleichung. 


Man sieht hieraus, daB der Exponent e—- im Satze 20 nicht allgemein 
durch einen gréBeren ersetzt werden kann. Ubrigens sieht man dies 
auch bei Betrachtung einer Gleichung, welche vom ersten Grade in bezug 
auf y ist. 

Satz 21. Es se 


y = D> aan’, 
r=0 
wobei alle «, algebraische Zahlen sind, aber nicht alle einem algebraischen 
Kérper endlichen Grades angehéren. Es sei m(M) der Grad des Koérpers 


Ry = R(a,, G,, cers yy), 


wo M die friithere Bedeutung hat. Gibt es dann einen solchen Wert 


von N, dap 
Ons 


M 
> (M+1)m(m)— [7], 
so gibt es nur endlich viele ganze x, fiir welche auch y ganz ist. 


Beweis. Die Funktion y von x muB hier transzendent sein. Ware 
sie nimlich algebraisch, hatte man eine Gleichung 


P,(z)y'+...+P,(x) =0, 
worin alle P Polynome sind, und die Koeffizienten dieser Polynome 
miiBten offenbar algebraische Zahlen sein. Da sie aber in endlicher Zahl 
vorhanden sind, gehérten sie alle einem Kérper von endlichem Grade an, 
und dasselbe miiBte also mit den Koeffizienten der Entwicklung jeder 
Wurzel y der Fall sein. 


Schreibt man nun 
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so sieht man, daB fiir alle » die Koeffizienten «{”, a”, ..., «$7 alle im 
Kérper Ry enthalten sind. Jetzt bedeute N eine deraztign Zahl, daB 


OS = (M+1)m(m) — [*], 


und man betrachte die Gleichungen 
waten—r 


any’ = Sa"2  , wet+rSN, nu z0, »>0. 





Dann kann man eine Basis w,=1, w,,..., @z des Koérpers Ry, finden, 
wobei L<m(M). Man kann also schreiben 
L eqatyn—r 
a*y"= S o,: Sane : ’ 


s=1 
wo alle «,”), fiir welche r < wg + vn ist, absolut rationale Zahlen sind, weil 
dies namlich sogar gilt, wenn r< M ist. Zwischen diesen Gleichungen 
kénnen aber alle Potenzen von x mit gebrochenen positiven Exponenten 
und auch alle mit nichtnegativen ganzen Exponenten, aber irrationalen 
Koeffizienten, eliminiert werden. Das Eliminationsresultat kann in der 


7 ZS Oper" y? = P(x) + R(x) 


geschrieben werden, wobei die C,,, ganze rationale, nicht alle verschwin- 
dende, Zahlen sind, P(x) ganzzahliges Polynom, R(x) nicht identisch 


Null, weil y eine transzendente Funktion war, und auBerdem lim R(x) = 0. 
Z>@ 
Hieraus sieht man die Richtigkeit unseres Satzes. 


Anmerkung. Man kann diesem Satze eine allgemeinere Fassung 
geben. Fiir jedes ganze positive » sei u, eine ganze positive Zahl. Die 
Summe yw,g-+y»n hat dann fiir alle y< N und >1 einen Maximal- 
wert M. Weiter bedeute wie friiher m(M) den Grad des Kérpers 
Ry = R(e, &,,---, 4m). Gibt es dann einen solechen Wert von N, dab 


Dm +N 2 (+1) mat) — (74), 


so gibt es nur endlich viele ganze z, fiir welche auch y ganz ist. All- 
gemein bekommt man durch ein ahnliches Verfahren wie beim Beweise des 
Satzes 18, daB, wenn ein solches N gefunden werden kann, daB 


N 
> t+ N2>(Noqg+ M+1)m(M) — =I. 


es nur endlich viele ganze x gibt, fiir welche y rational =< ist, wenn 


u<axe sein soll. Weiter kann man folgenden Satz beweisen : 
Mathematische Annalen. 95. 5 








Satz 22. Ist 
y —= Sax’, 
r=0 

alle «, algebraische Zahlen, die nicht einem Korper endlichen Grades 
angehéren, m(M) aer Grad des Korpers R(«,,..-,&x), M mit der friiher 
(Satz 21) angegebenen Bedeutung, und ist 

lim s®) 0, 

M>@ M 
so gibt es nur endlich viele ganze x, jiir welche y rational =: ist, wenn 
u< x sein soll, o beliebig groBe positive Zahl. 


Beweis. Denn wenn lim a) = 0 ist, so kann man augenschein- 
M>@ 
lich, wie groB @ sein mag, N so groB wahlen, dab 


WAU > (Nog + M-+1)m(M + Nog) — |] 


wird. Man betrachte dann die Gleichungen 


uq+yn—1 





aty= Sale q : utv<N, u>v,r>0, 


die in der Form 


L waqtyn—1 
Rese an y (vy) q 
Tey = 2M, 2 %, eh 

s=1 


geschrieben werden kénnen, wobei wm, = 1, ,,..., az, L<m(M+ Nog), 
eine Basis des Korpers R(«,,..., ¢s¢+~o¢) ist, und verfahre weiter wie 
im Beweise des Satzes 18. 

In gewissem Sinne ein Gegenstiick zu diesen Sitzen ist der folgende 
sehr einfache Satz: 


Satz 23. Es set 
Ae 
eine beliebige unendliche Rethe reeller Zahlen. Weiter seien 


(25 Yr)s +++» (4s M) 
l beliebige reelle Wertepaare. Dann gibt es unendliche Reihen 
y= Sa,z-" 
derart, daB fiir jedes n ri 
R(a,.--,@,) = R(é,,..., &,) 
ist, die Reihe konvergent ist fiir alle x, die absolut > min(z,, 2,,..., 2,) 


sind, und, wenn man will, auch fiir kleinere Werte von x, wahrend y 
fiir x= x, (¢=1, 2,...,1) eben den Wert y; annimmt. 
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Beweis. Man setze 
f,(2) = (1— 3)... (1-54) (1-34)... (1-2) (4d + SE +...) 
(¢=1, 2,...,2) 
und bestimme die Zahlen rr ee derart, daB 


, f, (x) = ¥; 
wird, und zugleich 
l 
a “oi ¥ 


und jedes a, , mit r>1 dasselbe Vorzeichen wie é, erhilt, was offenbar 
alles méglich ist. Man kann auch die « so schnell abnehmend wahlen, 
daB die unendliche Reihe fiir jedes ¢ absolut konvergent ist, wenn |x| > 9, 
o beliebig kleine positive GréBe, die wir also jedenfalls < min(z,,..., 2,) 
annehmen kénnen. Setzt man dann 


t o 
y= Sf(z)= Sax", 
i=1 n=0 


so ist diese Reihe auch absolut konvergent, wenn |z|>o. AuBerdem 
ist augenscheinlich y = y; fir z=2; (¢ =1,2,...,1). Weiter ist 


eq = An nbn t+ An. n—1én-i+ -.. + An,ofo, 


l 
wobei alle 4 cuticaale Zahlen sind und A, = S'a, ,+0. Daraus folgt, 
; imi ' 


da8 immer R(a,,...,a,) = R(&,.-., &,) sein muB. 
Aus diesem Satze folgt, da8 man fiir beliebige ganze positive Zahlen 


n-f?T 
n und qg die Koeffizienten « der Reihe a,x * so bestimmen kann, daB 
die Kurve 
- n-rT 
y= Daz" 
r=0 
durch beliebig endlich viele im voraus gegebene Gitterpunkte (z,, y,)... (2, Y;) 
geht, wahrend zugleich R(«,,..., ¢) = R(é,..-, &,) ist fiir jedes », und 
die Reihe konvergent ist fiir alle x, die absolut > min(z,,..., z,) sind. 
Man kann versuchen, die Sitze 18—22 zu verallgemeinern. Ich be- 
gniige mich hier damit, die folgende Verallgemeinerung zu erwahnen: 
Satz 24. Es sei w,,@,,...,, die Basis eines algebraischen 
Korpers K. Weiter seien fiir r= 0, 1, 2,... 





T,(2)—ST,,(z)%, — N,(2)—= EN,,.(2) 


wobei alle T,, und N,, ganzwertige Funktionen sind. Der Funktions- 
5* 
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ring, der aus allen T,, und N, , erzeugt wird, heiBe J. X(x) sei eine 
derartige fiir groBe positive x ganzwertige Funktion von x, daf fiir jede 
Funktion F(x) aus J 
lim 7‘) F(z) 
g=a 4 (2) 
Weiter sei immer F(x) + 0 fiir alle hinreichend groBen ganzen ( positiven) x 
wenn F(x) zu J gehért und nicht identisch 0 ist. Ist dann 


=0. 


“) 7, ( ua 
y= 2D Het) * 
r=0 
n und q ganz positiv, die Reihe konvergent fiir alle hinreichend groBen z, 
und besteht keine Gleichung der Form 


I 
Pyy'= D'P,(X 
t=1 


alle P, Polynome mit Koeffizienten aus J sind, P, Element von J, 80 
gibt es nur endlich viele ganze x, fiir welche y auch ganz ist. 





Der Beweis kann ganz analog den Beweisen der Satze 18 (fiir 0 = 0) 
und 19 gefiihrt werden, wenn die Rolle der Konstanten jener Beweise 
hier von den Funktionen aus J iibernommen wird, und man bemerkt, 
da8 kraft der Voraussetzung iiber die Funktionen F aus J eine Reihe 


Ar 
R(X)= x , 


alle A, und B, Elemente von J, nicht alle A, identisch 0, 
fiir alle hinreichend groBen ganzen (positiven) 2 nie mehr verschwinden kann. 
Ein bemerkenswerter einfacher Fall dieses Satzes ist der, daB die 
Funktionen 7, , und N,, ganzwertige Polynome sind, wahrend X(z) fiir 
rc stirker “unendlich wird als jede Potenz von x, z.B. X(x)=2”. 


Schlu8bemerkung. 

Natiirlich ist es méglich, die in dieser Arbeit entwickelten Betrach- 
tungen auch auf den Fall mehrerer Variablen auszudehnen, und man wird 
dadurch gewi8 viele interessante Resultate erhalten kénnen. Ich gehe 
hier nicht darauf ein. Ebensowenig gehe ich hier auf die interessanten 
Anwendungen ein, die man daiaus auf die Theorie der Reduzibilitats- 
eigenschaften algebraischer Funktionen machen kann, wie ich in der 8. 6 
zitierten Abhandlung gezeigt habe. 


Kristiania, 31. Juli 1924. 


(Eingegangen am 20. 9. 1924.) 


Uber zwei Gitterpunktprobleme. 


Von 


Arnold Walfisz in Warschau. 


Es sei d,(n) bei festem k>2 die Anzahl der Zerlegungen einer 
positiven ganzen Zahl n in k positive ganzzahlige Faktoren, also 
d,(n) = ; a 
MM, ... M=N 
Ferner bedeute R,(z) das Residuum von 
wi 
t*(w) — ) (x > 0) 


w 
fir w= 1 und 


A,(z)= SS d,(n)— R,(2). 


ignscz 
Das Piltzsche Teilerproblem stellt sich die Untersuchung dieser 
Funktion 4,(z) zum Ziele. Fiir den kubischen Fall (k = 3) bewies ins- 
besondere Landau*) nach der O-Richtung hin 


4, (x) = O(x* log* z). 
Diese Abschiitzung soll in der vorliegenden Abhandlung zu 
(1) 4,(2)=0(2**), 


fiir jedes e > 0, verschirft werden. 

Zweitens betrachte ich die Anzahl der Gitterpunkte in der abge- 
schlossenen dreidimensionalen Kugel u*-+v*?-+-w*< 2. Hier ist nach 
Cauer®) 


1 = > r(n) = Saxe! + O(x?). 


OS? +m+n’Sz OosSnse 


1) ¢*(3)=(¢(s))*, und ebenso in allen analogen Fillen. 

*) E. Landau ,,Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen (Zweite 
Abhandlung )* [Géttinger Nachrichten 1915, 8. 209-243]. 

8) D. Cauer ,Neue Anwendungen der Pfeifferschen Methode zur Abschitzung 
zahlentheoretischer Funktionen“ Inaugural-Dissertation, [Géttingen 1914, bei 
W. Fr. Kaestner, 55 S.]. 
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Diese Beziehung verbessere ich zu 
4 & +e 
(2) D) a(n) = 3 22? + O(2™**), 
OSnSze 
bei analoger Bedeutung des e. 


Die bei (1) und (2) zur Anwendung gelangende Methode ist von 
J. E. Littlewood und dem Verfasser*) zum Nachweise von 


(3) y i= DZ o,(n)—22+0(20*') 
OS m'+n*Sz OoSnSz 


benutzt worden (Kreisfall); sie ist fiir alle Dimensionen des Piltzchen 
Teilerproblems und des Kugelproblems anwendbar, ohne da indessen im 
ersten Falle fir k= 2, k>4, im zweiten fiir k>4 die auf anderen 
Wegen abgeleiteten heute besten Ergebnisse auch nur erreicht werden. 


Ich nehme dauernd zx > 2 an und verstehe unter ¢,,..., ¢,. positive, 
héchstens von dem spiter einzufiihrenden Parameter « abhingige Zahlen. 


Beweis von (1). Ich setze zur Abkiirzung e=—2". Aus der be- 
kannten Mellinschen Integraldarstelluug der Exponentialfunktion 


e+ta 


e-¥ = a f I'(w)y-“dw (y>0, e@>0) 
o-te 
folgt dann fiir 9 = 
site 
5 -(3) _ Sqn | n\-*" 
2 a(n)e <2 tat f r'(w) (=) dw 
we 

(4) =54 f T'(w)t* (sw) a2” dw. 


*) J. E. Littlewood and A. Walfisz ,The Lattice Points of a Circle“ [Procee- 
dings of the Royal Society, A, Vol. 106 (1924), S. 478—488]. In einer nachtraglich 
unserer Abhandlung hinzugefiigten ,Note on the Preceding Paper“ ersetzt Landau, 
durch ein auf analogen Prinzipien beruhendes Verfahren, das Restglied in (3) durch 

37 5 
O (x log™ 2). 
Die Landausche Methode fiihrt auch wahrscheiflich zu ahnlichen Verbesserungen von 
(1) und (2). 


Zwei Gitterpunktprobleme. 71 
Die Vertauschung von Summation und Integration ist hier erlaubt, da fiir 
w= +i0 und festes x 


4i0)| | r(2 +60) 2te4(2)=0(0 Fo 





Aus (4) ergibt sich weiter 





s 2+io 
Same | (=) SEIT } r(=)e (w) 2" dw 
— ; 
(5) = f r(1+%)¢*(w)= dw. 
2-io@ 


Nach bekannten Eigenschaften von I’ und ¢ 1aBt sich der Integrations- 
weg in (5) auf die Gerade {(w)— — 1 verschieben. Es treten alsdann 
von den Polen w=0 und w= 1 zwei Residua auf, von denen das erste 
eine absolute Konstante ist, wahrend das zweite bei variablem z gleich wird 


R, (x) + Residuum {(1'(1-+ 2) —1) ¢°(w) =} - 


= R,(2)+0(2-") = R, (2) + 0(2 *). 
Aus (5) folgt somit 


» 4, (nye) _ ace) 


(6) “a5 ci r(1+%)¢°(w)=-dw+ O(2**), 


-1-i@ 


Wegen d,(n) = O(n") *) ist andererseits 


>) 4,(n) Sane) — Yaa(s — »(@) ) _Yainye 


lsnse n=1 isnsez n> 


a (fu (*)'aw) PY 0(fure (aw) + 0(z*) 


=0(2—) =o(2"*"), 





5) E. Landau ,Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen* [ Gét- 
tinger Nachrichten 1912, 8. 687-771], S. 717. 
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Hieraus ergibt sich, in Verbindung mit (6), 
-l1+io@ 

(7) Ala—gig fo 7(1+2)2%(w)Z aw +0(2H*, 
-1-t@ 


Bezeichne ich zur Abkiirzung das in (7) auftretende Integral mit A 
und wende auf ¢*(w) die Riemannsche Funktionalgleichung an, so folgt 




















—l+ie l—w 
(8) 4a te r(14+2) 20 = 2 =) (as sa” YS) aw 
attee r *($) n=1 
-~l+io 3/l—w 
(9) =a tf SO) r(i¢2) = 5 =) ca’ ‘nz ie 
-1*¢e r(3) 
jtioe 
i at S40) oh { 
$-to 
t+i= ./l—w x " 
(10) = a? S74) a. UT) ana tt fered an 
° = 22 ‘ate r’ (3) ” 
x jtioa 1—w 
(11) = 2 FSO) [eran gh f a! ( . )(gtnaet)” 2, 
n=1 é a-{te r (+) 


Der Ubergang von (8) zu (9) wird wie oben bei (4) gerechtfertigt; die 
Vertauschbarkeit der beiden Integrationen in (10) ergibt sich aber aus 
der absoluten Konvergenz des betreffenden zweifachen Integrals. 


Fir y>0, y—co ist mit gewissen absoluten Konstanten a, , a, 


tr r(5) 








Weer) “ey i) S 
. j-io J (3) (8) 
(12) = ppg ty FA + OC"). 6) 





*) In einem allgemeineren Satz von mir enthalten. Vgl. ,, ber die summatorischen 
Funktionen einiger Dirichletecher Reihen“, Inaugural-Disseration [ Géttingen 1922, bei 
W. Fr. Kaestner, 56 S.], Hilfssatz 4, oder auch ,Uber das Piltzsche Teilerproblem in 
algebraischen Zahlkérpern“ [Mathematische Zeitschrift 22 (1925), 8. 1583-188], Hilfs- 
satz 1. 
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Da das Integral J(y) absolut konvergiert, gilt (12) offenbar auch fiir 
1 


y—0. Substitution v°* — w und Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes 
der Integralrechnung liefern ferner 








cos 3-—— PS 8 
-v Se = 
(13) fe ee (62Vnz0 \av 0(z-=). 
Aus (7), (11), (12) und (18) folgt, nach einer kleinen Zwischenrechnung, 
(14) 4, (2) = eat D7 SOM 0, + O(2* **) 
«78 os nt 


1 1 
a a 
(6,—[e-r0™ 008 (62 Vnzv™) dv). 
0 
Nun ist bei festem geradem m > 2, fiir x >2(m)>2, 


|b fon (62Vnzw) (4 LY “(ere w™) dw, 


|= - 
(62 fa (6xYnz)™ 
und mithin 


.-0(f)""'=0(2) 


= nz 


Es ergibt sich daher 














ee > Af) 0, = 0 (att (**9) x 4 (n)) = O O(a **) 
xy3 1 nt ey 
n>2 a>sv* 
fiir geniigend groBes m = m/(e). (14) liefert also 
A, (a) = + xt ee 4(") b 4 O(xir **) 
ays 15 4, a® 
ignse™ 
(15) -=5** a amf vy® % 05 (62 Vaz") do+0(e8), 
isege®** af rj 
da ja 
a 
gh P 40 (f+ [ )e-voie cos (6x Ynz v®*) 
77 b+ nt 0 z 
isgnsz* 


oj > be (fae fereay)}- o(ai+ ‘). 


isgnSz ao * 
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Setze ich 


1 
2=62Vzv™, (4 <v<z), 
so laBt sich (15) auch so schreiben: 


1 
A,(z) = a5? a fe-rois Py 20°) cos (2 Vi) dv +0(24* . 
1 ie 
= 1snSz* 


(1) wird also bewiesen sein, wenn ich zeige: es ist fiir ate <1 und 
gleichmabig fir +<v<zx 


(16) SAM eo (at), 
4, 
isnsz* 


Als Vorbereitung hierzu soll 


R’ 
(17) | > et" | <e, (xi" ‘tiettaet 4 om isgie’ tis! ae tt 4 gt ita) 


r=R 


unter folgenden Voraussetzungen nachgewiesen werden: 
(17a) R,R’ ganz; 0<a; ; <t<53 ats2" sc RSPR’ < 22" S22"; 


0<es 22°". 
Ich setze 


y= [2%], ya {2-3}, 





v,=R+nvy (n=0 ganz) 


¥ 


(also ist y>1) und kann alsdann N> 2 annehmen, da sonst 


S| pR—Bs 1 <8y<32"-t it 
ist. SchlieBlich darf offenbar noch x >c, angenommen werden, wo c, 


y y 1 
%, s R s a (> c,) 
erfiillt. Wegen 





on-1-+ = ey > B+ (Z—2—-1)r a B’—» 
ist 
N-1 v-1 
(18) Sete DD teers | <p <a" v-ir-dte 
n=0 m=0 


Es sei (die Wurzeln fiir y > 0 positiv) 
Vo, ty =Vo, (Ply) +y'fly), 
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wobei 


P(y)=P,(y)=uy?+u,y*+u,y+u, 


ein reelles Polynom dritten Grades in y und f(y)=f,(y) um y=0 
regular ist. Nach Definition wird dann 


5 -3 
(19) uU= 7% - 


Ich setze ferner 


. o 
9(y) = exp{izVov,y*f(y)} = Sony, 
so da8 also um y = 0 
.8— /)\ wt 
a(y)—exp{iz Vou, >'(;) 2}, 
= n 


d. h., wegen z<c, Vz, 


Zi \nlr* < exp{eVerr, 3’ 5} < exp {c, Vazr'vy *\ 


(Sr-r')i+ ; +4(r’—ir- 4 


< exp{o,z WT") = exp{c,} = 6 


wird. Es ergibt sich somit 
v—1 v—1 x 
| >» eftVenm| i | p»: ettVern P(m) > 9m" | 
m=0 ‘m=0 h=0 


<> Ign! LS etter rim 
h=o0 


m=0 
a ort ioe ; 
< lg |» Max | e@Vemren 
Py : BP 


(20) <c, Max Pyaco) 


OS*'Sr-1 ‘gay’ 


Ich wende nunmehr folgenden Satz von H. Weyl’) an: 
Es sei b> 2 ganz, 
P(y)=fyy? +... +B 


*) H. Weyl ,Uber ein Problem aus dem Gebiet der Diophantischen Approxi- 
mationen“ [ Géttinger Nachrichten 1914, S. 234—244], S, 241-248. Vgl. auch desselben 
Verfassers Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins“ [Mathematische Annalen 
77 (1916), S. 318-852], 8S. 328-831, und ,Zur Abschitzung von ¢(1+ it)“ [Mathe- 
matische Zeitschrift 10 (1921), S. 88—100], formuliert 8. 90. Die obige Fassung 
entnehme ich der Abhandlung von E. Landau ,Zum Waringschen Problem“ [Mathe- 
matische Zeitschrift 12 (1922), S. 219-247], S, 224—225. 
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habe reelle Koeffizienten. He seien jerner yw reell, v, ganz, v,>1 und 
ganz. Dann wird 


ts 


| Sy ev Pim r 


m=r,+1 


<(2»,)" "> PM Min {,, | sin (5 Bb! m, ...m,_,) r*} 


|m,| +--+ | my—)|) S%-1 
(Min bedeutet v, fiir ganzes 3 v Bob! m, ...my-,). 
Hier ist, mit Riicksicht auf (20), zu setzen: 
b=3, »=»’—1, %=r—*», y=2Vov,, by =u. 


So kommt, wenn noch zur Abkiirzung 


(21) t, = 3uzVov, m, m, (0<n<N-1) 
gesetzt wird, 
v-1 : 
| ST ettVernPin| <o(y_yt( Min {v—v’, |sint, |-*})’, 
m=y' |m,| + |miSv—r'—1 
d. h. 
Max D eeienrn| <2» + ( > Min{», isin ¢, |-})' 
OSr'Sr—1 =r’ jm, | + |m,| Sv 
<e,rt(o*4 37 Min {y, |sins,|-?})' 
m,,m,=1 


Se, (>4-5! ( »y Min {y, | siné, -*})* } 


M,,™,=1 


Unter Beriicksichtigung von (20) ergibt sich hieraus weiter 


[Sy Serenrs <°, (wot + y BY ( y Min fy, |sin t,|"*})") 
(22) <e, (wy! +Ni yt ( y Y Min {v, |sint, |"?}) y 


m,,™m,=1 n=0 


letzteres durch zweifache Anwendung der bekannten Schwarzschen Un- 
gleichung. 
Nach Definition ist 


3 3. 1 1 $81 , 
Nvicc at tists, = Nivicexi™ te'tae, 


—EE 
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Ein Vergleich von ” und (22) zeigt demnach, da8 (17) mit 


(29) SS min, [int } So (at 


m,,m,=1 n=0 


1 8,,1 1 »_8 1 
—= <r +-t—-+2a B8r’'— -r— = 
+o *zi “as +2 4 ‘) 
bewiesen ist. 


Aus (19) und (21) folgt 


5 Sines 
t,, = 5 2M, My VOVp i 


und daher wegen 2>¢,, Vz, fir 0S ni N-—2 
te — tees = gp2m,m, Vo (v, § — op) 
> ci. m,m, Vox» ont 
(24) > c,,m,m, Vox "tt 8, 
Es sei € ein Intervall von der Form 
59<¥S5(9+1) (g ganz), 


so betrachte ich die Teilsumme 


N- 
", = Min {», |sint, |~*}, 


t. it, 
welche als nicht leer vorausgesetzt wird. Ist g* die ganze unter den 
beiden Zahlen {, he und n™ dasjenige Glied von ,, wofiir jin —g”| 


ein Minimum wird, so ersetze ich bei der Abschitzung von », nach oben 
dieses Glied durch »; auf die iibrigen (falls solche vorkommen) wende ich 
aber (24) an. So kommt 


. — —Gr—dr ~1 
(25) y SY +D) (sine,,m,m, Vox *~** 4g) 
k 
wo in >’ nur iiber diejenigen & zu summieren ist, die 
1SkESN,  egmmVer RSS 


erfiillen. Aus (25) folgt 


git ti t—} 


+jfr—f+a) 
(26) NS » +6, -——-— Si seu(+% == ): 


m, mM, Ve k=1 m, m, Vo 


Andererseits folgt aus (19) und (21) 








ag, 


t, S Cygm,m, Vout", 
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Die Anzahl der Intervalle §5 welche von ¢, betroffen werden, ist also 


4; (m, m, Vox? ~#* 4. 1).") 
Wendet man dies auf (26) an, so ergibt sich 


* N-1 


> DS Min{», |sint, |} 
m,,m,=1 n=0 
Cis B (m, m, Vo xt ¥" + 1 "+ 


m,,M,=1 


lA 








— | 


3,- 
m, m, Vo 


— 3 , 1 1 P . \3 
cu (ri Heat W 4 ot porate y Tatettrtee( 7 2)') 
Ve 


IA 


m 
m=1 


Sep (a/b tp alt temhy gt beng B gtr sted ite) 
Ve 
<7) goeer etek ry, gee 
Ve 


Damit sind (23) und (17) bewiesen. 


Es seien p, q positive ganze Zahlen, so betrachte ich fir }<1r<} 
die Summe 


3- ,3— 
S= m d,(n)e**’" = Py enn wer 
23*<ns2e3* 23* <pers2z3* 
S 1a8t sich in drei Bestandteile der Gestalt 
ype 
P.@ 


r 


zerlegen, wobei jedesmal p,g,r ein geeignetes, den Ungleichungen (17a) 
geniigendes System mit pg = durchlaufen. Da bei festem g die Lésungs- 
zahl von pg=e@ nicht gréBer wie c,,2* ist, so ergibt (17) 

| s | < Cos (a2t-¥+ie'+ wttsé +2a vn oi (8r—t') + att Sr-k +2a 


ptt h ttm ist as +88) Sto giett is t22, 
Wegen } < #81+ % folgt hieraus weiter 
ee l sn 
(27) | Dd ane <| SY |+| > | 
1gns2** isnc<st stsasse*" 


(27a) S Ogg 2H tT, 





*) Die Eins darf nicht weggelassen werden, da eventuell lim 2t-F*_ 6 int. 
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da die zweite Summe rechts in (27) sich in <c,,2* Bestandteile S zer- 
1 45 


legen 14B8t. Da fir 1 <y<zxi offenbar y < x** y* ist, so ergibt sich 
aus (27a), indem man 2°" = y setzt, 


| 3 a(n) 


isnsy 





Sogcetys (1S y<z). 


Partielle Summation liefert jetzt 





n Va tig 45 5 
d, () e” vn < Cos re . } ne 3 
He ni a+ 

isnsz** isnsz* 


Moe 
—+7+3a 
Sey, ze". 


Jetzt hat man nur noch «¢ = Ze zu setzen, und (16) ist bewiesen. 


Der Beweis von (2) verliuft in der Idee ganz analog, ist aber formal 
etwas einfacher. Ich werde mich, unter Beibehaltung der alten Bezeich- 
nungen, wesentlich kiirzer fassen. 


Es werde hier s = x gesetzt. Alsdann liefert eine Fourierentwicklung 


Pa p+gtir s 
"sg (ee) 


P.¢.1=—@ ~ 
x ~ x x - (et")" 
= > inl cos 22 pu cos 2a qv cos 2arwe , dudvdw 
P.OT=—-2 oe —- 2 —@ 
=>! Py fe-*VRaR f cos(22r128 cos #) sin dao 
?.¢,7T=-20 0 


> J cos (22 p VaR cos psin#) cos(22q)zRsingsin#)dp 
0 


- ‘nx? P(1+ =.) +az! > Jer’ Var {cos (227 V2R 00s 8) 
0 


P+Ptr>og 


>< Jy(22 Vp? + g?VxRsin#) sin ddd”) 


a tintite ss & yrre(n) (-R* pt > (oF a pw 
= 372 r(i+; )+a2 = ak R J (22Inzk)dR a 


*) Vgl. N. Nielsen ,Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen“ [Leipzig 
bei B. G. Teubner, 1904, XII u. 408 8.], S. 52, Formel (3). 
#0) Nielsen, 1. c. S. 181, (1). 
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'r(it+¢)+e! Solem R** J, (22 YnaR)dR*) 


ia 

~~" 

= Sanz! Pathe i (2x ¥aze™) dv+0O(xm**), 
a=1 7” 0 


Aus gered 12) folgt wie oben 
x -(feeer e 


fa(n Dye * ) — o(e8*), 


W OSn Pg, T= —@ 
egen > , 
ae sin y 
| Ta nach 
ist also 
1 
Zz rs (n) — az! '_—1¥ 23 nef ene -©y** cos (2n¥nzv™) 
OSnSz 


1 


re e-sin (Qa Vuze") dv+-O(28**) 
0 





n=1 n 
2 1 1 
1,- “a4, $3 pee 
(28) = — Ve 80+ O(z* ) (1, =f e-ro¥ cos (2a Vaze™) av), 
n=1 
0 
da ja 
x  } 48 
J e-rsin(2a¥nze™) dv—0(+-)—0(=). 
}nzx }n 


0 
Ferner ist fiir gerades m > 2, wie oben, 


2\™ J \™ 4 
b, = 0(=) : o(=) “ 


und daher ca: 
—sle Hd 0128"). 


Aus (28) folgt jetzt 
DS s(n)—gaet=—sie D+ 0(28*) 


OSnSz Pe 
: 2 43 
=— Lye fe vy’! Py raf) cos(z¥n)dv+O(2*”‘), 
1 ae +e 
| 1snsz™ 








**) Einmalige partielle Integration, unter Beriicksichtignng von Nielsen, |. c. 
S. 28 (4). 
2) Vgl. E. Landau, 1. c. 5), 8. 752. 
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wobei P 


2=22Vz0" (4 <vsz). 
(2) wird mithin bewiesen sein, wenn ich zeige: es ist fiir 35 +e<i und 
gleichmaBig fiir +§<v <a 
(29) 2. ta() oss vn— O(nm**), 
isnse™ 


Das Analogon zu (17) lautet hier: Unter den Voraussetzungen 
(30a) 0<a; O<t<5; wt SOS C'S 22"; 
0<p,<12Q; Q,Q' gam 


+e 


wird 
. ow Sn ee a ee 
(30) | dD esslrite | Sey, (2* tt +p,-t2™ nt ), 
7=Q 
Ich setze 


y =(xt'-t], y= (2-8), v,=Q+ny (n>0 ganz) 
und nehme ohne Beschrankung der Allgemeinheit r>3, N>2 und 
%S Cy > 2, WO Cy, 

See be - 1 > 
2 Q 22 (% Sj} Cy, ) 
erfillt. Dann wird 


, Q w= N-1 9-1 ee wil 
(31) lDe sVoiee’_ S$) Sg el vi tients |<>se" +3+ 
a= n=0 m=0 


und 


(32) F i|9nl¥* Sag» 


wo diesmal 


2 


Vpi+(v,+y)*=Vpi +02 (P(y)+y*fly)), 
( oe 3 2 aoe P? Up, ae 
P(y)=uy*®+u,y°+u,y+4,, ‘= terse)” 
_ tz) pet odytrw) . a 
=e = . 
g(y) p> 9n,¥ 


Wende ich (32) und den Weylschen Satz in analoger Weise wie oben 
an, so ergibt sich, wenn noch zur Abkiirzung 





(33) t, = — Buz Vp} + 03 m, m, => 2m, m, p? —" 


(p?+v2)! 
(0SnSN-1) 
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gesetzt wird, 


se iz)p? +, +m" 





Sty Max Py ft Votees ren | 


m=0 os, ‘Sr- i 


Seor?( Sy Min{y, ay 


|m,|+|m |S 


< ty, (v8 + oF = Min {», |sint, |-*})') 


™,m,=1 


und hieraus folgt dann weiter 
N-1 v-1 


[> Dye ts}rt+ n+ mi" Sy; (wr? +r y y Min {y, | siné,|~ *y)*) 


u=0 m=0 n=0 m,m,=1 





: ae 
Seu (Nott wtst( 3) Sing, jsing,9)). 
m,m,=i1n=0 
Zieht man die Definition von », N hinzu und beachtet (31), so lautet 
das Ziel jetzt 


stetem) 


(3) 3 Si MinGy, [sing |") Sou (2! FP pee 


m,,m,=1n=0 
Aus (33) folgt 
t, — tear o(e —v,)22p?m,m, Min 42 —?t 
n atl S \"nt1 n/ Q he onS ¥S oan (p? +y*)! 
Sj yg MM, Pree +" (OSnSN-2). 
Werden jetzt §, und 7, analog wie oben definiert, so ergibt sich daher 
Beg ¥ , a re 
a* az* 8 
"4S? + Ousmp 2 <u + + i mB ). 


Die Anzahl der durch ¢, betroffenen £-Intervalle ist nach (33) 
< Cy, (m, m, p? x ~** +1). 


> S’ Min {», |sin¢, |") 


m™,,m,=1 n=0 


Somit wird 


’ gttrate 
Seq, D) (m,m, p} 2t- 4 (4a) 


m,,™, =) 


woraus nach einer kleinen Reduktion in der Tat (34) folgt. 
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Nunmehr nehme ich ein t mit 0 St <} und habe dann 
(35) | 2g, 18(m) eY* — 488 | Sey at, 
a®* <nsiz?* 
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist 


S= SetevVP+e+? tiber Oc p<r<q; xe <p*+g*+r?*s4a% 
S 1aBt sich auch so schreiben: 


s= » > eft Vet+e® 
0<p, rete" 05050 
wo zu jeder nicht leeren g-Summe ein System p,(=Vp*+r*), Q, Q’ 
gemaB (30a) gehért. Eine Anwendung von (30) ergibt somit: 


“a, a 
\Si<q,e™'"** 


und daher wegen (35) 
tzyn 


45 1 
je* tate 
Sez ° 





r,(n)e 
a®*<nsin?* 


Dies fiihrt, genau wie oben, zu 
syn t+2q $8 
| Dy ra(nye*|<eu2™*"y™ (1g y¥<2). 
1gnsy 


Nunmebhr liefert partielle Summation 


ignse*? iat 


d.h., a= gesetat, das Ziel (29). 





ca 
aw tyt2e 
SC?” 2 . 





Wiesbaden, den 30. September 1924. 


(Eingegangen am 10. 10. 1924.) 
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Zum Hilbertschen Irreduzibilititssatz. 


Von 


Karl Déorge in Berlin. 


In Crelles Journal, Band 110, beweist D. Hilbert den folgenden 
Satz: F(z, y,..., w; t,,...,#,) sei ein im natiirlichen Rationalitits- 
bereich P irreduzibles Polynom von z,y,...,¢, mit ganzen rationalen 
Koeffizienten. Dann gibt es ganze rationale Zahlen ¢/, ty, ..., t?, so daB 
F(x, y,..., w; t}, ..., t?) als Funktion von z, y,..., w in P irreduzibel ist. 

Th. Skolem') hat diesen Satz fiir den Fall, da8 es sich um Polynome 
der Form F(z, t) handelt, dahin verscharft, daB fiir die ganzen rationalen 
positiven t- Werte, 

ti<t<t,<..., 


fiir die F als Funktion von zx in P zerfallt, und deren Anzahl unterhalb » 
mit N(») bezeichnet werde, die Relation besteht 


N(v)=o0(r), 
wo o das Landausche Symbol bezeichnet. 

Ich werde in dieser Arbeit einen Satz beweisen, der besagt, daB die 
Systeme ganzer rationaler Werte ¢,, t,,...,¢, fiir die F in P zerfillt, 
sehr selten sind, so daB im Falle der Funktionen der Form F(z, t) die 
Skolemsche Bedingung dahin verscharft wird, daB es eine positive Zahl « 
gibt, fiir die gilt 

N(v) = o0(»'~*). 


Im allgemeinen Falle erhalte ich einen Satz, aus dem z. B. folgt: Man 
kann fiir t,, ¢,, ...,¢, Primzahlen wahlen, so da8 dafiir F in P irredu- 
zibel wird. 


1) Th. Skolem, Untersuchungen iiber die méglichen Verteilungen ganzzahliger 
Lésungen gewisser Gleichungen“, erschienen in Kristiania. 
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In §5 forme ich den Satz etwas um und erhalte z. B. das Resultat: 
In jedem beliebig kleinen Wiirfel des Raumes mit den Koordinaten 
t,, tg, .++,¢, gibt es einen Punkt mit rationalen Koordinaten, fiir den F 
in P irreduzibel ist *), 

In §6 wende ich die vorher benutzte Puiseuxsche Entwicklung der 
algebraischen Funktionen auf das E, Noethersche*) Kriterium fiir absolute 
Irreduzibilitat an und gewinne damit auf analytischem Wege einen Teil 
desselben, genauer eine unmittelbare Folgerung des Satzes, aus der aber 
dieser nicht zuriickfolyt. Uberlegungen derselben Art fiihren aber auch 

wie ich am Schlu8 kurz andeute — zu Sitzen iiber das Zerfallen im 
Kérper der reellen Zahlen, die in dem Noetherschen Kriterium nicht ent- 
halten sein diirften. Der Fall, daB F(z,y,...,w;t) in bezug auf ¢ ab- 
solut irreduzibel ist, erscheint in dieser Arbeit als der einfacher zu be- 
handelnde Teil des Hilbertschen Irreduzibilitatssatzes. 

Herrn Dr. Walter Dubislav, Berlin, spreche ich fiir Anregungen zu 
§ 6 meinen besten Dank aus. 

Uber meinen Sprachgebrauch méchte ich folgendes bemerken: 

Unter einer ganzen Zah] verstehe ich immer eine ganze rationale Zahl. 


” 1 x 
Unter 2¢* mit ganzem positivem g und x verstehe ich (.7) , wobei wir 
1 


von vornherein fiir +“ immer den Ausdruck mit der kleinsten méglichen 
Amplitude wihlen. 


§ 1. 
Der Hilfssatz und Vorbemerkungen iiber dichte und diinne Mengen. 
In meiner Arbeit ,,Zur Theorie der diophantischen Gleichungen mit 


zwei Unbekannten“, welche in der Mathematischen Zeitschrift erscheint, 
habe ich das Folgende bewiesen: 
Hilfssatz. Die Rethe 
& b-1 
p(t) =a-2t* +a_a-nt * +...+a,+4,>+4. 
: t@ 

in welcher k ganz, q positiv und ganz sein mdgen, mége fiir absolut 
hinreichend groBe t konvergieren. y(t) sei nicht ein Polynom in t mit 


**9 


*) Fiir den Spezialfall, daB die Gleichung von Primzahlgrad ist und die Koeffi- 
zienten selbst als Parameter aufgefa8t werden, findet sich dieser Satz schon im 
Weberschen Lehrbuch der Algebra I. 

%) E. Noether, ,Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitét“, Math. 
Ann. 85. Fiir den hier in Betracht kommenden Sonderfall gewéhnlicher Zahlkérper 
hat auch Herr Ostrowski den Satz aufgestellt und bewiesen. 
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rationalen Koeffizienten. Wir betrachten dann die Reihe der positiven 
ganzen Zahlen 
bh Ch Sitesi 
fiir die p(t) eine ganze Zahl werden mdge. Dann gibt es eine positive, 
ganze Zahl m und eine positive Zahl «, so dag von einem Index v 
an gilt 
trim —t, >t. 
Ebenso gilt fiir die Reihe der negativen ganzen Zahlen 
$s 44 + ae 


fiir die p(t) ganz wird: Es gibt eine ganze positive Zahl m’ und eine 
positive Zahl «’, so daB von einem Index v an gilt 


| bo + wn’ — t; | > a" 


Wir verzichten hier auf die Wiederholung des Beweises. 
Wir fiihren die folgende Bezeichnungsweise ein: 


Definition. Gegeben sei eine Menge ganzer positiver und negativer 
Zahlen t. Die Anzahl derjenigen, deren Betrag unterhalb v liegt, sei 
N(v). Die Menge soll dann und nur dann ,,diinn“ heiBen, wenn es 
eine positive Zahl « gibt, so da gilt 


N(v) = o0(v1-*). 


Eine Menge ganzer Zahlen, die nicht diinn ist, soll ,,dicht“ heiBen. 

Haben wir es nun mit endlich vielen Mengen ganzer Zahlen zu tun, 
so verstehen wir unter der Vereinigungsmenge der Mengen diejenige 
Menge, welche aus allen verschiedenen Zahlen besteht, die in einer der 
endlich vielen Mengen vorkommen. Dann gi!t offenbar: Die Vereinigungs- 
menge von endlich vielen Mengen ist dann und nur dann diinn, wenn 
jede Menge diinn ist. Jede Menge, die nur aus endlich vielen Zahlen be- 
steht, ist diinn. 

Wir kommen nun noch einmal auf unsern Hilfssatz zuriick und be- 
trachten die ganzen Zahlen t, fiir die p(t) ganz ist. Wir wollen zeigen, 
daB diese Menge diinn ist. Dazu brauchen wir nur zu zeigen, da8 die Menge 
der positiven Zahlen ¢ fiir sich und die Menge der negativen Zahlen ¢ 
fiir sich diinn ist. Da der Beweis fiir die negativen Zahlen ebenso ver- 
lauft, fiihren wir ihn nur fiir die positiven Zahlen 


ed ee tee 


B sei eine positive Zahl unterhalb 1. Die Menge der Zahlen ¢, die 
unterhalb » liegen, zerfallt dann in zwei Klassen, einerseits die Zahlen, 
die unterhalb »/ liegen, andrerseits die andern. Die Anzahl der Zahlen der 
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ersten Klasse sei A,, die der anderen sei A,. Dann gilt A,<v’ und 


wegen des Hilfssatzes “* <™*1_ Hieraus folgt fiir jede Zahl p’ 
: 





yh 
NU) < yAtO'-1 4 (m1) 98-28 


Dies aber konvergiert, sobald 8+ #'<1 und £’<«f ist, mit wachsen- 
dem » gegen 0. Wahlt man also # und f’ so, daB diese beiden Un- 
gleichungen erfiillt sind, so ist sicher 
yf" ¥ 
lim ~*©) — 9, 

Also ist die Menge der ¢ diinn. 

Definition. Hine Menge ganzer Zahlen t soll ,,sehr dicht“ heiBen, 
wenn fiir jede positive Zahl « gilt 
lim 77°) 

v7 >o@ ad 

Jede sehr dichte Menge ist dann dicht. 


Man denke sich nun zwei unendliche sehr dichte Mengen positiver 
ganzer Zahlen steigend angeordnet 


> 0. 





£26 <6 <... 
und 
GE SE Miss 


te, , bigs Ue, ++ 


ist sehr dicht. Da namlich die Menge der t, << t, <<... sehr dicht ist, gilt 
fiir jedes positive « 


Dann gilt der Satz: 


tri 


‘¥ 





lim 
v>e “i, 
und weil die ¢ sehr dicht sind, gilt fiir jede positive Zahl # 
F i? ” 
lim —— > 0. 
">a ¥ 
Durch Multiplikation entsprechender Glieder dieser beiden Folgen he- 
kommen wir 


>0, 








Hieraus folgt wegen i, < t;, 
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bei beliebigen positiven Zahlen « und #. Daraus aber folgt: ¢;, t,, ... 
ist wieder sehr dicht. 


Die Menge der positiven Primzahlen 


Pi < Pg< Pg <--- 
ist sehr dicht, denn hier gilt 

Peat 
Unter den Primzahlen zweiter Klasse verstehen wir diejenigen Primzahlen, 
deren Index eine Primzahl ist. Wir denken uns diese wieder aufsteigend 
angeordnet und mit den Indizes 1, 2,... neu versehen. Diejenigen Prim- 
zahlen zweiter Klasse, deren Index dann eine Primzahl wird, nennen wir 
die Primzahlen dritter Klasse usw. Nach unserm Satze bildet dann jede 
Klasse von Primzahlen eine sehr dichte Menge. 


§ 2. 


Das Zerfallen von Polynomen mit einem Parameter in Faktoren, die 
eine Variable gemeinsam enthalten. 


F(x, y,2,..., ¥, w; t) sei ein Polynom in z,...,¢# mit ganzen Ko- 
effizienten. Der Grad in x sei n. F sei in x normiert, beginne also mit 
dem Gliede x”. Deshalb werden wir in Zukunft beachten, daB jede Zer- 
legung von F in zwei Faktoren mit rationalen Koeffizienten, die beide 
x enthalten und beide in z normiert sind, von selbst eine Zerlegung in 
Faktoren mit ganzzahligen Koeffizienten darstellt. Wir betrachten die 
Gleichung 

F(x, y,z,...,0,w;t)=0. 


Durch sie wird z als algebraische Funktion von y,...,¢ definiert. Da- 
durch bekommen wir n Wurzelfunktionen 2,, 7,,..., 7 
Darstellungen der Art 


Es gelten dann 


k k-1 
¥) r) = ¥ ¥ 1 ' 
z=ayytt+a", ye t+...ta%+a”—4 
y? 
Die Koeffizienten a sind Funktionen von z,...,w,t, und zwar laBt sich 
jedes a in der Form darstellen‘): 
(») (», x) £ (v, x) a 1 
Oe Oey emt Oem +... +t a 4+ —+.... 
zh 


*) Vgl. Th. Skolem, 1. c. *), 8. 32. 
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Hierin bedeuten die 6 Funktionen von den iibrigen Variablen, welche sich 
als Funktionen von diesen durch dhnliche Reihen darstellen lassen, bis 


1 
wir endlich zu Koeffizienten gelangen, welche Reihen in ¢@ sind mit kon- 
stanten Koeffizienten. 

Das Gebiet, in welchem die Reihenfunktionen, die wir so erhalten 
haben, konvergieren, sieht so aus: Zu jeder Zahl t, deren Betrag oberhalb 
einer gewissen Zahl 7 liegt, kann man eine Zahl W(t) bestimmen, zu 
jedem Paar w,t, in dem |t!/>T7 und |w| >W/(t) ist, kann man eine 
Zahl V(w, ¢) besvimmen, ..., endlich kann man zu jedem System von Zahlen 
z,...,¢t, die gewissen GréBenbedingungen unterliegen, eine Zahl Y(z,..., #) 
bestimmen, so daB gilt: Ist |t| > 7,|w| > W(t),...,|y| > Y(z,..., #), 
so konvergiert jede der Reihenfunktionen z,. 

Unter den Wurzelfunktionen 2,,..., 2, denken wir uns nun auf alle 


méglichen Arten y herausgegriffen, 0< <n. Es seien 24,, %,,.-.,%a,- Die 
iibrigen seien 2, 429 °*°9 Zag: Wir bilden dann jedesmal das Paar von 
Funktionen 


(2 — %a,)(%@—%a,)...(@—La,), (%— %e,,,)--.(% — te,). 


Im ganzen erhalten wir so N Paare von Funktionen, die wir f,, f,* 
nennen. Nun setzen wir voraus, daB F nicht in P in zwei Faktoren zer- 
fallen mége, die beide die Variable z entha!ten. Dann kann kein Funktionen- 
paar f,,f,* zwei Polynome in z,y,...,4 mit rationalen Koeffizienten 
darstellen. 

Dagegen mége fiir die ganze Zahl t,, deren Betrag gréBer als T7' ist, 
unser F als Funktion von z,y,...,w zerfallen in Faktoren mit ratio- 
nalen Koeffizienten, die beide x enthalten. Dann mu8 also ein gewisses 
Paar f,,f,* fiir t=, in ein Paar von Polynomen in z, y,..., w itiber- 
gehen mit ganzen Koeffizienten. Dann mu8 gewi8 einer der folgenden 
Fille eintreten: 

1. f, enthalt eine gebrochene oder negative Potenz von y oder z... 
oder w.°) 

2. f, ist zwar ein Polynom in z, y,...,w, jedoch ist ein Koeffizient 
nicht ein Polynom in ¢ mit rationalen Koeffizienten. 

Mége nun zunichst Fall 1 eintreten. Dann mu8 ¢, den Koeffizienten 
des Gliedes zum Verschwinden bringen, das die gebrochene Potenz von y 
oder :... oder w enthalt. Dieser Koeffizient aber hat die Gestalt 

P pri 
c_,t¢ +e_4-yt © +..., 


5) In diesem Falle ist F in bezug auf ¢t absolut irreduzibel. Hierauf gehe ich 
in § 6 noch néher ein. 
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kann also nur fiir endlich viele ganze Zahlen ¢, verschwinden. Die Menge 
der ganzen Zahlen ¢,, fiir die f, ein Polynom mit ganzen Koeffizienten 
wird, ist also in diesem Falle diinn. 

Im zweiten Falle muB8 der Koeffizient, der nicht ein Polynom mit 
rationalen Koeffizienten ist, aber die im Hilfssatze betrachtete Form hat, 
einen ganzen Wert annehmen. Also mu8 nach dem Hilfssatze auch hier 
die Menge der ganzen Werte ¢,, fiir die f, ein Polynom in z,...,w wird, 
diinn sein. Wir erhalten also: Die Menge der ganzen Werte t,, fiir die 
ein Paar f,,f,* in ein Paar von Polynomen in z,...,w mit ganzen 
Kxoeffizienten iibergeht, ist diinn. Diejenigen ganzzahligen Werte, fiir die 
die in P irreduzible Funktion F(z,y,...,w;t) in P in zwei beide z 
enthaltende Faktoren zerfallt, bilden die Vereinigungsmenge der Mengen 
der ganzen Zahleu, fiir die die Paare f,, f,* in Paare von Polynomen mit 
ganzen Koeffizienten iibergehen, »=1,2,..., NW. Also bilden auch sie 
eine diinne Menge. 

Nun habe F in z nicht den héchsten Koeffizienten 1. Vielmehr sei 
dieser h(y,...,¢). Es sei also 


F(z, y,..-, w;t) =h(y,...,¢)2"*+.... 


Wir betrachten die ganzen Zahlen ¢,, fiir die h verschwindet. Sie bilden 
eine diinne Menge. Wir setzen 


2’ = z-h(y, ..., ¢) 
und 


F* (z’, y,...3t) = (A(y,.-., #))*"* F(a, y,...3#). 


Dann hat F* in x’ den héchsten Koeffizienten 1. Ferner gilt: F zerfallt 
dann und nur dann fiir eine solche ganze Zahl ¢,, fiir die h +0 ist, in 
zwei Faktoren mit rationalen Koeffizienten, die beide x enthalten, wenn 
fiir ¢, die Funktion F* in zwei Faktoren mit rationalen Koeffizienten, 
die beide 2’ enthalten, zerfillt. Daraus aber folgt: Die Menge der ganzen 
Zahlen ¢,, fiir die F in zwei x enthaltende Faktoren mit rationalen Koef- 
fizienten zerfallt, ist diinn. Das gleiche gilt auch fiir y,z,...,w. Daraus 
folgt: F(x, y,...,w;t) habe ganze Koeffizienten und sei in P irreduzibel. 
Wir betrachten dann die ganzen Zahlen t,, fiir die F in zwei solche Fak- 
toren mit rationalen Koeffizienten zerfallt, die eine der Variablen x, y, ..., w 
gemeinsam enthalten. Ihre Menge ist diinn. 
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§ 3. 
Das Zerfallen von Funktionen mit einem Parameter in Faktoren, die 
keine Variable gemeinsam enthalten‘). 


Fiir wie viele ganze Werte ¢, kann die in P irreduzible Funktion F 
mit ganzen Koeffizienten in zwei solche Faktoren mit rationalen Koeffi- 
zienten zerfallen, die keine Variable gemeinsam haben? Es mége also fiir 
t, unser F in die Faktoren F, und F, mit rationalen Koeffizienten zer- 
fallen, so daB (wie man nach einer etwaigen Umnennung der Variablen an- 
nehmen kann) F, nur die Variablen z,y,...,r, F, nur die Variablen 
8,...,w enthalt. Wir schreiben F in der Form 


F=g,(8,..-,w,t)Po(z, y,-.-,7) +9,(8,...,w,t) P, (a, y,...,1) 
+...+9y(8,.-.,w,t)Py(z,y,...,17). 


Hier sollen die P Potenzprodukte nur von z,y,...,7, die g also Funk- 
tionen von 8,...,w,# sein. Es soll natiirlich g,(s,...,w,t) nicht ver- 
schwinden, Wegen der Irreduzibilitét von F gibt es dann in der Reihe 
G1>G9o» +++» gn ein g,, so daB gilt: FaBt man die g als Linearformen der 
Potenzprodukte Q auf, welche aus den Variablen s,..., w gebildet werden 
kénnen, so ist der Rang der Linearformen go, g, gleich 2. Daher gilt 
dasselbe fiir alle festgewahlten Werte ¢ héchstens mit Ausnahme von end- 
lich vielen. Soll nun F fiir den festen Wert ¢, in der besprochenen Weise 
zerfallen, so miissen g,, g, fiir t, in den Q@ den Rang 1 haben. Das kann 
also nur fiir endlich viele Werte ¢, eintreten. 

Soll nun F fiir ¢, iiberhaupt in P zerfallen, so mu8 das entweder 
auf die in §2 oder auf die hier besprochene Weise geschehen. Also ist 
die Menge der ganzen rationalen Werte t,, die ein Zerfallen von F(x, y,...,t) 
in P verursachen, diinn. 


§ 4. 
Das Zerfallen von Funktionen mit beliebig vielen Parametern. 


Definition. Gegeben sei eine Menge von Systemen von je 8 ganzen 
Zahlen t,,...,t,. Diese Menge soll dann und nur dann ,,dicht heiBen, 
wenn sie eine Teilmenge von Systemen enthdalt mit folgender Higenschajt: 
Die verschiedenen Zahlen t,, die in der Teilmenge vorkommen, bilden 
eine dichte Menge. Jede in der Teilmenge vorkommende Zahl t, ist in 
der Teilmenge mit einer dichten Menge von Zahlen t, gepaart. Jedes vor- 
kommende Paar ist mit einer dichten Menge von Zahlen t, verbunden.... 


*) Die vorliegende einfache Formulierung dieses Beweises verdanke ich Fraulein 
E. Noether. 
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Endlich ist jedes vorkommende System t,, ...,t,_, mit einer dichten Menge 
von Zahlen t, verbunden. Eine nicht dichte Menge von Systemen heift 
»diinn™. 

Die Gesamtheit aller Systeme von je s Primzahlen bilden offenbar 
eine dichte Menge. 

Nun sei also F(z, y,..., w;t,,...,¢,) eim in P irreduzibles Polynom 
von z,...,¢, mit ganzen Koeffizienten. Wir fassen zuniichst ¢, allein als 
Parameter auf. Dann ist die Menge der ganzen Zahlen ?,, fiir die F als 
Funktion von z,...,¢,_, reduzibel wird, diinn. Haben wir also irgendeine 
dichte Menge ganzer Zahlen ¢,, so sind darunter gewi8 solche, fiir die F 
in 2,,...,¢,_, irreduzibel wird. Wir denken uns unter diesen Zahlen t; 
herausgegrifien. Dann wird F(z, ..., w;t,,..., t-;, t?) nur fiir eine diinne 
Menge ganzer Zahlen ¢,_, in P reduzibel. Das lehrt: Die Paare ganzer 
Zahlen t,_,,¢,, fiir die F als Funktion von ¢,,...,¢,., in P reduzibel 
wird, bilden eine diinne Menge. Geht man so weiter, so erhilt man schlieB- 
lich: Die Systeme ganzer Zahlen t,,...,t,, fiir die die in P irreduzible 
Funktion F mit ganzzahligen Koeffizienten als Funktion von x,...,w in 
P reduzibel wird, sind diinn. 

Durch eine Verfeinerung der vorliegenden Methode kann man einen 
wesentlich scharferen Satz gewinnen. Bezeichnet man nimlich eine Menge 
positiver ganzer Zahlen #,,#,,... als dicht in bezug auf die ganze posi- 
tive Zahl m und die positive Zahl «, wenn fiir unendliche viele Indizes 
y gilt 

brim — ty <tr, 


und definiert mittels dieses Begriffes der ,,Dichte in bezug auf m, «“ die 
Dichte in bezug auf m,a@ von Systemen von je s ganzen Zahlen genau 
ebenso wie wir es vorhin getan haben, so gilt: Zu jedem in P irreduziblen 
Polynom F(z, y,...,w; t,,...,¢,) mit ganzen Koeffizienten gibt es eine 
ganze positive Zahl m und eine positive Zahl «, so daB die Menge der 
Systeme ganzer Zahlen t,,..., ¢,, fiir die F in P reduzibel wird, in bezug 
auf m,« nicht dicht sind. 

Hier gehen wir darauf nicht naher ein. AuBerdem méchte ich darauf 
hinweisen, da8 man durch Ubertragung des Hilfssatzes auf mehr Dimen- 
sionen allgemeinere Sitze gewinnen kann. Man kann zeigen, daB die 
ganzen Werte t,,..., t,, fiir die Funktionen F(z, y,..., w; t,,...,t,), die 
in  normierte Polynome und in y,..., w analytische Funktionen gewisser 
sehr allgemeiner Art sind, durch andere Funktionen von z, y,..., w der- 
selben Art, aber nun mit ganzen Koeffizienten teilbar sind, sehr selten 
sind. Wenn sich dies als interessant genug erweist, behalte ich mir eine 
Veréffentlichung hieriiber vor. 
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§ 5. 
Eine Umformung des Satzes auf gebrochene rationale Systeme ¢, ..., ¢,. 


z sei eine feste ganze Zahl, r,,7,,...,7, seien feste rationale Zahlen. 


7,» %,,»-++)t, bedeuten die kleinsten ganzen positiven Zahlen, C eine ganze 
Zahl, so daB 


F* (x, y, «- 2, W3 ty, +++ be) 
= Ont tf + BP (a, yy oo 0y 3 tz tate, os r,+z) 


ein Polynom in 2,y,...,w;t,,..-,¢, wird mit ganzen Koeffizienten. 
Dann ist F(z,y, cep Ok Ve +7, ny 3 r+) dann und nur dann fiir 
1 2 
ein System ganzer Zahlen ty, t,..., t? als Polynom von z,y,...,w in 
P reduzibel, wenn dies fiir F* zutrifft. Auf F* aber kénnen wir, weil 
F* wiederum irreduzibel ist als Funktion von 2, y, .-+)¢,, unsern Satz 
anwenden und erhalten dadurch: F(z, y,...,w; t,,...,t,) set ein Poly- 
nom von ©, Y,...,W; t,,ty,...,t, mit rationalen Koeffizienten und sei 
in Pirreduzibel. z sei eine ganze rationale Zahl, r,,1,,..., 17, seten ratio- 
nale Zahlen. Wir betrachten dann die Systeme ganzer rationaler Zahlen 


ee ee F(z, y,..., 0; tts +00 +5) in P als 
1 8 


Polynom von x,y,...,w zerfallt. Die Menge dieser Systeme ist diinn. 

Hat man nun im Raume der Zahlen t,, t,, ..., ¢, einen beliebig kleinen 
s-dimensionalen Wiirfel, so enthalt dieser einen rationalen Punkt r,,7,,...,7, 
im Innern. Daraus folgt nach unserm Satze, daB im Innern des Wiirfels 
auch solche rationalen Punkte liegen, fiir die F in P irreduzibel ist. 
Man wihle namlich R so klein, daB die s-dimensionale Kugel mit dem 
Radius R am (r,,...,7,) ganz im Wiirfel liegt. Dann gibt es nach unserm 
Satz ganze rationale Werte #,,¢,,...,¢, von der Eigenschaft, dab 


F(x, y,..., 03 trttseet +t) als Funktion von 2, y,...,w in P 
1 s 


irreduzibel ist, und daB |t,| > ® wees |[t,|> k wird, der Punkt 
r+ : ahvie r,+t also im Innern des Wiirfels liegt. Hieraus folgt z. B. 
nach bekanntem Verfahren’): In jedem beliebig kleinen Wiirfel des n +- 1 
dimensionalen Raumes mit den Koordinaten a,,a,,...,@, gibt es Glei- 
chungen a,2" + a,2"-1-+ ... +a, =0 mit rationalen Koeffizienten, die 
ohne Affekt sind. 

Ferner folgt beispielsweise aus unserm Satze eine Verschirfung des 
Satzes, den D. Hilbert am Schlusse seiner Arbeit ausspricht. Bei uns folgt 





”) Siehe z, B. die SchluBweise in der Hilbertschen Arbeit, Crelles Journal 110. 
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namlich: Wenn eine algebraische Funktion von ¢ fiir eine ganze rationale 
Zahl z, eine rationale Zahl r und fiir eine dichte Menge ganzer Zahlen ¢t 


an den Stellen r +4 selbst rationale Werte annimmt, so ist sie notwendig 


eine rationale Funktion. 
Die bisher abgeleiteten Resultate lassen sich natiirlich auf algebraische 


Zahlkérper iibertragen. Dies geschieht durch den folgenden leicht zu be- 
weisenden Satz: 


F(a, y, «+, Wj ty, ty,.+.,t,) set ein in dem algebraischen Zahl- 
kérper P(a) irreduzibles Polynom von x,...,t, mit Koeffzienten aus P(a). 
Gy, @,...,0, seten eine Basis in P(x). Dann kann man F ein in P 
irreduzibles Polynom 

gd RS A ee ee ee LE 
von 2, Y,..., Ug mit ganzen rationalen Koeffizienten zuordnen, so daf 
das Folgende gilt: F ist als Funktion von x,y,...,w dann und nur 
dann fiir t, = uy? a, + ... + un an, ..., ty = UP ay +... + a oy in P(ae) 
reduzibel, wenn F* fiir uy”, uf”, ..., ul?” als Funktion von z,y,...,w in P 
reduzibel ist. 

Dabei hat F* die folgende, hier sehr wichtige Eigenschaft: Wahlt 
man in jeder Zeile des Schemas 


(1) (a) () 
Uy » Ug gerry Uns 


(2) (2) (2) 
uy, » Us gree Un > 


2 ae Os 2 


eine Variable aus und gibt allen anderen Variablen beliebige rationale 
Werte, so bleibt F* als Funktion von z, y,..., w und den ausgezeichneten 
Variablen in P irreduzibel. 


§ 6. 
Zu dem E. Noetherschen Kriterium fiir absolute Irreduzibilitit. 
Von jetzt an will ich unter einer Wurzel immer eine Potenz mit 
einem Exponenten der Form ; mit ganzem positivem gq verstehen. 
Wir beweisen den folgenden Hauptsatz dieses Paragraphen: 


Satz. F(z, y,...,w;t) sei ein Polynomin z,y,...,w. Die Koeffi- 
zienten seien eindeutige analytische Funktionen von t, fiir welche t, ent- 
weder eine reguldre Stelle oder ein Pol sei. Dann kann man.iu der kom- 
plexen t-Ebene um den Punkt t, einen Kreis K beschreiben, so dap im 
Inneren von K mit etwaiger Ausnahme von t, selbst gilt: F zerjalit ent- 








it 
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weder fiir jeden Wert t als Funktion von x,y,...,w im Bereich aller 
Zahlen oder fiir keinen Wert. 

Zum Beweise zeichnen wir zunachst die Variable z aus. Der Grad 
von F in x sei n. Der Koeffizient von x” sei h(y,...,w; t). Wir be- 
trachten die Funktion 


F* =(h(y,..., w; t))""F 


und setzen x’=h(y,...,w; t)-2. Dann hat F* in x’ den héchsten Ko- 
effizienten 1. Wir wahlen K so klein, da8 darin h(y,..., w; t) héchstens 
an der Stelle ¢, identisch verschwindet. Alle inneren Punkte von KX, mit 
Ausnahme von ¢,, wollen wir als die Punktmenge K* bezeichnen. Dann 
zerfallt F in K* dann und nur dann in zwei x enthaltende Faktoren, 
wenn ¥* in K* in zwei x’ enthaltende Faktoren zerfallt. 

Durch die Gleichung 


F*(2', y,...,w; t) =0 


wird z’ als algebraische Funktion von y,...,w;¢# definiert. Ist dann K 
von vornherein hinreichend klein gewahlt, so ist es méglich, zu jedem ¢ 
aus K* eine Zahl W(t), zu jedem Paar ¢, w, in dem |w|> W(t) ist, eine 
Zahl V,..., zu jedem System z,...,w;t, das vorhergehenden GréBen- 
bedingungen geniigt, eine Zahl Y(z,...,w; ¢) zu bestimmen, so daB das 
Folgende gilt: Fiir jedes System y,...,¢, fiir das ¢ in K ist und |w| > W, 
\v|>V,...,/y| > Y ist, laBt sich jede Wurzel 2) in der Form darstellen 
k-1 
== Aegina? +... + Y 4 ai? — ; 5 
yt 

Die Koeffizienten a sind wiederum nach oben abbrechende Laurentreihen 
in gewissen Wurzeln von z,.... So kommt man endlich zu Koeffizienten, 
die nach oben abbrechende Laurentreihen von Wurzeln von w sind. Hierin 
sind die Koeffizienten nach unten abbrechende Laurentreihen von Wurzeln 
von t—t,.*) Man denke sich aus den Wurzeln 2, z3,..., 2, auf alle még- 

’) Ein Beispiel einer algebraischen Funktion von z und y, welche in keiner 
vollen Umgebung des Punktes =, y= oo konvergiert, erhalt man so: 


: -+ 
= )z'+y' = y\" + (2 
z= Ya*+y #(1+2) =2+(f)e 4 . 
konvergiert nur fiir y <= z, also kann z nicht in einer vollen Umgebung von a y=0 


konvergieren, also kann die Funktion z, die durch die Gleichung = = oder 


~~ 
- 3 
durch zy=z2z-+2zy definiert wird, nicht in einer vollen Umgebung von x= ™%, y= @ 
konvergieren. 
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lichen Arten » ausgewahlt, 0 <<» <n, etwa 24,,24,,---,%a,- Wie frither 
bilde man wieder die N Paare 


f, = (x — 2%,)...(2’— x4,), fo = (x — wi, .)... (a’ — a,). 


Die Koeffizienten dieser Polynome von 2’ sind wieder Reihenfunktionen 
von der Art, wie es die Wurzeln 2} waren. Dann zerfallt F* fiir ¢, in 
K* dann und nur dann in zwei x’ enthaltende Faktoren, wenn fiir t, ein 
Paar f,, ft in ein Paar von Polynomen in 2’, y,...,w iibergeht. Ist 
nun ein Paar f,, f* bei variablem ¢ ein Paar von Polynomen, so ist F 
fiir jedes ¢ aus K* reduzibel. Ist aber kein Paar /,, t. ein Paar von 
Polynomen, so kann F nur fiir solche Werte ¢, reduzibel werden, fiir die 
gewisse [unendlich viele!] nicht identisch verschwindende nach unten ab- 
brechende Laurentreihen in Wurzeln von t, — ¢, verschwinden’). Dies tritt 
nur fiir endlich viele Werte t, aus K* ein. Ist also K klein genug, so 
tritt es fiir keinen Wert ¢, ein. 

Fiir welche Werte ¢ kann F so in zwei Faktoren zerfallen, daB die- 
selben keine Variable gemeinsam enthalten? Hier schlieBt man genau wie 
friiher: Dies tritt entweder immer in K* oder nur endlich oft ein, oder 
wenn K* klein genug ist, entweder immer oder nie. Hieraus folgt unser 
Satz. Derselbe wird fiir den Punkt ¢,— co genau ebenso bewiesen. Wir 
verzichten hierauf. 

Hat man ein abgeschlossenes Gebiet der t-Ebene, so da8 jeder Punkt 
in bezug auf die Koeffizienten von F entweder regulir oder ein Pol ist, 
so kann man nach Borel-Heine das Gebiet durch endlich viele Kreise K 
iiberdecken. Daraus folgt, daB alle Punkte des Gebiets gleichwertig sind, 
d. h. wenn in der Umgebung eines Punktes die Funktion reduzibel ist, so 
ist sie es in der Umgebung jedes Punktes und umgekehrt. Also ist F fiir 
dieses ganze Gebiet mit endlich vielen Ausnahmestellen entweder immer 
reduzibel oder immer irreduzibel. 

Etwas genauer iiberlegt man sich leicht: Nimmt man zu den Punkten, 
in denen F reduzibel wird, noch eventuell einige solche hinzu, in denen 
der Grad von F sich erniedrigt, so erhalt man eine abgeschlossene Menge. 
Hieraus folgt: Ist F fast immer reduzibel, so kann es héchstens an solchen 
Punkten irreduzibel sein, in denen sich der Grad erniedrigt [ und, wie man 
auch fortfahren kann, das Leitglied in jeder Reihenfolge der Variablen 
herausfallt }. 

Sind die Koeffizienten Polynome in ¢, so ist die ganze Ebene ein 
fiir uns mégliches Gebiet einschlieBlich des Punktes oo. F ist also dann 


*) An dieser Stelle erhilt Fraiuleir Noether statt meiner unendlich vielen Potenz- 
reihen endlich viele Potenzreihen, die Koeffizienten der Reduzibilitétsform. 
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in der ganzen Ebene bis auf endlich viele Punkte entweder reduzibel oder 
irreduzibel. 

Man kann diesen Satz natiirlich sukzessive auf beliebig viele Pare- 
meterwerte ¢,, t,,...,#, tibertragen. 

Zum Schlu8 méchte ich darauf hinweisen, daB man auch im Falle 
des Zerfallens von Polynomen im Kérper aller reellen Zahlen ziemlich 
weitgehende Aussagen machen kann. Fiir Polynome f(z, y,..., w; t), 
deren Koeffizienten Polynome von ¢ mit reellen Koeffizienten sind, habe 
ich z. B. den folgenden Satz erhalten: Man kann auf der Geraden der 
reellen ¢ Werte gewisse Punkte A <t, <t,<... <t, <B auszeichnen, 
so daB folgendes gilt: Links von A liegen entweder nur solche Punkte, 
fiir die f reduzibel ist, oder nur solche, fiir die f irreduzibel ist. Dasselbe 
gilt fiir die Strecke rechts von B. Fiir jede der Strecken A—t?,,t, —t,,..., 
tm—1 — tm, tm — B gilt: Entweder sie besteht nur aus Punkten, fiir die f 
reduzibel ist bis auf héchstens die Nullstellen eines gewissen Polynoms in t, 
oder sie enthalt nur endlich viele Punkte, fiir die f reduzibel ist. Ich 
werde dies auf beliebig viele Parameterwerte ¢,,...,¢, iibertragen. Dab 
im Kérper der reellen Zahlen der Hilbertsche Irreduzibilitatssatz nicht gilt, 
ist klar, denn jedes Polynom einer Variablen ungeraden Grades 
a,x" + a,2"-1+ ...+a,-,2 +1 ist fiir jeden reellen Wert ¢ reduzibel. 


(Eingegangen am 26. 10. 1924.) 


Mathematische Annaien. 95 7 











Uber Ein- und Mehrdeutigkeit des Integrals eines 
Systems von Differentialgleichungen. 


Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


Herr Bompiani hat den Satz bewiesen *): 


»Die Funktion f(z, y) mége fir 0<2r<a, —bioy<b stetig sein 
und der Bedingung geniigen: 


| f(z, y,) — f(z, ¥.)|S(2,|%— Ys|) 
wobei g(z,z) eine stetige und mit z monoton wachsende Funktion ist. 
Sind dann y,, y, zwei fiir « = 0 verschwindende Integrale der Differential- 
gleichung y’ = f(z, y), 80 ist 


|v, (2) — %(z)| S2(z), 
wo z(x) das fiir 0 verschwindende Maximalintegral der Differential- 
gleichung z’=(2z,z) bedeutet. — Wenn also y(z,0)=0 und wenn 
z=0 das einzige fiir 2—0 verschwindende Integral der Gleichung 
z’=@(z,z) ist, so ist y,—y,, das Integral der Differentialgleichung 
y' = f(x, y) also einzig.“ 

Dieser bemerkenswerte Satz umfaBt das bisher weitestgehende von 
Herrn Osgood herriihrende Kindeutigkeitskriterium *) zwar nicht vollstandig, 
wohl aber mit der kleinen Einschrankung, unter der kiirzlich Herr Tamarkine 
das Osgoodsche Kriterium neu bewiesen hat*). Auf der andern Seite 


1) E. Bompiani, Un teorema di confronto ed un teorema di unicita per l’equa- 
zione differenziale y’=f(z,y). Rendiconti dell’Accademia dei Lincei, Classe di 
scienze fisiche ete. (6) 1 (1925), S. 298—302. 

*) W. F. Osgood, Beweis der Existenz einer Lésung der Differentialgleichung 


- =f (x,y) ohne Hinzunahme der Cauchy-Lipschitzschen Bedingung. Monatshefte 


fiir Mathematik und Physik 9 (1898), S. 331-345, speziell S. 344f. 
*) J. Tamarkine, Sur le théoréme d’unicité des solutions des équations différen- 
tielles ordinaires. Math. Zeitschr. 16 (1922), S. 207-213. 


O. Perron. Eindeutigkeit der Lésung von Differentialgleichungen. 99 


geht aber der Bompianische Satz iiber den Osgoodschen ganz bedeutend 
hinaus. In dieser Note will ich nun fiir den Bompianischen Satz einen 
vereinfachten Beweis geben, wobei ich auBerdem die Einschrinkung, da8 
(x,2z) mit z monoton wachsen soll, fallen lassen kann. Alsdann wird 
auch das Osgoodsche Kriterium vollstindig darin enthalten sein. Ich 
beweise den Satz aber gleich fiir Systeme von Differentialgleichungen, 
wodurch der Beweis nur um zwei Zeilen linger wird. 
I. Der Satz lautet: 


Theorem. Die n Funktionen 


f(@. Bap 2-09 Be) (» = 1, 2,...,%) 


mégen im Bereich OS xa, —bSy, <b stetig sein und den Un- 
gleichungen geniigen 


(A) \ f(z, Y3> +29 9_) — fo (2, ) Arr Y,)| < (2,2), 
z= Max|y,— Y,|, 


wobei p(x, z) fir 0S x Sa, zS0 stetig ist*). Sind dann y (x) und 
Y (x) zwei fiir «= 0 verschwindende Integrale des Differentialgleichungs- 
systems 


(B) Y) = (2. Yrs -++> Yn) (» ==1,2,...,%), 
die im Definitionsbereich — b Sy, < b bleiben, so ist fiir 0 x Sai stets 
(C) ly, (x) — ¥,(x)| S2(z) (»=1, 2,...,m), 


wo z(x) das fiir x =0 verschwindende Maximalintegral der Differential- 
gleichung z'= (x,z) ist. — Wenn also insbesondere y(x,0)=0, und 
wenn z= 0 das einzige fiir x = 0 verschwindende Integral der Differential- 
gleichung z' = p(x, z) ist, so ist y = Y,, das Integral des Systems (B) also 
einzig. 

Beweis. Eine stetige Funktion z,(z), die fir 0 <2 <a den Be- 
dingungen geniigt 


(1) D,2,(x) > p(2, 2,(2)), 2z,(0)=0, 


hei&t Oberfunktion. Wegen (A) ist p(x, z) > 0, wegen (1) also D, z,(x) > 0 
und folglich ‘ 


(2) 2,(z)>0 fir 0O<2<a. 


*) Natiirlich braucht g(z, z) zunachst nur fir 0< za, OSz< 2b definiert 
und stetig zu sein. Man kann dann aber 9 (z, z) fiir z > b irgendwie stetig fortsetzen, 
was nur den Zweck hat, der Existenz des Maximalintegrals im Definitionsbereich von 
¢y (x, 2) sicher zu sein; man kénnte das ebensogut auch durch Verkleinerung von a 
erreichen. 


7* 
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Die n Ungleichungen 


(3) ly, (x) — ¥, (x)! Sz, (z) (y =1,2,..., 2) 
sind fir = 0 richtig. Angenommen, sie wiirden nicht im ganzen Inter- 
vall 0 < 2 <a gelten, so sei € die untere Grenze derjenigen Werte z, 
fiir die mindestens eine dieser Ungleichungen falsch ist. Dann ist fiir 
alle » 


(4) ly, (€) — ¥,(€)| Sz, (€) 
und fiir mindestens einen Index vy = 4 
(5) { y, (€) — Y, (€) =z, (€) | oder 
Lu (E+h)— ¥(E+h) > 2, (E+) f 
Y,(€) — 9, (€) = 2, (§) | 
¥,(§+h)—y,(E+h) >a (F+h) J 


fiir gewisse beliebig kleine positive h. Es geniigt die erste Méglichkeit 
zu verfolgen, da andernfalls einfach y, und Y, ihre Rollen tauschen. 
Dann folgt aus (5) und (1): 

y;(&) — ¥, (€) > D, 2, (€) > w(&, % (8). 
Daher ist wegen (B) auch 

£, (Es Ys (E)s «+ +2 Yn (E)) — FE YE), ~ +s YalE)) > MCE, 2 (F)).- 
Anderseits ist aber wegen (A) und wegen (4), (5) auch 
£, (Es yy (Eds «+ +> Yn (ED) — BE Ya ld), «+ > YE) 
<(&, Max! y, (¢) — ¥,(é)|) = w(, 2,(6)), 
v=1 


was der obigen Ungleichung widerspricht. 

Hiernach ist die Ungleichung (3) im ganzen Intervall 0 <2 <a 
richtig. In (3) darf aber z,(x) jede Oberfunktion bedeuten; die Un- 
gleichung (3) bleibt also auch richtig, wenn man statt z,(x) die untere 
Grenze aller Oberfunktionen setzt; diese ist aber®) das Maximalintegral 
z(z), und damit ist alles bewiesen. 

II. In dem dem Osgoodschen Satz entsprechenden Spezialfall, da& 
p(x, 2z)=p(z) und 


(6) lim aaj = > (p(z)>0 fir z>0) 
ge 


5) Vgl. meine Arbeit: Ein neuer Existenzbeweis fiir die Integrale der Differen- 
tialgleichung y’= f(x,y). Math, Annalen 76 (1915), S. 471—484, speziell S. 479. 
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ist, sind die Voraussetzungen fiir Einzigkeit erfiillt. Hier laBt sich aber 
die Einzigkeit auch ohne Oberfunktionen beweisen. Wir definieren dazu 
eine Funktion y(z,h) durch die Gleichung 


y (z,h) 

: ah ot. 
(7) es ee" 
Wegen (6) ist offenbar 
(8) lim y(z,h)=0. 

h>o 


Nun zeigen wir, daB fiir 0<2<a dauernd 


(9) ly, (x) — ¥,(x)| < p(z, h) (» =1, 2,..., ) 
ist. Jedenfalls sind diese Ungleichungen fiir 2 = 0 richtig, weil ja augen- 


scheinlich y(0,h) =A ist. Waren sie aber nicht dauernd richtig, so hitte 
man analog wie oben fiir einen gewissen Wert é: 


'y,(€) — ¥,(€)| Sw(é, A) (y=1, 2,...,m) 


und zugleich fiir einen bestimmten Index j: 
y,(€) — Y,(&) = w(, A) 
yi(8)— ¥;(@) > [PE] 20( ye, i). 
Anderseits ist aber auch 
yi (8) — ¥, (8) =f (Es 9s (Bde - +» YE) — F(Es Ka (Eds «++ Fy (ED) 
< 7(Max| y, (6) — ¥,(€)|) = 9(v(E, h)), 
was der vorigen Ungleichung widerspricht. Daher gilt (9) im ganzen 


Intervall 0 <2 <a, und da h beliebig klein sein darf, so folgt aus (9) 
wegen (8): 


y,(%)—Y,(4)=0. W.z.b. w. 


(Eingegangen am 23. 2. 1925.) 








Uber die asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen 
linearer Integralgleichungen II. 


Von 
A. Hammerstein in Berlin. 


In der ersten Abhandlung (Math. Ann. 93 S. 113) war das asym- 
ptotische Verhalten der Eigenfunktionen eines Kerns von zwei Verander- 
lichen untersucht worden. Im folgenden soll die dort entwickelte Methode 
auf einen von vier Variablen abhing:zen Kern ausgedehnt werden. Dies 
fiihrt zu dem 


Satz: Der symmetrische Kern K(x, y;&,) habe fiir die in einem 
ebenen Gebiet S, dessen Berandung C abgesehen von einer endlichen An- 


zahl von Ecken mit sich stetig drehender Tangente versehen ist, gelegenen 
Punkte x,y und &, die Gestalt 





K(z,u;5&, "=>. logr + H(z, y; &, ) (r= Jie-8*+y- n)’), 


wo H(x,y;&) in S nebst Rand stetige partielle Ableitungen bis zur 
vierten Ordnung einschlieBlich besitzt. Dann gibt es zu jeder zu einem 
positiven Higenwert i, gehdrigen normierten orthogonalen Eigenfunktion 
g(x,y) der Integralgleichung 


p(x, y) — deff K(x, 58,0) 9(8, 0)dédn = 0 


eine Lésung w,(x,y) der Differentialgleichung 
4w,+ i, w,= 0 
derart, dap 
g(a, y)=w,(z,y)+ R,(z, y) 

ist, wobei in S gleichmapfig lim R,(x, y) = 0 gilt. 

Die fiir den Kern angegebene Gestalt ist nicht die allgemeinste, auf 
welche die Methode angewandt werden kann; doch begniigen wir uns der 
Einfachheit halber mit dem Beweis des genannten Satzes. Analoge Er- 
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gebnisse erhilt man im Raum, wo an Stelle der logarithmischen Un- 
stetigkeit die von -1_ gu treten hat. 


4ur 
§ 1. 
Hilfssitze. 

Fortan werde unter S ein ganz im Endlichen gelegenes Gebiet der 
Ebene verstanden, dessen Randkurve C, abgesehen von endlich vielen 
Punkten, mit sich stetig drehender Tangente versehen ist. 

Hilfssatz 1. Sei />1. x bedeute eine von / unabhingige Kon- 
stante. w(x,y) geniige innerhalb S der Gleichung 4w + I? w= 0 und 
es sei Sf w (2, y)dxdy <x. 

Dann gilt gleichmaSig in jedem Teilgebiet*) S, (einschlieBlich des 
Randes) von 8, dessen Punkte von der Berandung C von S mindestens 
den Abstand = haben, w(z, y) =O o(1'). 


Beweis. Unter x, y mégen die Koordinaten eines Punktes von S, 
verstanden werden. Fiir r < = liegt der Kreis mit dem Radius r um 
den Punkt z, y als Mittelpunkt ganz in 8. Infolgedessen liefert der sog. 
Mittelwertsatz*), wenn unter J,(z) die Besselsche Funktion erster Art 


4? 


verstanden wird, 
1 
(1) w(x, uy) Jp(tr) = gf w(r, 6) dd, 
0 


wobei rechterhand in w Polarkoordinaten r,# mit dem Punkt z, y als 
Anfangspunkt eingefiihrt sind. Durch Multiplikation vorstehender Glei- 
chung mit J,(Ir)r und Integration nach r zwischen den Grenzen 0 und 
a ergibt sich 

yi ; + 
Tis 


w (2, na lr)rdr= J faunw. -w(r, 0) Wrdddr. 


Auf Grund der Schwarzschen Ungleichheit folgt 


my 1 _ 


yi 27 Vi 2x 4 
Si ff fu (lr)rdddr- Jf (r, #) yravart 


1) Damit der Satz etwas aussagt, ist freilich 1 so groB zu wiahlen, daB ein solches 
Gebiet existiert. 

*) Z. B. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathema- 
tischen Physik. 2, 4. Aufl, S. 281 ff. 





| w(2, npr (lr)rdr 
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was in Riicksicht auf die Voraussetzung ff w*dady <x 
Ss 


-4 
(2) ljw(z,y)|<s at {Faran rar} 


nach sich zieht. Nun ist gemaS der asymptotischen Darstellung der 
Besselschen Funktion 


~i- 


w. z. b. w. 


Hilfssatz 2. 1, und w(z,y) mégen die naimliche Bedeutung wie 
in Hilfssatz 1 haben. Dann ist in jedem Teilgebiet S$, (einschlieBlich 
des Randes) von 8, a Punkte von der Berandung C von S min- 


destens den Abstand 5 ; haben, 


aw (zx, y) qt dw(z,y) { 


*) Es geniigt iibrigens schon att 
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Beweis. Fiir jeden Punkt z,y von S, folgt aus (1) 


; 1 
T 2a 


w(x, y) | fsstinear 3 =f J (r, @#)rdddr 





a+} v+ | i-@-0" 


— Jf wendanas, 





1 
-- i 
Pe ied jr- @-8)" 


wo auf der rechten Seite rechtwinklige Koordinaten eingefiihrt sind. 
Hieraus entsteht durch Differentiation nach y die Gleichung 


a Pf s(ir)rar 
1 
a+5 So 2 Sele ie ee 
= J (oe.v+ 5-2") -wle.y-/5-(@—8)"))ae. 


27 


Im Integral linker Hand setze man Jr =z und auf den Integranden 
der rechten Seite werde Hilfssatz 1, dessen Voraussetzungen offenbar er- 
fillt sind, angewandt; so findet sich 


eee) y) 1 faserede|= Jo 1). 


Zufolge von J,(z) > 0 fir 0<2<1, fallt fa (z)zdz von Null ver- 
i 
schieden aus, und man hat, wie behauptet 
Ow(x,y) t 
— O(l*). 
Ebenso 
jt O(l*). 


Hilfssatz 3. Fiir alle Punkte z,y und &,» innerhalb eines Ge- 
bietes S sei die Funktion F(z, y;&,) erklart und besitze stetige par- 
tielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich, die bei An- 
naherung an den Rand beschrankt bleiben‘)! Im Innern von S geniige 
w(x, y) der Differentialgleichung 4w + 1*°w=—0 und es sei 


JJ w* (2, y)dady <x, 


*) Fiir die zweiten Ableitungen geniigt es, daB SJ (4, F)* d§ dy existiert. 
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wo x nicht von / abhingt. Dann ist gleichmaBig fiir alle z, y in S 
f F(z, y; &,9)w(&,)d&dy = o(z-). 
8 : Vi 


Beweis. Aus S werde ein Teilgebiet S, mit folgenden Eigenschaften 
herausgegriffen: 1. Die Berandung (©, von S, sei, abgesehen von endlich 
vielen Punkten, mit sich stetig drehender Tangente versehen. 2. Jeder 
Punkt von S, habe von der Randkurve C von S mindestens den Ab- 


stand 1 3. Das von S, zu S komplementire Gebiet S, besitze einen 


Inhalt von der GréBe o(>;): Man sieht leicht, daB ein derartiges Ge- 


biet fiir hinreichend groBe J immer existiert. Dann wird 


(3) Sf Fwdtdn =JSf Fwdtdn+ ff Pwdédn. 


8 8, 8, 


Nach der Schwarzschen Ungleichheit und in Riicksicht auf die iiber 
w und F gemachten Voraussetzungen folgt 


(4) | [J Pwdtdn| <{ [J F'dedn-Jf wd dn}! —Of([f agdn)*) 


“(ni 
vi 
Ferner ist auf Grund der Differentialgleichung fiir w und der Greenschen 
Formel 


[{Pwaean = =} {[PAwdean 
8, ' 8; 


=~} 1 oF Ow 
— ff, Fdidn— ro {(w3z — FP) ds. 
8, é 


Das Doppelintegral auf der rechten Seite ist der Schwarzschen Ungleichheit 
gemaéB O(1), das Randintegral nach den Hilfssitzen 1 und 2 O(I*); der 


ganze Ausdruck ist also or), was zusammen mit (3) und (4) die Be- 
hauptung liefert. 


§ 2. 
Beweis des Satzes. 


Ein fiir alle Male sei 4, positiv vorausgesetzt. Aus der vorgelegten 
Integralgleichung 


vo(2,9) = Ge | [loge oe(8.n) adn + def [ A(x, ys &.n) w+ (En) Edy 
s s 
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ergibt sich fiir die 4-Ableitung 


(5) Ag, (z,y)=—A49,(@,y) +49,(2z,y), 
wobei 
(6) ®, (x,y) = Sf 4,H (x, 95 §,0)%(E,n)dé dn 


gesetzt ist. Zufolge der Schwarzschen Ungleichheit gilt fiir alle Punkte 2, y 
in S§ gleichmaBig #, (x,y) = O(1). , 

Unter G,(z,y;&,) werde eine Grundlésung von 4u + i,u = 0 ver- 
standen. Eine solche ist bekanntlich G, = — Ky (yi, Vz —§)P+(y— n)*) ’ 
wo K, die Besselsche Funktion zweiter Art bezeichnet. Fiir dieselbe gilt, 
wenn der Punkt z, y nicht mit dem Punkt é, 7 zusammenfillt, 





(7) 4; G,(z,y; &,) + 4,G,(x, y; &,4) = 0, 
und auBerdem®) gleichmafig in S 
(8) ffette.us én) dean =0 (7): 

S ¥ 


Mit Hilfe der Grundlésung stellt sich g, aus (5) in der Form 
4 
(9) @r(2,y) = m(2,9) — 3% [ [,(x,¥s 8.0) ® (8,0) dean 
8 


dar, wobei u,(z, y) fiir innere Punkte mit dem Randintegral 
aT dy, eG, 
uu = 3 I (a. tn — QD, 7) ds 
Cc 
iibereinstimmt*), und folglich im Innern von S der Gleichung 4u, + 4,u, =0 


eG 
geniigt, weil ja G, und —— dieselbe befriedigen. 


Nach (7) und der Greenschen Formel erhalt man 


hy 1 
- & {[0,0,dean = af G,-®, dé dy 
Ss Ss 


1 


=p. [[e-40,d¢dn+ (2,9) +2 [ (a. Sr @, 
8 Cc 








a® aG 
= "as : 
On F 


n 


Hier ist das Randintegral wieder eine Funktion v,(z, y), die innerhalb 8 





5) Z. B. W. Sternberg, Uber die asymptotische Integration partieller Differential- 
gleichungen, Math. Annalen 86, S. 298. 
*) Dabei gibt m die Richtung der inneren Normalen an. 
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der Gleichung 4v, + 4,v, = 0 geniigt. Nach der Schwarzschen Ungleich- 
heit und (8) wird 


ff @.-4®, di dn| <{ ff @2aedn- ff 4@3agany = °Ge =) 


Somit folgt aus (9), wenn noch u, +- ~ v, = w, gesetzt wird, 
(10) 9» (x,y) = w,(x, y) + ®,(2, +0(s-) 


wobei innerhalb S die Gleichung 4 w, + 4, w, = 0 besteht. 
Zufolge von ®,=O(1) erkennt man unmittelbar 


Sf whdxdy = 0(1). 


AuBerdem ist sofort zu sehen, daB w,(z, y), wenn sich der Punkt z, y 
dem Rande C niahert, in bezug auf x und y beschriankt bleibt. Dasselbe 


¢ 7 , ow yy D, é 1 


auch fiir die Ableitungen erster (idinins ausgesagt werden. 
Mit dem Werte fiir y,(z, y) aus (10) wird jetzt in (6) eingegangen: 


®, (zx, y)=ff4eH (2, y; &9) w, (n)dédn+Jfa.H( (x, y3&,n) ®, (&, n)dédn 


+ o(gr) 
y4 
Nach Hilfssatz 3 ist hierin das erste Integral O(4;*). ©, geniigt somit 


einer Integralgleichung der Form 
P,(x,y) — ff 4.H(2,y; &,n) D,(&,) didn =f, (x,y), 





wobei f(x,y) = O(a *) gilt. Bezeichnet '(z,y;&,7) den zu 4,H ge- 
hérigen, lésenden Kern und ¥,(z,y), Y,(z,y),.-., ¥(2,y) die ortho- 
gonalen normierten Nullésungen in z, y, falls solche vorhanden sind, so 
ergibt sich durch Auflésen, wenn unter a,, von x, y unabhingige Kon- 


stanten verstanden werden, 
(11) %, (2, = 34, ¥,(t,9) + f(2,9) + LJ 0 (x,y; &.0) fe (En) dean 


~ Se, Y,.(2,y) +O(4 ay *). 


wal 


GemiB %, = O(1) folgt hieraus 
aS 3 a, Pale, y)) dzdy = 5 Sai, 0(1 ) 
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und somit a,, = O(1). Aus (10) und (11) hat man jetzt 


(12) Pr(259) = We (249) +S ayy Pu (ey) + O(dr #). 


Daraus ergibt sich, auf Grund der Orthogonalitatseigenschaft der Eigen- 
funktionen und in Riicksicht auf Hilfsatz 3 mit F= ¥,, fiir alle In- 
dizes o, t und 4, >4, 


(13) 0= SS popedudy = ff wow dady+ Sau dep +0(a*). 
8 s wal 


Unter der Annahme, da8 die Gré8en a,, mit wachsendem » nicht nach 
Null gingen, gibe es, wie in der ersten Abhandlung gezeigt wurde (1. c. 
S. 121), eine Konstante @ und eine Teilfolge a,,, (u=—1,2,...,1r) der 
a,, derart, daB fiir je zwei Indizes o’ und 1’ derselben 


Tr 
(14) D Go’ Aen» = a? 
u=1 


ausfiele. Man kénnte dann ein rt’ so groB wahlen, daB das Restglied 
2 


O(hy ) in (13) unter 5 herabsinke, und sodann zu diesem 1’ ein o’ (> 1’) 
derart, daB 


[SJ te we dedy | << 


wird; dies ist nach Hilfssatz 3 mit F=w, médglich, da w, mit seinen 
ersten Ableitungen bei Annaherung an den Rand unter einer von 4, un- 
abhingigen Konstanten bleibt, und iiberdies 


SS (Awe) dé dn = a3 Sf w2 dé dy 
8s Ss 


in bezug auf 4, beschrankt ist. 
r 
Aus (13) wiirde dann fiir dieses Wertepaar | S’a,,,a,,| < «* folgen, 


was zu (14) im Widerspruch steht. Somit ist lim as, = 0, woraus nach (12 ) 


die Behauptung des eingangs ausgesprochenen Satzes folgt. 


(Eingegangen am 16, 10. 1924.) 





Uber die Abschnitte trigonometrischer Reihen. 


Von 


Werner Rogosinski in Kénigsberg i. Pr. 


Das Verhalten der ,,Abschnitte“ 


m 

(1) 8, (x)= P+ 2 (a,c08nz + b, sinn 2) (m= 0,1, 2,...) 
der Fourierreihe einer in <0, 2) Lebesgue-integrierbaren, im iibrigen mit 
der Periode 22 definierten Funktion f(z) an solchen oder in der ,,Niahe“ 
solcher Stellen , wo die Funktion gewisse einfache Eigenschaften (etwa 
Stetigkeit) besitzt, ist naturgemaB recht haufig der Gegenstand eingehender 
Untersuchungen gewesen. Fiir die Zwecke dieser Arbeit ist es niitzlich, 
aus der Fille der hierbei erzielten Ergebnisse etwa die folgenden besonders 
hervorzuheben: 


1. Allgemein bekannt ist der fiir die neuere Theorie der Fourier- 


reihen besonders wichtige Satz des Herrn Fejér'), wonach an jeder 
Stelle ~, wo 


(2) lim (7(€ +h) + £(E — b)) = 28 


existiert (also z. B. an den Stetigkeitsstellen und Unstetigkeitsstellen 1. Art), 
die Abschnitte wenigstens ,im Mittel“ gegen S konvergieren, d.h. mit 
wachsendem m 


: 8 (E)+ 9 (EF) +... +8m (F) 
(3) o,,(¢)-— aa +8 





gilt. Die Fourierreihe ist also an diesen Stellen, wie man sagt, C,- oder 
Cesaro-summierbar von der ersten Ordnung. 

In jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall von f(z) gilt (3) sogar 
gleichmafig. 

*) L. Fejér, Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. 58 (1904), 
8. 51—69. 
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2. Ebenso bekannt ist das als ,,Gibbssche Erscheinung“*) bezeichnete 
Verhalten der s,,(2) in der Nahe der ,,Sprungstellen“ einer Funktion, die 
etwa den ,,Dirichletschen Bedingungen“ geniig:. 

3. Gleichfalls wnter den Dirichletschen Bedingungen fiir f(x) beweist 


Herr Fejér*), da8 an einer solchen Sprungstelie ¢ (Unstetigkeitsstelle 
1. Art) die Relation 


a 
(4) tu (8+ b,) CEL M4LERO) 5 (E4O-(0—0) [ee gy 
0 





das Verhalten der Abschnitte klart. 


Hierin durchlauft h,, eine beliebige reelle Nullfolge, fiir die nur die 
Existenz von 


(5) H = lim mh,, (—co Sf H<~w) 
m>o 
vorausgesetzt wird. 


Insbesondere wahlt Herr Fejér h, = £, wo g irgendeiner der unend- 
lich vielen Werte sein soll, fiir die 


(6) [tet 


wird, und erhalt so in den Formeln 
8, (E+ £) +r +0) 


s,, (§ —£)+f(¢ - 0) 


zum ersten Male eine Methode, die Grenzwerte f(§+0) und f(é—0) 
selbst und also auch ihre Differenz, den ,,Sprung‘, aus der Fourierreihe 
zu bestimmen. 


(7) 


Auch mit H= +00, etwa h,=+ = erreicht er das gleiche Ziel. 
m 
Eine weitere einfache Methode der Sprungbestimmung erhalt Herr Fejér*), 
unter Heranziehung der Ableitungen s,,(z), in der Formel 


(8) sm(&)_ f(€+0)—fFE-0) 


m a 





®) Vgl. etwa J. W. Gibbs, Fourier’s series, Nature 59 (1898), 8. 606. — C. Runge, 
Theorie und Praxis der Reihen (1904), S. 170—180. — M. Bécher, Ann. of Math. (2) 7 
(1905—06), S. 81—152. 

5’) L. Fejér, Uber die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer Fourier- 
reihe, Journ. f. Math. 142 (1913), 8. 165— 188. 

Die Formel (4) ist in dieser Arbeit nur fiir spezielle h,, formuliert. 
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Herr Czillag*) hat in Verschirfung des diesbeziiglichen Fejérschen Resul- 
tates gezeigt, daB fiir die Giiltigkeit von (8) hinreichend ist, daB f(x) 
in (0, 22) von beschrankter Schwankung sei. 

4. Endlich seien hier noch zwei weitere, ganz allgemeine ,,Sprung“- 
formeln genannt, von denen allerdings nur die erste als Aussage iiber die 
Abschnitte der Fourierreihe gewertet werden kann. 

Nach Herrn Sidon*) gilt, wenn man statt der s,(2) ihre arithme- 
tischen Mittel o,,(2) benutzt, in Analogie zu (8) 

(9) en (t) + L8+0)-10-0) 
an jeder (Stetigkeits- oder) Unstetigkeitsstelle 1. Art, ohne weitere Vor- 
aussetzungen tiber f(z). 

Herr Lukdcs*) gibt fiir die allgemeinsten ,,Sprungstellen“ &, wo nim- 

lich nur die Existenz von 


(10) lim (f(§ +h) — f(§ —h)) =D (h>0) 
ho 
vorausgesetzt wird, die iiberraschend einfache Formel 
5m (F) D 
(11) lee a" 


Hierbei bedeutet 


(12) g,,(x) = 3(b, cosnz —a, sinnz) (m= 1,2,3,...) 
n=1 

den m-ten Abschnitt der zur Fourierreihe von f(x) konjugierten (trigono- 

metrischen) Reihe. 

In einem Vortrag auf der Innsbrucker Tagung der deutschen Mathe- 
matikervereinigung’) habe ich nun iiber einen recht einfachen Sachverhalt 
berichtet, der sich wesentlich in der Nahe solcher Stellen £, wo nach 1. 
die Fejérschen Mittel (3) die Fourierreihe summieren, beziiglich des Ver- 
haltens der Abschnitte dieser Reihe feststellen laBt. 

Sei etwa & eine Stetigkeitsstelle von f(z), so laBt sich dieser Sach- 
verhalt — zunichst einmal ganz roh — etwa so charakterisieren, dab 
in ,,geniigender Nahe‘* von ¢ und fiir ,,geniigend groBe m die Bildkurve 


*) P. Czillag, Uber die Fourierkonstanten einer Funktion von beschrinkter 
Schwankung (uwngarisch), Math. és phys. lapok 27 (1918), S. 301—308. 

5) S. Sidon, Die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus der Fourierreihe 
(ungarisch), Math. és phys. lapok 27 (1918), S. 309—311. 

*) F. Lukdées, Uber die Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer 
Fourierreihe, Journ. f. Math. 150 (1920), S. 107—112. 

*) Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung, 33 (1925), S. 87—88. 
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des m-ten Abschnitts s(x) eine ,,regelmadfige Fast-Schwingung der 
Wellenlange = *) um den Funktionswert f (€) als Mittellage darstellt. Das 


soll insbesondere auch das Folgende enthalten: Betrachtet man irgendeine 
Folge von z-Intervallen J,,, deren Langen gleich der halben Wellenlange, 


also = (oder einen (festen) ungeraden Vielfachen von ihr), sind und die 


mit wachsendem m gegen & konvergieren, so wird das arithmetische Mittel 
aus den beiden Werten von s,,(z) an den Endpunkten von J, gegen f(£) 
konvergieren. Sind dagegen die Liangen der Intervalle J, gleich der 


a 


Wellenlange ss selbst (oder einem (festen) Vielfachen von ihr), so wird 
die Differenz der Endpunktswerte von s,,(2) gegen 0 streben. 

Analytisch formuliert sich dies Ergebnis so, daB bei festem ganz- 
zahligem p und fiir jede feste reelle Nullfolge A, unter der einzigen 
Voraussetzung, daB f(z) in z= & stetig sei, die einfache Beziehung 


(13) 8q (E+ by) +(— 1)?-28, (€ + hy + 22) (1 + (— 1) £(8) 
besteht. 

Die linke Seite von (13), noch durch 2 dividiert, mége als ,,.Koppelung* 
(Summen- oder Differenzkoppelung, je nachdem p ungerade oder gerade 
ist), das in (13) liegende Verfahren als ,,Koppelungsverfahren“ gekenn- 
zeichnet werden. Fiir ungerades p ist dieses Verfahren also ein Sum- 
mierungsverfahren. 

Besondere Aufmerksamkeit, sowohl in formaler als auch, wie sich 
bald herausstellen wird, in sachlicher Hinsicht, verdienen die ,,symmetri- 
schen“‘ Koppelungen 

8m (¢-?*) +(—1)"* 6, (¢+2%) 


(14) iq (8, ) = ———___, —_—_=™, 


bei denen h,, = — f ~ gewahlt ist. 
m 


Insbesondere mag hier noch einmal der besonders iibersichtliche 
Spezialfall von (13) 


(13"*) naif; tn ee — f(&) 





eine eigene Formulierung finden. 

Ubrigens gilt (13) (nach Wahl von h,, und p) gleichmdfig in jedem 
abgeschlossenen Stetigkeitsintervalle von f(z); -eine Eigenschaft, die das 
Koppelungsverfahren also mit der Fejérschen Mittelbildung gemeinsam hat. 


*) Zur Priazisierung dieses Ausdrucks vgl. die genaueren Ausfiihrungen im § 2. 
Mathematische Annalen. 95. 8 
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Es ist klar, daS man vermége der Formel (13) auch das Verhalten 
der Abschnitte in der Nahe einer beliebigen Unstetigkeitsstelle 1. Art 
iibersieht; man braucht nur in der iiblichen Weise den Sprung vermittels 
einer speziellen Funktion vom Typus 


(15) p(x) — See) 


n=1 
zu vernichten. Das Resultat ist ein interessantes Seitenstiick zur Fejér- 
schen Formel (4). Unter der Voraussetzung (5) ergibt sich namlich 
‘ ’ - pa 
(16) 8, (€ + h,,) +(— 1)? +s. (E+ h, + p=) 


~1) £(€+0)+f(E—0) 
=—(14+(-17) 


H Hipx 
+ 1040=10-0f Fotaw gy 4 ( iy f vata, 
0 v 
und offensichtlich entsteht (16) durch zweimalige Anwendung von (4) 
mit A, und A, +F. In dieser Form gilt sie nun aber ohne jene wesent- 


lichen Einschrankungen, die die Fejérsche Formel bedingen, und leistet 
dabei ihrerseits ebenfalls alles Wiinschenswerte. 


Zuniachst gibt die symmetrische Koppelung bei ungeradem p mit 


px pz 
tn (3-5) +4 (E+) _, £E+0) 46 (F-0) 


(17) ; =— 7 (p ungerade) 








ein einfaches Summierungsverjahren an die Hand, wahrend sie bei geradem 
p = 2k vermittels 

kx 

k k ” si 

(is) 4, (¢+*2) —«,(¢- 2) +2 (re +0) -r(e-0)) | “Yau 

0 

(k ganz) 
den ,,Sprung“ isoliert. Dies letztere erreicht man iibrigens stets, indem 
man irgendeine Differenzkoppelung (p gerade; etwa h,,=0) anwendet”). 
Die Grenzwerte f(& +0) und f(€ — 0), selbst (und also noch einmal 

den ,,Sprung“) erhalt man ebenfalls aus (16), indem man H = -+-co 


bzw. — co wahlt. So liefert h, = + = die beiden Formeln 
m 


*) Man kann auch x<H<22 so wihlen, daB (16) mit p=—2 genau 
f(€+0)—f(E—0) ergibt. 
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8m (#+ =) +00(8+ ert) 








” ge? _. 78 +0) | 
) s p unger 
(ja) *™( x ee 


wahrend die entsprechenden Differenzkoppelungen (fiir gerades p) zum 
Werte 0 fiihren wiirden. Dies Resultat ist so zu deuten, da8 fiir ,,ge- 
niigend langsame“ Konvergenz der Intervalle J, gegen die Sprungstelle é 
die durch den Sprung verursachte ,,Stérung‘’ in dem_ ,,Schwingungs‘- 
verhalten der s,,(2) sich nicht mehr geltend macht. 

Im iibrigen ist der Inhalt von (16), wie auch schon von (4), natiir- 
lich als ,,Gibbssche Erscheinung‘‘ zu verstehen, hier aber merkwiirdiger- 
weise ohne weitere Voraussetzungen iiber f(x). 

Die besondere Bedeutung der symmetrischen Koppelungen (14) zeigt 
sich nun in ihrer noch weiter gehenden Wirksamkeit. So bleibt an den 
allgemeinsten Stellen (2) die Relation (13) in der Form 


px px 
8m §— — + 8 &+ eed 
(20) ( im 7 ( im) —8§ (p ungerade) 
richtig, wahrend an den allgemeinsten Sprungstellen (10) die Relation (18) 
in der Form 





kx 
ka k x\ 2 sin % 
(21) on(¢ +42) —0,(¢—"2) +2. [ ¥ au (& ganz) 
0 
giiltig ist. (21) ist iibrigens Spezialfall einer ,symmetrischen“ Verall- 
gemeinerung von (16), durch deren anderweitige Spezialisierung man noch 
die Formel 


wy CRE) _ slabs a 8) 








(als Verallgemeinerung der Differenz der beiden Formeln (19)) erzielen kann. 

Der Vergleich von (20) mit dem Fejérschen Resultat (3) legt die 
Frage nahe, in welcher Beziehung denn eigentlich die hier angewandten 
symmetrischen Koppelungen zu den von Herrn Fejér benutzten C,-Mitteln 
stehen. Zur Zeit meines Innsbrucker Vortrages bin ich diesbeziiglich 
noch volisténdig im unklaren gewesen. Die Herren Fejér und Fekete 
stellten aber noch am gleichen Tage fest, daB nicht nur bei Fourierreihen, 
sondern sogar bei beliebigen trigonometrischen Reihen aus der Anwend- 
barkeit des C,-Verfahrens an irgendeiner Stelle ebendort und mit gleichem 
Ergebnis diejentge der symmetrischen Koppelungen (bei ungeradem p) 

R* 
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folgt. Herr Fejér wurde bei dieser Feststellung zugleich zu einem noch 
allgemeineren, sehr merkwiirdigen Resultate gefiihrt: 

Sei 7x) eine beliebige trigonometrische Reihe, die fiir x= é 
C,-summierbar zum Werte § ist, so folgt fiir eine sonst beliebige reelle 
Nullfoige 





(23) «,, = 0(5) 
die Relation 
(24) So (8-t Se) + So(¥— te) — (8,,(€) — 8) cosma, — S, 


wo die s,,(x) jetzt die Abschnitte von 7'(z) bedeuten. 

(24) zeigt deutlich, daB die spezielle Wahl «, = ze (p ungerade ) 
fiir unsere Zwecke durchaus wesentlich ist. 

Die weitergehende Frage, ob nicht iiberhaupt fiir beliebige trigono- 
metrische Reihen das C,-Verfahren und das Verfahren der symmetrischen 
Summenkoppelung dquivalent sind, blieb in Innsbruck noch ungeklirt. 
Sie wird in dieser Arbeit fiir den Fall p =1, a. h. also fiir die Koppelungen 


u(t-si)em +e8) 
2 

bejaht werden*®). So riicken die angefiihrten, auf den ersten Blick viel- 
leicht verbliifiend wirkenden Ergebnisse erst in die richtige Beleuchtung. 

Endlich hat Herr Fekete, ebenfalls bereits in Innsbruck, gefunden, 
da8 auch an denjenigen Stellen , wo eine trigonometrische Reihe 7'(x) 
von hdherer ganzzahliger Ordnung & C,-summierbar ist, gewisse recht 
einfache symmetrische Abschnittskoppelungen mit gleichem Erfolg ange- 
wandt werden kénnen. Er will hieriiber selbst gelegentlich berichten”). 


(14*) x,,(¢,1) = 








”) Fiir p >1 ist die Frage der Aquivalenz noch nicht geklairt; ihre Bejahung 
erscheint mir sehr unwahrscheinlich 10°). 

10°) Zusatz waihrend des Druckes. Fir p>1 ist keime Aquivalenz vor- 
handen. Wenn aber 7(&) itiberhaupt (-summierbar ist und mittels x,,(&, p) zum 
Werte S summiert wird, so ist sie auch C,-summierbar zum gleichen Werte. Vgl. 
die in 11") angekiindigte Arbeit! 

11) In einer friiheren Arbcit (Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Math. 
Zeitschr. 20 (1924), S. 280-320) wurde ich bei der Beschiftigung mit Dirichletschen 
Reihen zur Bildung einer Variante der bekannten Rieszschen Mittelbildung gefiibrt, 
ohne sie direkt als Summierungsverfahren zu benutzen (rechte Seite von (85) auf 
S. 315). Diese Variante stellt ein Koppelungsverfahren dar, dessen Klirung ich in 
einer spateren Verdéffentlichung11*) durchzufiihren hoffe. Auch die von Herrn Fekete 
gefundenen symmetrischen Koppelungen héherer Ordnung wiirden sich dann sinn- 
zema8 auf Dirichletsche Reihen iibertragen lassen. 

11") Zusatz wihrend des Druckes. Genauere Untersuchungen von Koppe- 
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Die vorliegende Darstellung ist so gegliedert, daB in einem ersten 
Paragraphen ,,symmetrische“ Koppelungen etwas allgemeinerer Art fiir 
beliebige trigonometrische Reihen in der oben genannten Richtung be- 
handelt werden, Der Fejérsche Satz (24) und Aquivalenzsiitze in Be- 
zug auf Konvergenz und C,-Summierbarkeit werden bewiesen Die ,,Diffe- 
renzkoppelungen“ dagegen lassen sich in Verbindung zu den_,,konju- 
gierten“ Reihen bringen; doch werden hier Aquivalenzaussagen nicht 
erzielt. Im iibrigen ist das Ausma8 der ganz elementaren Untersuchungen 
dieses Paragraphen durch den Gesichtspunkt der zweckmaBigen Beleuch- 
tung des Folgenden absichtlich*"") beschrinkt. 

Der § 2 endlich bringt, ausgehend von der klassischen Dirichletschen 
Integraldarstellung fiir s, (2), die Anwendung allgemeiner Koppelungen 
aus (13) bei den Fourierreihen und damit die angefiihrten Sitze iiber das 
Verhalten der Abschnitte dieser Reihen. 


§ 1. 
Es bezeichne 
(25) T(z)= > (a, cosnz +- b, sinnz) (x, a,, 5, reell) 
n=0 


eine formal gebildete trigonometrische Reihe. Unter ihrer ,,konjugierten“ 
Reihe soll dann 
(26) T (x)= } (b, cosnz — a, sinnz) 


n=0 
verstanden sein. 


Fiir m = 0, 1, 2, ... setzen wir (unter unwesentlicher Anderung von (1)) 


(27) tq (2) = 3(a, cosnz + b, sinnz) 
und oe 
(28) 8, (2)= 3 4,(2), 


doch soll fiir z= 0 statt «,(0) und 8, (0) auch kurz s, und S,, gesagt 
werden. Endlich bedeuten die iiberstrichenen Symbole stets die ent- 
sprechenden Bildungen bei der konjugierten Reihe. So wiirde z.B. die 
Relation S,,=o(m) die C,-Summierbarkeit der konjugierten Reihe fir 
x=0 zum Werte 0 ausdriicken. 

Wir beweisen nunmehr einige einfache Siitze, die sich auf ,symme- 
trische Summenkoppelungen“ der ,,Abschnitte“ s(2) und deren Verhilt- 
nis zu den Konvergenzfragen bei der Reihe (25) beziehen. 


lungsverfahren erscheinen demnichst unter dem Titel: ,Reihensummierung durch 
Abschnittskoppelungen“ in der Math. Zeitschr. 
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Satz 1. Es durchlaufe 

(23) «,, = 0(+) 

eine Folge reeller Zahlen. 


Wenn T(x) fiir x=& zum Werte S konvergiert, so gilt auch 
(29) 8m (E + Sm) + 8m (FE — Sm) | 





Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann § = 0 und S = 0 
gewahlt werden, andernfalls man 7,(x) = T7T(x+ §&)—S betrachte. Es 
ist also 


(a) 8, = 0(1). 
Wegen der fiir m >1 richtigen Identitat 


(b) So (0) ¥ fof Se) hen, cos ne, 


n=0 
m~—1 
= D>) 8, (cos n@,, — cos(n +-1)@,,) + 8, cos ma,, 
n=0 
m1 
= 2sin™ = Ss, sin (n + 5) ey + 8,, cos me,, 
=0 
folgt aus (23) und (a) 2 
m—1 
(c) Sale) + tet 49) —0(2)-0( 31) +0(1) = 011). 
v4 
Satz 2. Es sei 
(30) «,,=0(+).") 


Behauptung. Aus (29) folgt Konvergenz von T(x) fiir x= zum 
Werte 8. 


Beweis. Wieder darf = S = 0 angenommen werden. Dann folgt aus (b) 


. & 
2sin—™ ™-1 


(d) ®a= — soamaz’ ay Safin (n+ 3)a,,+0(1), 


**) Wie die Beweismethode des folgenden Satzes 5 sofort zeigt, kann (30) sogar 
durch eine Beschrankung | ¢m |S x bei geeignetem kleinem K ersetzt werden. Durch 


eine genauere Ausnutzung dieser Methode zeigt sich, daB K <5 gewahblt werden 
darf, welche Bestimmung ich einer Mitteilung des Herrn Fekete verdanke 12°). 

12°) Zusatz wihrend des Druckes. Eine verfeinerte Beweismethode zeigt, 
da8 der Satz sogar fiir K<5 richtig ist; fir K=> siehe aber Satz 5. Vgl. 11°)! 
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also wegen (30) fiir geniigend groBe m 


1 1 
(e) \8,,| Sam K+ 7X, = K,,; 
wo 
m—1 
(f) K,, — Max |», 
n=0 


gesetzt ist. 
(e) bedeutet aber zunichst 


(g) 8, = O(1), 
und jetzt ergibt (d) sogar weiter 


m—1 
(h) s,=0(3)-0( 5'1) +0(1) =0(1), 
n=0 

Zusatz. Aus Satz 1 und 2 folgt unter der Voraussetzung (30) **) 
die Aquivalenz des ,,Koppelungsverfahrens“ (29) mit Konvergenz. 

Wir gehen jetzt zur analogen Untersuchung der symmetrischen Koppe- 
lunge. (29) in bezug auf das C,- Verfahren (statt Konvergenz) iiber und 
beweisen zunichst den schon in der Einleitung genannten Fejérschen 

Satz 3. Es sei T(x) fiir x=& C,-summierbar zum Werte S, d. h. 
€8 set 


Bn (é 


Dann besteht, unter der Voraussetzung (23) fiir die «,, die Relation 
‘ 8m (5 + Gm) + 8m (EF — Om 
(24) So ten 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf § = S = 0, also 
(31) in der Form 


(i) S,, = 0(m) 
vorausgesetzt werden. Aus (b) folgt durch nochmalige partielle Summation 
fir m>2 


= (8,,(€) — 8) cos ma,, — 8. 





m—2 
. 8m (Cm) + 8m (— Cn) o Gy %? : 1 : ie 
i) = + (-—«@ = Bain FD 8, (sin(n + 3), —sin (n+ $)«,) 
+2sin* 8, _,sin(m—+)«,,+6,,cos ma, 
m—2 
= — 4sin? = SS, cos(n +1)«, 
n=0 


+ 2 sin “> sin (m —- se S,,-1 tH 8, COS MH,,, 
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also 





— COS MG, °8,, 


)-0( 3°») +0(2)-o(m)= 011) 


(k) so (Sa) + 50 (— en) 


=0( 


1 
m? 





Der Spezialfall 


(32) c= 


3|3 


(p ungerade) 
soll im Hinblick auf unsere Ziele besonders formuliert werden als 


Satz 4. Es sei T(x) fiir x = & C,-summierbar zum Werte S. Dann gilt 


(445) +0 ($2) 


(33) 5 — § '%) (p ungerade). 





Anmerkung. Dieser Spezialfall ist, wie bereits in der Einleitung 
gesagt, zuerst und zwar gleichzeitig von den Herren Fejér und Fekete 
gefunden worden. Die Formel (20) der Einleitung ist also eine fast un- 
mittelbare Folgerung des Fejérschen Theorems (3). 

Nunmehr soll fiir den Fall p=1 die Aquivalenz des symmetrischen 
Koppelungsverfahrens (33) mit der O,-Summierung bewiesen werden, 
d. h. wir behaupten den 


Satz 5. Aus 


on (8 +2) +5, (¢—-~) 
(38*) ( in) ( 2m + §%) 
folgt, daB T(x) fiir x =£& C,-summierbar zum Werte S ist. 
Beweis, Wieder sei = S=0. Dann folgt aus (j) 





m—2 
(1) — dein’ 7, 2 8,.000(n +1)5— + 2sin ~ cos ~— 8,,_,=0(1), 
oder 
m—2 
(m) S,,.= 2tg~ Dd’ S,cos(n +1) 5~ + 0(m). 
n=0 
Mit 
(n) K = Max| Sn 
nu a<o ("+1 





8) Herrn Fekete verdanke ich die folgende Bemerkung: (33) bleibt giiltig, wenn 
man «,, statt durch (32) in der etwas allgemeineren Form tn = F— +0 a 
(p ungerade) wahit, wie unmittelbar aus (24) ersichtlich ist. Setzt man 
im +5, so bleibt nach Herrn Fekete’ fiir esK<*=* die entsprechende 
Aquivalenzaussage des Satzes 5 richtig. 


ln = 
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findet man hieraus wegen 


x x 1 
fiir geniigend groBe m 
m—2 
1 
(p) |S,.-1] S1,6-5--K,,- 5’ (n +1) +0,2-m-K,, 
n=0 


= (0,8(m — 1)+0,2m) K, <mK,, 
also zunachst 


(q) S,, = O(m). 
Sei jetzt 
(r) K(v) =obere Grenze der | _* | fiir n> vy. 


Bei festem » folgt nunmehr aus (m) fiir alle geniigend groBen m > v + 2 


m—2 
| S,,- ie E K(r) S S’?(n+1 ve MS 2 31(n +1) + 0,05 K(») m 
alone n=0 
S 0,8 m K(v) + 0,05 m K(v) + 0,05 m K (v) 
= 0,9m K(r), 
also fiir diese m 
(t) K(m)<0,9-K(y). 
Dies ist offenbar, da » beliebig ist, mit K(m)—0 oder 
(u) S,, = 0(m), 


wie behauptet, gleichwertig. 

Anmerkung. Fiir p > 1 versagt ersichtlich, wegen ** => ss >1, die 
eben benutzte Beweismethode. Es erscheint mir sehr fraglich, ob fiir 
diese p die Aquivalenzaussage méglich ist’®). 

Zum Schlusse dieses Paragraphen seien noch, nur um eine gewisse 
Klarung ihrer spiteren Brauchbarkeit zu erzielen, die entsprechenden 
symmetrischen Differenzkoppelungen besprochen, deren Behandlung ganz 
von selbst zur Betrachtung der konjugierten Reihe 7'(z) fiihrt. 

Hier stehen in einer gewissen Analogie zu Satz 1 und 3 der 

Satz 5. T(x) sei fiir x= konvergent. 

Dann gilt unter der Voraussetzung (23) tiber die a, 

(34) By (F + &,) — 8m (FE — %q) —> 

und der diesen sitilinai 
Satz 6. Es sei T(x) fiir x=€& C,-summierbar zum Werte 8. 
Dann gilt unter der Voraussetzung (23) diber die «,, 





(35) to (E+ Gm) — ta (E— He) _ (5, (2) — 5) sin ma, 0. 
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Anmerkung. Man beachte insbesondere fiir «,, = ae " (k ganz) 





(350 w (0482) ~1.(¢~18) 0 
und etwa fiir «, = ores (k ganz) 
Gb+8)s _ (4k+8)a 
(35b) sa(F+ im oa (§— a rer 


Der Beweis soll sogleich fiir den allgemeineren Satz 6 gefiihrt werden. 
Wir diirfen offenbar auch hier, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, 


—€=0 und S = 0 wihlen, also 
(v) S,, = 0(m) 


voraussetzen. 
Man findet durch zweimalige partielle Summation fiir m > 3 


m 
tw) 8m (Gm) — 8m (—%m) __ 2b, sin ne, 





2 
m—1 
a 2 &m ra lLés ; 
= — 2sin-> g,, cos ( 5) %m + §,,8in m ee, 
a=1 
m—1 
a &m . 
= — 4sin* 3 ze S, sin(n + 1)a,, 


1 


— = 1 rd os 
— 2 sin <* cos (m — ar @,, Sm—1 + §,, 8 Me, 


sqsinme, + 0(1)-o( 3’ n)+o(3 ) o(m) 


= §, sinmea,,+o0(1), 


I 


wie behauptet. 
Die Satze 5 und 6 lassen sich iibrigens nicht zu Aquivalenzbehaup- 
tungen umkehren""), So ist z. B. fiir die trigonometrische Reihe 


x 


2 as sinnz 
(36) T(2)= Tog’ 
welche die iiberall gleichmaBig konvergente Fourierreihe einer stetigen 
Funktion ist, offenbar sogar fiir beliebige «, — 0 
im (&m) ~ 8m (— Sm) 


2 = 8,,(@,,) 0, 


wahrend 7'(x) in = 0 nicht C,-summierbar ist. 





4) Man kénnte auch a, = ee +0 Ee) mit gleichem Erfolge benutzen (vgl.**)). 
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§ 2. 

Die Allgemeinheit unserer Betrachtungen wird von jetzt ab insofern 
eingeschrankt werden, als die bisher beliebigen trigonometrischen teihen 7' (x) 
Fourterreithen einer Lebesgue-integrierbaren Funktion sein sollen; auch 
wird die ,,Spanne“ 2a, der anzuwendenden Koppelungen stets ein ganz- 
zahliges Vielfaches der halben ,,Wellenlange“ = sein. Andererseits werden 
wir jetzt auch unsymmetrische Koppelungen betrachten und uns so die- 
jenige breitere Grundlage verschaffen, auf der das Verhalten der Abschnitte 
einer Fourierreihe in der eingangs skizzierten Richtung untersucht werden 
kann. Auch die Bildung von Differenzkoppelungen wird sich jetzt erst, 
bei Fourierreihen, als durchaus zweckvoll erweisen. 

Es sei also im folgenden f(x) eine in (0,22) Lebesgue-integrierbare, 
im iibrigen mit der Periode 22 definierte Funktion von x und 7'(2x) in (25) 
ihre Fourierreihe **). 

Sodann sollen bei ganzzahligem p und reellem h die zu betrachtenden 
»Koppelungen“ durch 


Sm (2 +h) +(—1)?-* sy (2+n+22) 





(37) X(t, p,h) = 5 
erklart sein. Es sind ,,Summen- oder Differenzkoppelungen“, je nach- 
dem p ungerade oder gerade ist. Mit h=h, = — Fr enthalten sie als 


Spezialfall die ,,symmetrische* Koppelung (14), die wie dort kurz mit x,, (x, p) 
bezeichnet werde. 

Alle unsere Ergebnisse beruhen wesentlich auf der Abschitzung des 
folgenden 


Hilfssatz. p set eine feste ganze Zahl, h eine variabel gedachte 
reelle Grofe. 

Zu jedem e>0 gibt es ein 0<4=A(e)<a, und sodann nach 
Auswahl eines beliebigen 0 << 5 < A ein 0 < H= H(6) undein M= M (6,8), 
so dap fir alle |h| < H und allem=>M 


; en Re SF | 
(38) x; | f(t) ete —_ ———_— (Sn —t)dt 


4 


2 __sinm(h—t) 
FOr recanted 





wird. 





15) Der formale Unterschied gegeniiber der in (1) benutzten, sonst iiblichen 
Schreibweise ist unwesentlich. 
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Beweis. e>0 ist gegeben. Wir zerlegen bei zunichst beliebi- 
gem 0<d<a 





a 
(a) J=> Jr(e| ctgh=* — ete - — pein (h — 8) 48 








~# fro Haas 7 ae h —t)jat 
7 
1 b+S-8 1 | 
tate (ota = *— gq) — (ete 5 7 —) pein (a2) 
2 im 





2 
sab 2 fr sin m(h —t) dt+J, =J, J. 


"J, a-0(a+85-t) 


Nun gibt es eine numerische Konstante C, so daB fiir 0<|#|/< > 


(c) letgo—+ | <0 

ist, und wir waihlen 0 < 4 = d(e)< 2 so klein, daB fiir alle 0<56< 4 
5 

d Cl F(t) \at<- 

(d) x |) \f()idtss 
“8 

wird. 


Sei ein solches 6 jetzt genommen. Dann gibt es offenbar ein 0 < H, (6) 
und ein M, = M, (4), so daB die Abschitzung (c) in J,’ fiir alle |h| < H, 
und alle m > M, anwendbar wird. Sie liefert 











5 
(e) |< t-20f |r) dt<>. 
Sodann ist weiter “9 
-4 a 
(f) 4i=|yesin ga (J+ fre —. at) 
A ng Atte 71 
cin > sin — + 
<Feea Jira 
4-8 


fiir geniigend kleine |h| < H(6)(< H,) und geniigend groBe m > M, (6) (> M,). 
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Wahlt man endlich noch m > M(6,e) (> M,), so wird auch 


(g) IAlSs 
und also fiir alle |A| < H und alle m>M 
(h) J, — Js | =|F' +I,| Se, 


wie behauptet. 
Als erste unmittelbare Folgerung ergibt sich der 
Satz 7. Hs sei r>0O fest, und in ( —r,&-+-1r) gelte 


(39) if(z)| SK. 
Behauptung. Wenn o 
fin = 2 | |_ee. 
(40) r=T(p) =} {| 222%, du 


gesetzt ist, gibt es zu jedem e>O0 ein H(e)>0 und ein M= M(e), 80 
dap fiir alle |\h| <H und alle m=>M 

(41) lu (Es, h)| $K-T(p) +e 

wird. Insbesondere ist also, wenn h=h,, eine beliebige reelle Nulijolge 
durchlauft, 


(42) lim | x,,(¢, p, h,,)| < K-I'(p). 

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf § = 0 gewiahlt 
werden, anderenfalls man f(2+é) betrachte. Bei beliebigem reellen y 
ist bekanntlich 


Lf aati s 





(43) 8,,(%) = 5- ——.— dt 
yas sin —>— 
r+ y+ 
= 3 {F(t ots =‘ sinm(2—t)dt-+g- | f(t) co8m(2— t) dt, 
also ae sia 
y+ 
1 h-t. 
on (h) = [ f(tdotg —y- sinm(h — t) dt 
poe 
+3, | f(0) cosm(a —1) at, 
° y- 
(1) \ me ee «eer 
(—1)?*e., (+22) =— Xf t(t)otg ——— sin m(h —t)dt 
y~-7 


y+ 
1 


— 2 | F(t) 08m (ts — t)dt 


y-* 
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und daher mit y = 0 


a+ 2% + 





(44) x (0, p,h)= ZL Jrinfoa"s! — ctg | sin m (hs — t)dt. 


Es sei e > 0 vorgegeben. Nach dem Hilfssatze kann man 6 = 6(¢) <r 80 
wihlen, daB fiir alle geniigend kleinen |A| < H(d) = H(e) und alle ge- 
niigend groBen m > M(6, e) = M(e) 


4 





' ae 
(i) rn (Os Ps) — 2 f r(t)— SM O—9 _at| <0 
2m ”, an( +22 _ t) | 
wird. 
Mit 
é «x 
(k) fe Jr yeni betel J Sota) lat 
S (h— t) (a+ 22 -o \(h—t)(h+"=—¢) 
oi ge : sin % su~Z | sin pu du= KI‘ 
So sreteai |* om u(u+ x) | bac P) 





ist also der Satz bewiesen. 


Zusatz. Es sia A<a<b<B und f(x) durch (39) in <A, B) 
beschrénkt. Dann ist (41) tiberdies noch gleichmafig in allen — aus 
<a, b> erfiillbar. 


Beweis. Fiir alle aus (a,b) kann das r des Satzes 7 offenbar 
gemeinsam gewahlt werden. Bei der Durchfiihrung des Beweises dieses 
Satzes, wo also fiir jedes solche ¢ die Funktion f; (x)= f(a + &) betrachtet 
wird, zeigen (d), (e) und (f) unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung. 

Satz 7 deckt den Einflu8 der Beschrinkung (39) auf das Verhalten 
der Abschnitte s, (2) in der ,,Nahe“ von — auf: 


Es bezeichne, bei festem p, J,, irgendein Intervall der Lange ze . Dann 


gibt es ein Intervall J um é, so daB die zu den Intervallen J,, gehérigen 
Abschnittskoppelungen x, (&, p,h) gleichmdfig beschrankt bleiben, wenn 
nur wenigstens ein Endpunkt von J, nach J fallt. Durch Verkleinerung 
des Intervalls J kann diese Aussage im Sinne von (41) prazisier. werden; 
man kann dies als eine interessante Erginzung zu dem bekannten Fejér- 
schen Resultate*) ansehen, wonach die s,,(2) in x= € und in einer ge- 
wissen Umgebung davon wenigstens ,,im Mittel“ beschrankt bleiben. 


Wir beweisen nunmehr das Hauptresultat dieser Arbeit, den 
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Satz 8. Voraussetzung. f(x) sei in x= € stetig. 

Behauptung. Zu jedem e> 0 gibt es ein H(e)>0 und ein M(e), 
so daB fir alle |h| < H und alle m= M bei festem p 

_1)?-2 7 

(45) a (> BP, b) 2+" p(2)| <0 
wird. 

Insbesondere ergibt sich so fiir jede Nullfolge h,, die (in der EHin- 
leitung unter (13) zitierte) Relation 


(46) Xm (85 Py fy) —e LP (8), 28) 


Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann f (¢) = 0 voraus- 
gesetzt werden, anderenfalls man f(x) — f(é) betrachte. Die Behauptung 
lautet dann (gemeinsam fiir gerades und ungerades p) 

(1) |%,(&,p,&)| Se 
fiir die genannten A und m. 
Nun gibt es (wegen der Stetigkeit) ein r=r(e), so daB in (—r,é+r) 


(m) — If(=)| Sarqy 


wird. Nach Satz 7, Formel (41), existiert also in der Tat ein H = H(r,e) = H(e) 
und ein M= M(r,e)= M(e), so daB fiir alle |h| < H und m= M 


" e é 
(n) | Hm (Es p,h) Sarg T(?)+a=8 
wird. 
Durch diesen Satz ist jetzt der Sachverhalt klargelegt, der es gestattet, 
wie in der Einleitung geschah, von einem ,,regelmdfigen Fast-Schwingungs- 
verhalten“ der s,(2) in der Nahe einer Stetigkeitsstelle ¢, und zwar mit 


der ,,Wellenlange“ as, zu sprechen. (45) besagt namlich folgendes: 


Zu jedem e > 0 gibt es ein Intervall J = J, um &, so daB bei festem p 
fiir alle Intervalle J, der Lange r mit geniigend grobem m—> M(e), 
wenn nur wenigstens ein Endpunkt in J liegt, die zugehérigen Koppelungen 


von dem Werte f(&) oder 0 (je nachdem p ungerade oder gerade ist) um 
weniger als ¢ differieren. 


Ist z. B. p wngerade, so miissen fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 bei 
geniigend schmalem J, die Differenzen s, (x) — f(£), genommen an den 


%) Wegen Xm (E, 2p, hn) = %m (E, P; Nin) — *m (e, P; hy +22) wiirde es geniigen, 
(46) fiir ungerades p zu beweisen. 
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beiden Endpunkten eines beliebigen der in Betracht kommenden J,,, schlieB- 
lich, bis auf einen méglichen Fehlerbetrag <2, einander entgegengesetzt . 
gleich sein. Bei geradem p dagegen kénnen die beiden Endpunktswerte 
von 8,,(2) héchstens um den Betrag « voneinander differieren. 





Die Charakterisierung ,,Fast-Schwingung“ der ,, Wellenlange“ de diirfte 


also den so prazisierten Sachverhalt anschaulich treffen; die ,,Regelmapig- 
keit dieser Schwingung sehe ich darin, daB ja die Intervalle J,,, die zu J, 
gehéren, im iibrigen eine ganz beliebige Lage haben diirfen. 

Aus diesem Schwingungsverhalten der s,,(z) kann man iibrigens noch 
ein anderes beachtenswertes Resultat unmittelbar ablesen: 

Ist f(x) in x= stetig, und stellt man, wie tiblich, den Funktions- 
verlauf y= f(x) in einer x, y-Koordinatenebene dar, so wird in jedem 
Falle von den Bildkurven der s,,(x) mit wachsendem m ein Stiick auf 
der Geraden x = & approximiert werden, welches symmetrisch zum Bild- 
punkte (x2 = &; y= f(&)) legt. 

Satz 9. Voraussetzung. f(x) sei in <a, b) stetig. 


Behauptung. (45) ést noch tiberdies gleichmapig in den & aus <a, b) 
erfiillbar. Fiir alle Nullfolgen h,, mit \|h,,| << H,,, wo H,, eine feste positive 
Nullfolge ist, gilt also auch (46) gleichmdafig in diesen h,, und fiir alle 
— aus <a, bd). 

Beweis. Zunachst kann man ein Intervall (A, B) mit A<a<b<B 
und eine Konstante K so wiahlen, daB in <A, B) 


(39) \f(z)| SK 
erfiillt ist. 


Nach dem Zusatze zu Satz 7 (vgl. den Beweis, Formel (j)!) lat 
sich daher ein beliebig kleines d= 5(e) annehmen, so da® fiir alle ge- 
niigend kleinen |h| < H(6) und alle geniigend groBen m => UM, (4, e) 





é 
(0) lm (E, Pp, h) — 1(s-+ 6) — nO atl $5 
| fm | (h—t) (b+ 25 —1) . 


wird, zugleich fiir alle — aus <a, b) 
Sei 6 = d6(e) iiberdies so klein gewahlt, daB fiir |¢}| <4 


(p) If(¢+8)—1(8)| Seo) 


wird, gleichmafig in den & aus (a, by. Dies ist wegen der gleichmafigen 
Stetigkeit von f(z) in <a, b) méglich. 
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Mit diesem 4 und den zugehérigen H(d)= H(e), M,(d, e) = M, (e) 

folgt jetzt aus (0) fiir alle |h| << H und m2 M, gleichmiBig jn den ¢ 
a 

x,,(€ DP, h) — efte) sin m (h —t) 


@ 4 (h—) (b+ 22 —¢) 








“ 








fit-+ 2) — £48) —ee=2 at|+5 
& fc ) (h—t)(h+2%—t) . 





‘ tf cam (h— § $C gl Lm 
<5T@ tm on (nak >| a aT) (Pt e= 5 


also weiter fiir geniigend grobe m > M(e) (> M,), wenn noch H < 6d ge- 
nommen wird, 


. «(8 p, _ pre) sin m (h—t a 
e) )— "tm , (h—t) (h+2% -t) 


sale(f+f— mated ai) +4 























) (4+ 22 -¢) 
™ (h—8) 
K oi _sinpw Qe 
27 f + J wera) |e*| tt 
™ (8+h) 
|p| 
pit- 8) 
K sin pu Qe 
$7 J 34 aaa au] + Se 








Mit 


(s) z f sin m (h—t) a—t f sin u de 


, (h—t) (4427+) u(u+pa) 


=ie{ f tee - f Be] 


° a 1 oe) p-1 
=3: oN du{1+(— 1)” yoitC 


ist daher in (r) die Behauptung bewiesen. 


Mathematische Annalen. 95. 9 
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Wir gehen jetzt dazu iiber, das Verhalten der Abschnitte s, (2) in 
der Nahe einer Unstetigkeitsstelle 1. Art zu untersuchen; dabei sollen aber, : 
der Einfachheit halber, ,,GleichmaBigkeitsfragen“ nicht mehr behandelt 
werden. Indem man in der iiblichen Weise den ,,Sprung“ der Funktion 
eliminiert, ergibt sich aus Satz 8 fast unmittelbar der 
Satz 10. Voraussetzung. f(x) besitze in x=€ eine Unstetigkeit 
1. Art. 
Behauptung. Wenn fiir die Nullfolge h,, 


(5) H = limm-h,, (-w SAsw) 
existiert, so gilt 





1+(—1)?~' f(€+0)+f(g—0) 





(16) x, (€; P; h,.)—> : 5 id > 

¥ H+pa 
4 (G29—fu- | aM ay (sr f sm au, 
’ 0 
Beweis. Mit 
{ (-+0)—f(&—0) ae * 
(¢) g (2) — CET FER), Smeaton f 
n=1 
ist 
(x) — g(x) oa 
(u) f(x) =f’ 9( fiir x  ¢ (mod 22) 


f(E+0)+ f(E—0) 
2 


in «= & stetig. 
Aus (46), angewandt auf /,(z), folgt also 


0)— 0) 
(v) aa (@.9,8,)— Ete fe-© | S- 


® sin the -+(—1)?7? sin» (hy +22) 




















n 
n=1 
14(-1)?-'_£(840)4(8-0) 
TS. ; , 
Mit 
nm F sin (2m +1)4 
> -f( --+- Pesug lags -I- ———*dy -F5, 
+. Se : ani 2sin 3 
m sin thy +(~1)?~* sin m (hy + 2* ) 
(x) Terie 
n=1 ” 
hn +?= f x 
Ap sin (2m +1) 5 ha +(—1)97"(hy + 2%) 
—(J+t-ar" J — dy) — — 2 ™ 
3 2sin ¥ 


2 } 


| 
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An Me dn (om 18 
~(fecur fata) 
hy i} 
_ Sai sin(2m-+1)${ — Vay) + 0(1) 
o sin 3 


(m+3) (er) 
Li of +(-1)" sin du) + 0(1) 
H+px ' 


~(f+ —1)" I sin du) +0(1) 


ist daher der Satz bewiesen. 
Wir nennen noch einmal die schon in der Einleitung erwahnten 
wichtigen Folgerungen : 
1. H= +0, etwa h, ot a. 
ym | 
Es ergibt sich 
= (Ee 
(47) x,,(&, phy.) oy x (esos fem 0) 
d. h. 
(47*)  a,.(€+h,)—8,(€+2,+22) +0 (p gerade, mh,» + ~) 
und 
47") ta (E+ Kn) +6 (2+ hn +&) * f(é+ 0) 
2 f(é —0)’ 
wenn p ungerade ist und mh, — 


f(§+0)—f(F— 9)\ 
+ ) : }? 


+ 
— x «i 

So erhalten wir eine einfache Methode, die Grenzwerte f(£ +0) und 
f(é—0), also auch den ,Sprung* f(¢+0)—f(&—0) aus der Fourier- 


reihe zu bestimmen. 
2. Fiir die symmetrischen Koppelungen (h a=--,H=- = ) 
findet man 


1+(—1)7"" 0)+f(E-0 
(48) x,,(é, g)—- tO. fet +f 0) 
2* 
48-1. gis ea 
it Ais 1 f(§+0)—#(F -0) sin ™ ay, 
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also die schon in der Einleitung genannten Formeln 


ld 





px 
(17) Fa) £0840)+f0¢-0) 
2 


und 


(p ungerade ) 


kx 
k kx i 
(18) 4, (¢ + 82) — 4, (¢—*) 2 (re + 0) — r0¢ —0)) [8a 
0 
(e—~§ oo) 
(17) ist natiirlich zufolge Satz 4 auch eine unmittelbare Folge des 
Fejérschen Theorems (3). 
3. Fiir eine beliebige Nullfolge h,,, mag H existieren oder nicht, er- 
sieht man aus (v) unmittelbar die Giiltigkeit von 


xm (E, P, hn) t+%m(E,—p, —hm) _1+(—1)?~* £(§+0)4+f(E—0) 
(49) ; ail ; ' t ; 





also z. B. mit A, = 0 


17 


un (+83) +2mcerene(e—22) 








(50) ; "Ee ese ren© (p ungerade) 
he (6422) +00 (¢—22) 

8 rey + + 8m ae 
(51) n mt —a(E) +0 (p gerade). 





Die symmetrische ,,.Koppelung* (49) ergibt noch unter allgemeineren 
Voraussetzungen iiber f(x) ein brauchbares Resultat. Es gilt namlich der 


Satz 11. Voraussetzung. In x=€ existiere 


(2) lim (f(¢ +h)+f(¢—h)) = 28. 
Behauptung. Fiir jede Nullfolge h,, gilt , 
Xm é, > Aes + xm (EF, — , —he 1+(—1)?7! 
(52) (&, p ) ; P. ) a 5 8s 





Vorbemerkung. Wenn h, = o(=) ist, folgt (52) unmittelbar aus 
dem Fejérschen Satze 3 und seinem Theorem (3). 
Beweis. Die Funktion 


(y) g(h) = Heth fee) (k= 0 mod (2.2) 





1”) Die linke Seite von (50) ist diejenige Koppelung, die nach Herrn Fekete 
eine beliebige trigonometrische Reihe iiberall dort summiert, wo sie C,-summierbar ist. 
Vgl. die Einleitung! 
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ist an der Stelle h=0 stetig, wenn g(0)=—S gesetzt wird. Die linke 
Seite von (52) ist aber offenbar die Koppelung x,,(0, p, h,,) der Funktion 
g(h) fir h=0; also ergibt Satz 8 die Behauptung. 
So bleiben etwa die Formeln (50) und (51) in entsprechender Gestalt 
giltig, und fir h, = — — erhalten wir das Resultat 
8m \F +5 Pe ) +00 (@— 2* 
(20) = (ie) (p ungerade), 
das ja nach Satz 4 selbstverstindlich ist. 
An Formel (20) 1aBt sich noch eine wichtige Bemerkung kniipfen. 
Da bekanntlich **) fast iiberall die Fourierreihe einer Lebesgue-integrier- 
baren Funktion C,-summierbar ist, so folgt aus Satz 4 das beachtens- 
werte Ergebnis: 
Die Fourierreihe einer Lebesgue-integrierbaren Funktion ist fast 
tiberall vermittels symmetrischer Abschnittskoppelungen 
a+ 2% + 8 wae 
(14) a2, P)=- (e+ =)" ef (p ungerade) 
summierbar. 
Zum Schlu8 wollen wir jetzt die Methode der Koppelung auch an 
den allgemeinsten ,,Sprungstellen“ (10) anwenden. 
Satz 12. Voraussetzung. In x= existiere 


(10) lim (f(€ + h) — f( — h)) = D (h> 0). 








Behauptung. Unter der Voraussetzung (5) tiber die Nullfolge der 
h,, gilt 


(53) x (¢; P; h,,) — %m(§; —h im) 
H+px 4 
sin & = sin u 
off u + ( (—1)? . j “taal. 
Beweis. Die Funktion 


(z) g(h)=f(F +h) —f(E—h) 
besitzt in h = 0 eine Unstetigkeit erster Art, und zwar ist g(+0)=D 
g(—0)=-—D. Die linke Seite von (53) ist offenbar die Koppelung 


x, (U,p,h,,) der Funktion g(h) inh=0. Satz 10 beweist daher die 
Behauptung. 


18) Vgl. etwa E. Hilb u. M. Riesz, Neuere Untersuchungen iiber trigonometrische 
Reihen, Enzyklopidie der math. Wissenschaften II C 10 (1924), 8S. 1206. 
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Wir formulieren als wichtigste 
Folgerungen. 1. Fir H= +o, etwa b= erhalt man in 
m 





Verallgemeinerung von (47) 


bn (E+ Im) + 8m ($+ he + 2=) tm (§ — hn) + tn (§ hy — 22) 








(54) 7 nn 
(p ungerade ) 

und 
(55) (84 (8+ hy) — (8 — hy) — (4m (8+ +22) — 04 (F—2y — 22) — 0 

gies (p gerade). 

2. h,, = 0 ergibt fir alie p die Formel 
px 

px px 2 sin u 

(21) 6, (€-+ 22) — 0, ( —#).2p{ "au, 


0 
die Verallgemeinerung von (18). 


Kénigsberg i. Pr., Silvester 1924. 


(Eingegangen am 2. 1. 1925.) 


Zusatz wahrend des Druckes (5. 6. 1925). 


Herr Fekete hat mich inzwischen darauf aufmerksam gemacht, dab 
das Hauptresultat der Arbeit, die Relation (46) des Satzes 8 (bzw. (13) 
der Einleitung) aus einem Fejérschen Ergebnis reihentheoretisch abgeleitet 
werden kann. Nach Herrn Fejér**) gilt namlich an einer Stetigkeitsstelle ¢ 
von f(z) nicht nur (3), sondern fiir jede Nullfolge h,, 

(3°) Om ( +h,,) > f(€): 
Aus (3") beweist man aber (13) ebenso einfach, wie (20) aus (3) im 
Satz 4 gefolgert wurde. 

Mein alter umstindlicherer Beweis diirfte aber trotzdem von Interesse 
sein, da er einmal jene Fejérschen Ergebnisse nicht voraussetzt, dann aber 
auch deshalb, weil die klassische Dirichletsche Formel (43) wesentlich zur 
Auffindung der Koppelungsmethode, die sie analytisch nahelegt, beigetragen 


hat, wahrend der Umformungsbeweis aus ( 3*) wohl kurz und einfach, aber 
eben ein Beweis ad hoc ist. 


%*) Siehe die Arbeit unter *), S. 180. 





Uber mehrdeutige Abbildungen von Mengen. 
Von 


Dénes Kénig und Stephan Valké in Budapest. 


Einer von uns hat in einer vor mehreren Jahren erschienenen Ab- 
handlung*), ohne allgemeinen Beweis, folgenden Satz ausgesprochen : 

(A) Stehen zwei Mengen in einer umkehrbaren (1, v)-Relation zu- 
einander, wo v eine beliebige endliche Zahl bedeutet, so gibt es zwischen 
thnen auch eine umkehrbar eindeutige Relation, die so beschaffen ist, dap 
sie nur solche Elemente einander zuordnet, die auch durch die gegebene 
(1, »)-Relation einander zugeordnet sind. *) 

Jene Abhandlung enthalt u. a. den Beweis folgender zwei Sitze: 

(B) Satz (A) gilt fiir endliche Mengen. 

(C) Gilt der Satz (A) fiir endliche und fiir abzdhibare Mengen, so 
gilt er allgemein. 

Das Ziel der vorliegenden Note ist: den Satz (A) fiir abzahlbare 
Mengen zu beweisen und hiermit den Beweis des allgemeinen Satzes (A) 
zu Ende fiihren. 

AuBer den Sitzen (B) und (C) und einigen (die Graphen betreffenden) 
Definitionen, werden wir noch folgendes Resultat der erwaihnten Abhand- 
lung (8. 464) benutzen: 

(D) Laufen in jedem der m Punkte eines paaren Graphes héchstens 
k Kanten zusammen (k endlich), so kann man diesen Graph — durch 
Hinzunahme von m neuen Punkten und gewisser neuer Kanten — zu 
einem, ebenfalls paaren, reguldren Graph k-ten Grades ergdnzen. (Wir 
werden diesen Satz nur fiir endliche Graphen anwenden.) 





*) Dénes Kénig, , Uber Graphen und ihre Anwendung auf Determinantentheorie 
und Mengenlehre*, Math. Annalen 77 (1916), S. 463. 

*) Zum erstenmal ausgesprochen wurde der Satz in einem Vortrag von D. Kénig: 
,Sur un probléme de la théorie générale des ensembles et la théorie des graphes*, 
gehalten auf dem Pariser mathematisch-philosophischen KongreB, den 7. April 1914 
(erschienen in Revue de Métaphysique et de Morale 80 (1923), S. 443). 
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Was nun unseren Beweis anbelangt, so erweist es sich auch hier sehr 
zweckmaBig, die ,Sprache der Graphen* zu beniitzen. — Es sei also G 
ein unendlicher Graph, in dem jede Kante einen der abzaihlbar unendlich 
vielen Punkten A,, A,, A,,... mit einem der ebenfalls abzihlbar unend- 
lich vielen Punkten B,, B,, B,,... verbindet, und zwar so, daB jeder 
Punkt A und jeder Punkt B der Endpunkt von genau » Kanten des 
Graphes sei (» endlich). Um unser Ziel zu erreichen, miissen wir zeigen, 
daB der reguldre paare Graph G, v-ten Grades, einen Faktor ersten Grades 
besitzt. 

1. (Definition.) Besitzt eine endliche Teilmenge S der Kanten 
von @ folgende drei Eigenschaften : 


a) zwei Kanten von S haben niemals einen gemeinsamen Endpunkt; 


b) wenigstens einer der beiden Endpunkte irgendeiner Kante von S 
ist einer der 2n Punkte: 


(I) A,, B,, 4g, By, «+++ Ags By; 


ce) jeder dieser 2n Punkte ist der Endpunkt einer Kante von 8; 
so wollen wir S als ein S-System, und zwar als ein zur Zahl n gehdriges 
S- System bezeichnen. 

Die Anzahl seiner Kanten ist mindestens n und héchstens 2n. Ein 
zu n gehériges S-System kann eventuell auch als ein zu n +1, zu n + 2 usw., 
aber héchstens als ein zu 2n gehériges S-System betrachtet werden. 


2. Fiir jede Zahl n gibt es ein zu n gehdriges S-System. Betrachten 
wir namlich diejenigen Kanten von G, die in einem (oder zweien) der 
Punkte (I) enden, so bilden diese einen endlichen Graph G’, der, als Teil 
von G, ebenfalls paar ist. In jedem Punkt laufen héchstens » Kanten 
von G’ zusammen; also kann, nach dem Satze (D), G’ zu einem end- 
lichen, paaren, regularen Graph G”, »-ten Grades, erginzt werden. Nach 
Satz (B) besitzt also @” einen Faktor ersten Grades G,. Die Menge G,’ 
derjenigen Kanten von G,, die nach einem (oder zweien) der Punkte (1) 
laufen, bilden ein zur Zahl n gehdériges S-System. Da namlich schon in 
G’ genau » Kanten aus den Punkten (I) auslaufen, konnte, bei der Er- 
ginzung von @’ zu @”, keine solche neue Kante eingefiihrt werden, die 
in einem der Punkte (I) endet; so daB® die Kanten von G; zugleich 
Kanten von G’, also auch Kanten von @G sind. 


3. Es gibt unendlich viele S-Systeme. Gabe es namlich nur eine 
endliche Anzahl, so wiirde es eine Zahl nm von der Beschaffenheit geben, 
daB jedes S-System weniger als n Kanten besitzt, und dann wiirde kein 
zur Zahl n gehdériges S-System existieren, da ein solches mindestens n 
Kanten enthalten muB. 
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4. Ist eine beliebige unendliche Menge von S-Systemen und ein be- 
liebiger Punkt A, (oder B,) von G gegeben, so gibt es in dieser Menge 
unendlich viele solche S-Systeme, die eine nach A, (bzw. B,) laufende 
Kante enthalien. Zu einer beliebigen festen Zahl k kénnen héchstens v?* 
S-Systeme gehéren, also ist auch die Menge derjenigen S-Systeme end- 
lich, welche zu Zahlen gehéren, die kleiner als n sind. Die gegebene un- 
endliche Menge muB also unendlich viele solche S-Systeme enthalten, die 
zu einer gréBeren Zahl als n —1 gehdren. Und solche S-Systeme be- 
sitzen in der Tat eine Kante, die in A, (B,) endet. 

5. Ist ein zu n gehdriges S-System, 8, , in unendlich vielen S-Systemen 
enthaliten, so existiert ein zu n-+-1 gehdriges S-System, 8,,,, von der 
Beschajffenheit, daB a) S, ein Teil von S,,, tst und b) auch S,,, in 
unendlich vielen S-Systemen als Teil enthalien ist. In der unendlichen 
Menge H derjenigen S-Systeme, welche S, enthalten, gibt es nach 4. 
unendlich viele solche S-Systeme, welche eine nach A,,, laufende Kante 
enthalten. Solche Kanten gibt es nur in der Anzahl », also mu8 eine 
Kante A,,, Bg existieren, die in unendlich vielen S-Systemen von H 
enthalten ist. (Von den dieser Bedingung geniigenden Zahlen £ soll die 
kleinste als 8 gewahlt werden.) Jedes S-System, welches zur jetzt defi- 
nierten unendlichen Teilmenge H’ von H gehért, enthalt also auBer den 
Kanten von S, auch die Kante A,,,By,. Ebenso kann man nach 4. 
dann auch eine Zahl « (als die kleinste der entsprechenden Zahlen) so 
definieren, daB simtliche S-Systeme, welcho zu einer unendlichen Teil- 
menge von H’ gehéren, auBer den Kanten von S, und auBer der Kante 
A, ,, Bz, auch die Kante A,B, ,, enthalten. Fiigt man also zu S, diese 
zwei Kanten hinzu, so erhailt man ein S,,,, welches die verlangte Eigen- 
schaft besitzt. (Diese zwei Kanten, oder eine von ihnen, kénnen eventuell 
schon zu S, gehéren; auch kénnen sie identisch sein, falls namlich 
«= f8=—n-+1 ist; die Anzahl der hinzugefiigten Kanten kann also even- 
tuell 1 oder 0 sein; im letzteren Falle ist S,,, = S,.) 

6. G@ besitzt einen Faktor ersten Grades. 

Bezeichnet man mit S, die leere Menge, die iiberhaupt keine Kanten 
besitzt und die also als Teilmenge irgendeines S§ -Systems betrachtet werden 
kann, so kann man das Verfahren in 5. auch fiir n=0 anwenden und 
man erhalt ein (eindeutig bestimmtes) zur Zahl 1 gehériges S-System. 
Wird dieses S-System als S, gewahlt, so definiert das in 5. angegebene 
rekurrierende Verfahren eine (eindeutig bestimmte) unendliche Folge: 


S,, Sy, Spy +++ Sys «s- 


mit folgenden Eigenschaften: a) S, ist ein zur Zahl n gehériges S-System; 
b) ist m>n, so ist S, in S,, enthalten. 
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Es sei nun G, = 2S, die Menge derjenigen Kanten, die in irgendeinem 
dieser S, vorkommen. Es ist klar, daB in jedem Punkte A; oder B; von 
G eine Kante von G, endet, da in S, solche Kanten vorkommen. Aber 
auch umgekehrt: jeder Punkt A, oder B,; kann der Endpunkt von nur 
einer Kante von G sein. Wire namlich sowohl A,B; wie A,B, eine Kante 
von G, (wo j +), so miiBte eine etwa in S, und die andere in Sj, vor- 
kommen; ist 6 >a, so miiBten dann beide in Sg vorkommen. Dies ist 
aber unméglich, da zwei Kanten eines S-Systems keinen gemeinsamen 
Endpunkt haben. Die hiermit bewiesenen zwei Eigenschaften von G, be- 
sagen eben, daB G, ein Faktor ersten Grades von @ ist. 

Vorliegende Arbeit wurde am 2. Marz 1925 der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften vorgelegt. 


Budapest, den 20. Dezember 1924. 


(Eingegangen am 31. 12. 1924.) 








Uber einen Metrisationssatz von P. Urysohn. 
Von 


A. Tychonoff in Moskau. 


1, Paul Urysohn hat das Metrisationsproblem’) fiir alle dem II. Ab- 
zihlbarkeitsaxiome geniigenden topologischen Riume*) gelést, indem er 
den folgenden Satz bewiesen hat: 


Ein dem II. Abzdhibarkettsaxiom geniigender topologischer Raum R 
ist dann und nur dann einem metrischen Raume homdomorph, falls er 
normal’) ist. 


Nun hat Urysohn in der zitierten Arbeit das Problem gestellt, ob es 
nicht méglich wire, in dem soeben ausgesprochenen Satze die Forderung 
der Normalitét des Raumes durch die im allgemeinen viel schwiachere*) 
Forderung der Regularitaét®) des Raumes zu ersetzen, d.h. ob nicht jeder 
dem II. Abzahlbarkeitsaxiome geniigende regulire topologische Raum 
normal sei. 


1) P. Urysohn, Zum Metrisationsproblem s. Math. Ann, 94, S. 309. 

*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig: Veit 1914, 8. 213, 263, 268. 

®) Ein Raum heiBt normal, falls in ihm je zwei zueinander fremde abge- 
schlossene Mengen durch Gebiete trennbar sind. Vgl. P. Alexandroff u. P. Urysobn, 
Zur Theorie der topologischen Riume, Math. Ann. 92, 8. 265. 

*) Zs gibt nimlich sogar kompakte, dem I. Abzihlbarkeitsaxiome geniigende 
regulare®) nicht normale Raiume. Beispiele dazu sind zuerst von P. Alexandroff und 
P. Urysohn in der Arbeit ,Mémoire sur les espaces compacts“ gegeben. Vgl. auch 
Tietze, Beitrige zur allgemeinen Topologie, Math. Ann. 88, S. 290. 

5) Kin Raum heiBt regular, falls in ihm jede Umgebung U (zx) eines beliebigen 
Punktes z eine abgeschlossene Umgebung V(z)=V(x)+V (x) desselben Punktes 
enthilt. Hin jeder normale Raum ist iibrigens reguldr, weil, wie man leicht beweist, 
die Forderung der Regularitit der folgenden Tr ngsbedingung Aquivalent ist: 
yJeder Punkt x kann von jeder ihn nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge F' durch 
Gebiete getrennt werden“. Vgl. FuBnote *) und P. Urysohn, Uber die Machtigkeit der 
zusammenhangenden Mengen, Math. Ann. 94, S. 262, insbesondere § 2 und die dazu 
gehérige FuBnote **). 
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Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist, das Urysohnsche Problem 
im positiven Sinne zu lésen. Diese Lésung diirfte auch deshalb von 
prinzipiellem Interesse sein, weil damit die Metrisationsfihigkeit der (dem 
II. Abzahlbarkeitsaxiom geniigenden) topologischen Raume auf die lokalen 
Eigenschaften des Raumes (= Eigenschaften ,,im Kleinen“) zuriickgefiihrt 
wird *). 

2. Es handelt sich also um den Beweis des folgenden Satzes: 

Jeder dem II. Abzdhlbarkeitsaxiome geniigende reguldre topologische 
Raum R ist normal. 

Beweis. Es seien F und ® zwei im Raume R gelegene zueinander 
fremde abgeschlossene Mengen. Es sei ferner 


(1) | SS ae 


ein abzihlbares, den Raum FR definierendes Umgebungssystem. 
Zu jedem Punkte x der Menge F gibt es zufolge der Regularitat 
des Raumes eine Umgebung W,, aus dem System (1) von der Art, daB: 


(1’) W,,;>P=0, «Wy, 


ist’). 

Indem man die Umgebung W,, fiir jeden Punkt 2c F bestimmt’), 
erhalt man ein gewisses Teilsystem von (1). Wir bezeichnen die Um- 
gebungen, die dieses Teilsystem bilden, durch 


(2) A ae 
und erhalten unmittelbar die Inklusion 
(3) Fe SUS. 
n=1 
AuBerdem hat man wegen (1’) die Relation 
(4) U;-d=0 (fiir alle n). 
In derselben Weise erhalt man eine héchstens abzihlbare Umgebungsmenge 
(2') a EE AEE 


*) Dieser lokale Charakter der Regularitaétseigenschaft des Raumes tritt besonders 
deutlich hervor, falls wir sie in folgender (der urspriinglichen Definition aquivalenter ) 
Form darstellen: In jeder Umgebung U(a) kann man eine solche Umgebung V(a) 
finden, daB jeder auberhalb U(a) gelegene Punkt x mindestens eine zu V(a) fremde 
Umgebung U(x) besitze. In dieser Form tritt die Forderung der Regularitit des 
Raumes zuerst bei Herrn Vietoris (Stetige Mengen, Monatsh. f. Math. u. Phys. 1921, 
8.173) auf, als ein Zusatzaxiom, dem alle von ihm betrachteten Riume geniigen 
sollen. Vgl. hierzu die unter *) und °) zitierten Arbeiten. 

*) Vgl. wegen der Bezeichnungen z. B. die unter *) zitierte Arbeit. 

*) Man braucht nur, z. B., fiir jeden Punkt x die erste, der Bedingung (1’) ge- 
niigende Umgebung Wy als Wa, zu nehmen. 


Metrisationssatz von Urysohn. 141 


so daB 

(3’) ® > Ve, 

(4’) V,-F =0 (fir alle n). 
Es sei jetzt 

(5,) U,=U;; V,=V;-ZO, 

und iiberhaupt 

(5) U,=Ue- SM; Va Va— 30s 

also insbesundere 

(55) U.cUs; VeeVe. 


Die U, und V,, sind offenbar Gebiete*). 
Es sei endlich 


(6) G=50U,; r= SYV,. 
n=1 n=1 
G und I sind ebenfalls Gebiete. 
AuBerdem ist 
(7) FcG; cI. 


Es sei in der Tat x (bzw. &) ein beliebiger Punkt der Menge F (bzw. 9), 
und U,* (bzw. V,") eine den Punkt 2 (bzw. £) enthaltende Umgebung aus (2) 
(bzw.(2")). Nun folgt aus (5,), (4°) (bzw. (4)) und (57) (¢=1,2,...,n—1), 
daB x (bzw. &) in U, (bzw. V,), also in G (bzw. I’) enthalten ist. 

G und I sind meinander fremd. Sei naémlich im entgegengesetzten 
Falle ¢ ein Punkt der Menge G-I’. Es existieren also p und g, so daB 
(8) &cU,-V,. 

Falls p < q ist, so ist 


£ * 
U,-V, =U, -(Ve — 2 U,)< U,-(V, — U,)< U,-(R — U,) =0, 
womit (8) im Widerspruche steht. Falls dagegen p> q ist, so ist 
p—1_ 
U, Va = Va(Up — SV) Vy-(Up — V,) V,(B—V,) = 0, 


was denselben Widerspruch mit (8) bedeutet. 

Die Gebiete G und I trennen also die Mengen F und ® voneinander, 
und da F und @ beliebige zueinander fremde abgeschlossene Teilmengen 
des Raumes R sind, so ist R normal und unser Satz bewiesen. 


*) Im Hausdorffschen Sinne loc. cit. 8. 215. 











142 A. Tychonoff. Metrisationssatz von Urysohn. 


3. Es ware hoffnungslos, in der Formulierung des Metrisationssatzes 
die Regularitatsbedingung durch noch schwachere Eigenschaften zu ersetzen 
zu suchen, da es z. B. irreguldre dem II. Abzahlbarkeitsaxiome geniigende 
topologische Raume gibt, in denen zu je zwei verschiedenen Punkten x, y 
zwei Umgebungen U(x), V(y) von der Beschajfenheit 

U (x)-V(y)=0 
angebbar sind. 

Man konstruiert am einfachsten einen solchen Raum?®) aus simt- 
lichen Punkten der Halbebene y>0, indem man die Umgebungen wie 
folgt definiert : 
fiir & = (2, Yo), Yo > 
besteht U(é,) aus allen Punkten § =(z, y), 

(2 — %)"+(y—m%)"<2", 0<e<H; 
fiir &,=(2z,,0), 2 +0 
besteht U(é,) aus allen Punkten § =(z, y), 
(2—2,)*+y'<e’, y>0; 
fiir & = (0, 0) 
besteht U(é,) aus allen Punkten & = (z, y) 
z*+y*<e*, y>dO. 


Indem man « verschiedene Werte gibt, erhilt man verschieaene Um- 
gebungen der Raumpunkte. 

Man iiberzeugt sich sofort, daB (wegen des Punktes § = (0,0)) der 
Raum irregular ist, und da8 alle iibrigen soeben erwihnten Bedingungen 
darin erfiillt sind. 


Moskau, Weihnachten 1924. 


**) Das folgende Beispiel ist mir von Herrn P. Alexandroff mitgeteilt worden. 


(Eingegangen am 7. 1. 1925. 





Uber tensorielle Integralgleichungen. 
Von 


Kornel Lanczos in Frankfurt a. M. 


In der Einsteinschen allgemeinen Relativitatstheorie treten vektorielle, 
sowie tensorielle Differentialgleichungen auf, die einem Gebiet von nicht- 
euklidischer metrischer Struktur angehéren. Es ist die Tatsache von 
groBem Interesse, da8 die Behandlung solcher tensorieller Differential- 
gleichungen, insofern sie linear sind, mit Leichtigkeit der allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen untergeordnet werden kann. Man be- 
kommt auch hier die Lésung in Form eines Integrals, welches den ge- 
suchten Tensor quellenmaBig aus der gegebenen Verteilung der Quellen 
darstellt. Es tritt dabei statt der Greenschen Funktion ein ,,Greenscher 
Tensor“ auf. Die integrale Form der Darstellung legt unmittelbar die 
Einfiihrung einer Art von Integralgleichungen nahe, in denen statt einer 
skalaren Funktion eine tensorielle Funktion gesucht wird, und in denen 
auch der Kern tensoriell von zwei Punkten des Gebietes abhingt. Eine 
solche Tensorintegralgleichung eines allgemeinen Riemannschen Raumes 
la8t sich vorerst auf eine Tensorintegralgleichung eines euklidischen Raumes 
reduzieren. Die so gewonnene Integralgleichung kann dann durch Er- 
weiterung des Gebietes auf eine einzige skalare Fredholmsche Integral- 
gleichung zuriickgefiihrt werden. 


Eine wichtige und zugleich typische vektorielle Differentialgleichung 
verkniipft das elektromagnetische Vektorpotential ®, mit dem Vektor der 
Stromdichte g;. Die Feldgleichungen fiir das Vektorpotential lauten be- 
kanntlich : 

(1) 4D, = — Q,. 
Unter 4 ist dabei eine skalare Operation zu verstehen, die explizite ge- 
schrieben folgendermaBen aussieht: 


(2) 4g”. 
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Wir haben hier ein Symbol 7“ eingefiihrt, wodurch eine ,,tensorielle 
Differentiation“ angedeutet werden soll. Die Anlehnung an das gewéhn- 
liche Differentiationszeichen 2 ist tatsichlich berechtigt, da auch fiir die 
tensorielle Differentiation die gewéhnlichen Operationsregeln gelten, mit 
Ausnahme der Vertauschung der Reihenfolge zweier Differentiationen, die 
hier nicht gestattet ist. Wir haben an ihrer Stelle vielmehr die Regel: 





3° ®, a* ®, ° 
(3) dx, Fz, _— ax, ox, + Pp Roini, 


wo R;,,,, den Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensor bedeutet. Fiir 
die tensorielle Differentiation besteht auch die groBe Bequemlichkeit, dab 
der MaBtensor selber wie eine Konstante zu behandeln ist, da seine Ab- 
leitung identisch verschwindet. Wir kénnen also g,, nach Belieben vor 
oder hinter das Differentiationszeichen bringen. 

Die Methode, eine tensorielle Differentialgleichung (1) zu integrieren, 
beruht darauf, da8 wir durch Multiplikation mit einem Hilfstensor von 
ebenso hoher Ordnung wie der unbekannte Tensor eine Invariante bilden. 
Wir wollen das Prinzip an einer vektoriellen Differentialgleichung klar 
machen, es la8t sich aber unverindert auf Tensoren beliebig hoher Ord- 
nung iibertragen. Bilden wir den invarianten Ausdruck: 


(4) S=y'4@,— G'Ay,, 
so kénnen wir durch partielle Integration leicht eine Umformung vor- 
nehmen, welche zur Méglichkeit fiihrt, die GauBsche Integraltransformation 
anzuwenden. Es ist namlich: 

° 3 (49% ..\ syrad , 
(5) v'40,— 5, (v S20") — Fe aed” 
und da im zweiten Glied ® und y eine ganz symmetrische Rolle spielen, 
fallt dieses Glied bei der Differenzenbildung heraus. 


Diesem Umstand ist es zu verdanken, da8 die Invariante S sich als 
Divergenz eines Vektors darstellen labt: 





(6) gs =" —aivi, 

wobei dieser Vektor 4, folgendermaBen definiert ist: 
ona ae a, 2 TY, 

(7) 4=_¥ = - O55: 


Genau dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir die Vektoren ®, und y, 
durch Tensoren beliebig hoher Ordnung ®,, und y,,  ersetzt denken. 
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Auf die Divergenz eines Vektors kann aber auch in der Riemann- 
schen Geometrie der GauBsche Satz ohne weiteres angewandt werden im 
Sinne folgender Gleichung: 


(8) J divady = — fi,r*df, 


wo dv das Volumelement des Gebietes, df das Flichenelement der Um- 
randung bedeutet, und », die nach innen weisende Normale. 


Wir sind dadurch in die Lage gesetzt, die Methoden der Potential- 
theorie aus dem Euklidischen in das Nichteuklidische und vom skalaren 
Fall auf den tensoriellen zu iibertragen. Insbesondere bekommt die grund- 
legende ,,Greensche Formel“ jetzt folgende Fassung: 


(9) f(v"4@,— ay, dv — — f(y" Zh — of) af. 


Es bedeutet hierbei die ,,Differentiation nach der Normale‘: a folgende 
skalare Operation: 
a 2 a 

Den Hilfstensor y,, den wir eingefiihrt haben'), bauen wir zu einem 
»G@reenschen Tensor“ aus, der die Rolle der Greenschen Funktion zu 
iibernehmen hat. Wir schreiben diesem Tensor folgende Bedingungen vor: 
Er soll am Rande des Gebietes verschwinden. Er soll, mit Ausnahme 
eines einzigen Punktes o, iiberall regular sein und die homogene Gleichung: 


(11) Ay,;=0 


erfiillen. Im singuliren Punkt o sollen die einzelnen Komponenten des 
Tersors, abgesehen von je einem konstanten Faktor, den wir gleich noch 


naher festsetzen werden, so unendlich werden, wie wenn wir uns 


a 
in einem n-dimensionalen Raum befinden, und wenn rf die unendlich kleine 
Entfernung von o bezeichnet *). 


*) Der eine Index von %, und y, in Gleichung (9) und folgenden Gleichungen 
kann durch eine beliebige Gruppe i,k... ersetzt gedacht werden. Wir sprechen 
darum lieber gleich allgemein von einem ,,Tensor“, als von einem ,Vektor“. 

*) Wir denken hier an ein positiv-definites Linienelement. Auf den Charakter 
des Greenschen Tensors bei einem byperbolischen Linienelement, wie dieser Fall fiir 
die Relativitatstheorie von besonderer Bedeutung ist, wollen wir an dieser Stelle nicht 
niher eingehen. Siehe diesbeziiglich meine Arbeit: Zum Problem der unendlich 
schwachen Felder in der Einsteinschen Gravitationstheorie, Zeitschr. f. Physik, 81, 
(1925), S. 131 —182. 

Mathematische Annalen. 95. 10 
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Legen wir um diesen singularen Punkt eine unendlich kleine Kugel, 
so wird offenbar das iiber die Oberfliche dieser Kugel erstreckte Integral: 


/ a i 
(12) -JRrer 


einem endlichen Grenzwert zustreben. Diesen Tensor wollen wir als den 
,Poltensor“ des Greenschen Tensors bezeichnen. Der Greensche Tensor 
ist erst dann eindeutig festgelegt, wenn wir auch noch iiber diesen Tensor 
verfiigt haben. Wir machen nun folgende Vorschrift. Alle kontravarianten 
Komponenten des Poltensors seien gleich Null, mit Ausnahme einer ein- 
zigen, die gleich 1 sein soll. 

Handelt es sich insbesondere um den ,,Polvektor“ p; des Greenschen 
Vektors y,, so kénnen wir unsere Vorschrift in invarianter Schreibweise 
folgendermaBen fassen : 

P*= Mn, 

wenn wir mit »* den gemischten Einheitstensor bezeichnen. Tatsichlich 
sind jetzt alle Komponenten 0, mit Ausnahme einer einzigen: i = m, 
die = 1 ist. Wir erkennen, da8 unser Polvektor nicht mehr blo8 von 
dem einen Index ¢ abhingt, sondern auch noch von dem Index m. Wir 
kénnen m alle Werte durchlaufen lassen und au jedem Wert gehdért je 
eine Funktion y,. Die Gesamtheit aller diesen Funktionen bezeichnen 
wir zusammengefaBt als ,Greenschen Vektor“. 

Unser Polvektor ist hierdurch zu einem Tensor zweiter Ordnung ge- 
worden, dessen kovariante Komponenten etwa in der Form: 


(13) Pim = Jim 


geschrieben werden kénnen. Es wire aber ein Irrtum zu glauben, daB 
auch der Greensche Vektor selber schlieBich zu einem Tensor zweiter 
Ordnung wiirde. Der Index m gehért nur zu dem Punkt o, wo die 
Funktion ihre Singularitét besitzt. Andererseits gehért der Index ¢ nur 
zu dem laufenden Punkt s. Der Greensche Vektor ist also eine Funktion, 
deren Wert von zwei Punkten des Gebietes abhingt: dem laufenden Punkt s 
und dem festen Punkt o, und zwar ist ihre Abhangigkeit von beden Punkten 
eine vektortelle. Wir wollen diese Abhangigkeit durch folgende Bezeichnung 
des Greenschen Vektors veranschaulichen : 


(14) G; (8, 0) - 


Die Indizes ¢ und m sind dabei gewissermaBen als zur Klammer gehirig 
zu betrachten; ¢ gehért zum Punkt s, m zum Punkt o. Transformiert 
man im Punkt s, so transformieren sich die Komponenten von G kovariant 
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in ¢, wahrend m als eine Konstante zu betrachten ist. Transformiert 
man umgekehrt im Punkt o, so transformieren sich die Komponenten m 
kovariant, wahrend ¢ unverandert bleibt *). 


Ganz abnlich, wie beim Greenschen Vektor, fiihren wir den Poltensor 
des allgemeinen Greenschen Tensors ein, indem wir setzen: 


(13’) Dan... ences = Jin Jeans 
und bezeichnen dementsprechend den Greenschen Tensor durch: 
(14’) Gin... (89) wns? 


Eine fundamentale Eigenschaft des Greenschen Tensors erkennen wir, 
wenn wir die Gleichung (9) auf zwei Greensche Tensoren anwenden, deren 
fester Punkt einerseits o, andrerseits etwa s sei. Die linke Seite ver- 
schwindet dann identisch, waihrend die Integration rechter Hand nur auf 
zwei die beiden Punkte o bzw. s umgebende, unendlich kleine Kugeln 
auszudehnen ist. Wir erhalten folgende Gleichung: 


(15) G,(8, 5), Pi = G,(9, 8)i Pm 


was aber, unter Beriicksichtigung unserer Vorschrift (13) fiir den Poltensor, 
folgendes bedeutet : 


(16) G;,(8, 4), = G,, (4, 8). 


Fester Punkt und variabler Punkt sind also mitetnander vertauschbar, wobei 
auch die zugehérigen Indizes links und rechts vertauscht werden miissen. 


%) Dieses charakteristische Verhalten des Greenschen Vektors in bezug auf all- 
gemeine Koordinatentransformationen wird verwischt, wenn wir uns auf ein rein 
euklidisches Gebiet beschranken und daselbst nur rechtwinklige Koordinaten und ihre 
linearen Transformationen ins Auge fassen. Dann transformiert sich das ganze Gebiet 
gleichmaiBig. Nehmen wir aber in den beiden Punkten s und o dieselbe Transfor- 
mation vor, so transformiert sich der Greensche Vektor scheinbar, wie ein Tensor 
zweiten Grades. Fiir euklidische Gebiete hat — wir mir nach Schlu8 meiner Arbeit 
bekannt wurde — bereits Hilbert in seinen grundlegenden Abhandlungen iiber Integral- 
gleichungen (zusammengefaBt erschienen unter dem Titel: Grundziige einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen (1912, Teubner)) den Begriff des Greenschen 
Tensors eingefiihrt zur Lésung von Systemen simultaner Differentialgleichungen. Er 
wahlt als Beispiel ein vektorielles System und erhilt die Lésung mit Hilfe eines 
,Greenschen Tensors“ (unter ,Tensor“ ist hier, wie iiblich, insbesondere ein Tensor 
zweiten Grades gemeint). Da8 es sich hierbei eigentlich um einen Greenschen Vektor 
handelt, der von zwei Punkten des Gebietes vektoriell abhingt, was eine Scheidung 
der beiden Indizes in einen linken und einen rechten von der Klammer notwendig 
macht, wird erst bei der hie: entwickelten tensoranalytischen Einfiihrung des Green- 
schen Tensors deutlich. 


10* 
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{m allgemeinen Fall findet man ganz analog die Gleichung : 
( 16’) Gin... (8s Ong... = Gag...(% Syn... 


So iibertriigt sich die ,Symmetrieeigenschaft* der Greenschen Funktion 
auf den tensoriellen Fall. 


Mit Hilfe des Greenschen Vektors laBt sich ohne weiteres die Aufgabe 
lésen, das Vektorpotential ®, aus gegebener Stromdichteverteilung 9, und 
gegebenen Randwerten von #, zu bestimmen. Setzen wir an Stelle des 
Hilfsvektors y, den Greenschen Vektor in die Gleichung (9) ein, so er- 
halten wir die Lésung in folgender Form: 


(17) P; (8) = [a,(s, o),,9"(a)dv +f 2S: She &” (o,) df. 


Sind insbesondere die Randwerte 0 vorgeschrieben, so wird das Vek- 
torpotential aus der Stromdichte allein quellenmaBig dargestellt. 

Die integrale Form der Darstellung im Sinne der Gleichung (17) 
fiihrt unmittelbar zur Aufstellung einer Art von Integralgleichungen, die 
wir als ,Tensorintegralgleichungen“ bezeichnen kénnen. Es sei ein Vektor ¢ 
als Funktion des Ortes s gesucht, der folgender Gleichung geniigen soll: 


(18) 9;(8) —af K,(s, 0), p™(0)do = f,(s) 


(an Stelle von dv als Volumelement ist das hier zweckmiBigere do ge- 
setzt). Der eine Index ¢ wie auch m kann in dieser Gleichung und 
ebenso in allen folgenden als Repriisentant einer beliebigen Gruppe von 
mehreren (natiirlich ihrer Anzahl nach fiir i und m gleichen) Indizes be- 
trachtet werden, wodurch wir tensorielle Integralgleichungen beliebig hoher 
Ordnung bilden kénnen. Wir wollen darum den Ausdruck ,,Vektor“ vor- 
teilhafter durch den allgemeineren .,Tensor“ ersetzen. 

Der Kern unserer Integralgleichung K,(s,«o),, ist jetzt eine Funktion 
vom Typus des Greenschen Tensors. Er hiangt von zwei Punkten s und o 
des Gebietes ab, und zwar von beiden Punkten tensoriell, was durch An- 
hiingen der Indizes links und rechts von der Klammer angedeutet ist. 
Wir erkennen ohne weiteres die invariante Eigenschaft dieses Gleichungs- 
systems gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen. Bei einer Trans- 
formation im laufenden Punkt o bleiben die Gleichungen jede fiir sich 
invariant, infolge der Summation iiber den Index m. Bei einer Trans- 
formation im festen Punkt s transformieren sich beide Seiten des Gleichungs- 
systems kovariant in 7. 

Auf eine solche Integralgleichung stoBen wir z. B. bei dem Problem 
der .unendlich schwachen Zusatzfelder“ in der Einsteinschen Gravitations- 
theorie. Denken wir uns irgendein gegebenes metrisches Feld, das etwa 
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durch das Gravitationsfeld der kosmischen Massenverteilung erzeugt sei. 
Dieses selbst fiir langere Zeitriume als stationir betrachtbare Feld bildet 
den makroskopischen Grundstock der Weltgeometrie. Uber dieses Grund- 
feld iiberlagern sich aber die rasch verinderlichen Felder der uns um- 
gebenden Kérper, die das gegebene Feld unendlich schwach modifizieren 
Wir fragen, wie groB ist die unendlich schwache Anderung des MaStensors 
59;, = ;,» die durch das Hinzufiigen einer unendlich schwachen Materie, 
deren Tensor etwa durch 1,, gegeben sei, hervorgerufen wird. Durch 
Variation der Einsteinschen Gravitationsgleichungen gelangen wir zu fol- 
genden Feldgleichungen des Problems‘): 


P ‘ 1 
(19) A Xin — Pirmn?™™ = 2 (ti — FGin*)- 


Dabei wird der Tensor vierter Ordnung P,,,,,, folgendermaBen durch den 
Kriimmungstensor bestimmt: 


(20) Pinan = Rien + Ramin’ 

Er ist symmetrisch im ersten, wie auch im zweiten Indexpaar und bleibt 
auch unverandert, wenn man die beiden Indexpaare miteinander vertauscht. 
Es muB auBerdem bemerkt werden, da diese Gleichung nur in einem 


bestimmten, dem Problem angepaBten Koordinatensystem gilt, welches 
némlich so gewahlt ist, daB folgende Bedingung erfiillt sei: 


arf 61a 
(21) ta 330 7° 
Wir erkennen, daB die Lésung dieser Gleichung auf eine Integralglei- 
chung fiihrt, wenn der Greensche Tensor G,,(8,¢),,, fiir den Ausdruck 


Ay;, bekannt ist. Der Kern dieser Integralgleichung ist folgendermaBen 
aufgebaut : 


(22) Kin (8s On = Gy (8, 9) yg PP nn (9): 


Der Parameter 4 ist = —1, und die Quellenfunktion f,,(s) berechnet 
sich bei verschwindenden Randwerten von y,, aus folgendem Integral: 


(23) fix(8) = — J Gix(8, uno” (2), 
wo wir 

; 1 
(24) Cn = 2 (rs = £18) 
gesetzt haben. 


Die Lésung einer allgemeinen tensoriellen Integralgleichung von der 
Form (18) lat sich in zwei Etappen auf die Lésung einer gewohnlichen 
Fredholmschen Integralgleichung zuriickfiihren. 


*) Siehe ausfihrlicher in meiner oben zitierten Arbeit. 
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Vorerst kann die nichteuklidische Beschaffenheit des MaBtensors aus 
der Gleichung vollstindig eliminiert werden. Wir machen dabei von der 
Méglichkeit Gebrauch, die Tensorkomponenten nach Belieben linear zu 
transformieren. Wohl ist es nicht méglich, den MaBtensor durch eine 
endliche Transformation der Koordinaten iiberall auf die euklidische Form 
zu bringen. Bei den Transformationsformeln fiir die Tensorkomponenten 
kommt es aber nicht auf die Transformation der 2, selbst, sondern allein 
auf die Transformation der Differentiale dz, an. Und man kann tat- 
sichlich durch eine lineare Transformation dieser Differentiale : 


(25) dz,=«,,dé,, 


die sogar so gewahlt werden kann, daB sie im ganzen Gebiet stetig bleiben 
soll, das Linienelement iberall auf die euklidische Form ds* = » (dé,)” 


bringen. Die nichteuklidische Beschaffenheit dieses Linienelementes tut 
sich jetzt darin kund, daB die dé; keine exakten Differentiale mehr sind. 
Da aber in unseren Formeln keine Differentiationen vorkommen, ist das 
im gegebenen Falle offenbar belanglos. So iibertragen wir also unsere 
Tensorintegralgleichung aus dem Riemannschen Raum in einen rein eukli- 
dischen Raum und zwar nur dadurch, da8 wir fiir die Komponenten 
von f(s), »;(s) und K,(s,o),, neue, aus den alten durch lineare ‘Trans- 
formation hervorgegangene Werte vorschreiben. Als rechtwinklige Koor- 
dinaten des euklidischen Abbildungsraumes kénnen wir die alten 2z,-Koor- 
dinaten unverandert beibehalten, wenn nur die Abbildung volumentreu 
ist. Dazu ist die Bedingung g =1 im urspriinglichen Gebiet erforderlich, 
was durch eine endliche Transformation der z,; noch vor der Orthogonali- 
sierung der dz; mit Leichtigkeit zu erreichen ist’). 


5) Anmerkung bei der Korrektur. Die hier ausgefiihrte Transformation 
auf Euklidizitit als erste Etappe in der Reduktion auf die skalare Form ist prinzipiell 
nicht erforderlich. Die tensorielle Integralgleichung (18) la8t sich auch in folgender 
Form ansetzen: 


(18a) vi (8)—A J K,(8, 0)" om (0) do =f, (8). 


Wir kénnen von hier aus unmittelbar zur Definition der Gleichung (28) vorschreiten, 
ganz wie im Text nachfolgend angegeben, wobei nur bei der Definition des erweiterten 
Kernes K(3,a) der Ausdruck K,(s,0)” an Stelle von K;,(s,¢), zu treten hat. 
Bei dieser unsymmetrischen Lage der beiden Indizes links und rechts von der 
Klammer wiirde aber im Fall eines symmetrischen Kernes die Sy trieeigenschaft 
verloren gehen. Denn aus der Gleichung (30) folgt: 





K,(s, o)™ - K™(o, 8), 


und nicht = K,(0,8)*. Der Sinn der Zwischentransformation auf die Form (26) ist 
also in der Symmetrisierung eines symmetrisierbaren Kernes zu erblicken. Auf diesen 
Umstand hat mich Herr Professor Hellinger freundlichst aufmerksam gemacht. 
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Im euklidischen Gebiet brauchen wir nun zwischen kovarianten und 
kontravarianten Komponenten nicht mehr zu unterscheiden und k6énnen 
unsere Integralgleichung daher auch so schreiben: 


(26) p,(8) —Af K,(8, 0), 9,,(o)do = f,(s). 


Wir haben einerseits iiber das ganze Gebiet zu integrieren, anderer. 
seits iiber den Index m zu summieren. Offenbar kann aber auch eine 
Summation als Spezialfall einer Integration betrachtet werden, namlich 
wenn wir iiber eine Treppenkurve zu integrieren haben, deren Stufenlinge 
=1 ist. Auf diesem Gedanken fuBend, kénnen wir unser Gebiet derart 
erweitern, daB Summation und !ntegration iiber das urspriingliche Gebiet 
zu einer einfachen Integration iiber das erweiterte Gebiet wird. 


Wir denken uns unsern n-dimensionalen euklidischen Raum zu einem 
n + 1-dimensionalen erginzt, indem wir zu den friiheren rechtwinkligen 
Koordinaten z; noch eine neue, etwa u, hinzunehmen. Dieses wu soll nur 
zwischen 0 und n variieren. Ein Punkt § des erweiterten Gebietes hingt 
also auBer von den nm Koordinaten des Punktes s auch noch von dem 
Wert von u ab, was wir so andeuten wollen: 
(27) (3) =(s, u). 
Diesem Punkt schreiben wir nun folgenden Funktionswert (5) zu. “Wenn 
die u-Koordinate von § =(s, uw) zwischen die ganzen Zahlen ¢ —1 und ¢ 
fallt, soll » (5) dauernd = ¢,(s) sein. Ebenso definieren wir eine Funktion 
f,(8). SchlieBlich definieren wir eine Kernfunktion K(5,¢) derart, daB 
dieselbe = K,(s,o),, sein soll, wenn die u-Koordinate von s zwischen 
die ganzen Zahlen ¢—1 und ¢, die u-Koordinate von o zwischen die 
ganzen Zahlen m —1 und m fallt. 

Wir erkennen mit Leichtigkeit, da8 unsere vektorielle Integralgleichung 
(26) in dem erweiterten Gebiet auf folgende skalare Fredholmsche Inte- 
gralgleichung zuriickgeht: 


(28) 9(8) —Af K(5, 8)p(4)do= (8). 

Haben wir es mit Tensoren héherer Ordnung zu tun, so kénnen wir 
offenbar auf jeden einzelnen Index genau dasselbe Verfahren anwenden, 
und wir gelangen zu einem Gebiet von n-+- m Dimensionen, wenn es sich 
insbesondere um Tensoren m-ter Ordnung handelt. 

Wir kommen also zu folgendem Resultat: 

Eine allgemeine tensorielle Integralgleichung m-ter Ordnung in einem 
n-dimensionalen Riemannschen Raume ist dquivalent einer einzigen 
skalaren Fredholmschen Integralgleichung in einem n + m-dimensionalen 
euklidischen Raume. 
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Allerdings sind Kernfunktion, Quellenfunktion und auch die gesuchte 
Funktion im erweiterten Gebiet unstetig geworden. Wir kénnen aber 
zwischen die einzelnen Treppenstufen in einer beliebig kleinen Umgebung 
+ e der Unstetigkeitsstellen einen linearen Anstieg mit endlich bleibender 
Tangente dazwischenschalten und den Kern wie auch die Quellenfunktion 
auf diese Weise stetig machen. Wir erkennen dann leicht, da8 die zu 
den so modifizierten Funktionen gehérende nunmehr ebenfalls stetig ge- 
wordene (5)-Funktion, die durch die Integralgleichung (28) definiert 
wird, nur beliebig wenig von unserem —,(s8) abweicht, abgesehen von einer 
beliebig kleinen Umgebung +e um die ganzzahligen Unstetigkeitsstellen 
herum. Die Unstetigkeiten unserer Integralgleichung kénnen also mit 
beliebiger Annaherung aufgehoben werden. 


Indem wir nun die bekannten Satze der Integralgleichungstheorie auf 
unsere Integralgleichung (28) anwenden, und die spezielle Natur der in 
ihr vorkommenden Funktionen beriicksichtigen, kénnen wir jedem Satz der 
skalaren Integralgleichungen einen korrespondierenden Satz fiir tensorielle 
Integralgleichungen zur Seite stellen. So Jautet z. B. das ,,Liésungs- 
theorem“ fiir eine tensorielle Integralgleichung folgendermaBen : 


Zu jedem K,(s,0),, einer tensoriellen Integralgleichung gehért ein 
lésender Kern K;,(s,),,, mit dessen Hilfe der gesuchte Tensor 9,(s) 
folgendermaBen dargestellt werden kann: 


(29) (8) =f,(8) +-4J K,(s, 0),,f"(0)de. 


Auch die besonders wichtigen Satze, die insbesondere fiir symmetrische 
Kerne gelten, lassen sich mit Leichtigkeit iibertragen. Die Symmetrie- 
bedingung eines Kerns: 

K(5, 6) = K(6, 5) 
erhalt in unserem Fall folgende Gestalt: 


(30) K,(8, o),, = K,,(o, 8);. 


Das ist gerade diejenige Reziprozitét in bezug auf festen und variablen 
Punkt, die wir beim Greenschen Tensor als dessen Symmetrieeigenschaft 
kennen gelernt haben. Der Greensche Tensor ist also ein symmetrischer 
Kern. 

Die zu zwei verschiedenen Eigenwerten 4, und 4, gehdrenden Eigen- 


funktionen ?, (8) und (8) eines symmetrischen Kerns sind zueinander 
orthogonal. Das bedeutet jetzt folgende Integralrelation : 


(31) ‘2™(8)p,(8)ds =0, 
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wihrend fiir die Normierung der Eigenfunktionen die Gleichung: 
(32) $™(8) Pq(8)ds =I 
vorgeschrieben ist. 


Ein symmetrischer Kern kann nach seinen Eigenfunktionen in folgende 
unendliche Reihe entwickelt werden (Bilinearformel) — vorausgesetzt, daB 
die Reihe gleichmaBig konvergiert: 


(vy) (ry) 
(38) K,(0,¢),= >) re), 
() 
Eine analoge Entwicklung gilt fiir den zu ihm gehérenden lésenden Kern: 
(y) (¥) 
(34) K,(s, => 


(rv) 

Es kann auch ein beliebiger, mit Hilfe eines symmetrischen Kerns 
quellenmaBig darstellbarer Tensor f,(s) in eine nach Eigenfunktionen des 
Kerns fortlaufende unendliche Reihe entwickelt werden: 
(35) f,(s) = 4, 4(8), 
wobei die «, bloBe Zahlen sind. Insbesondere laBt sich ein beliebiger, 
zweimal differenzierbarer Tensor, der am Rande des Gebietes verschwindet, 
nach den Eigenfunktionen eines Greenschen Tensors entwickeln. 

In allen diesen fiir beliebige Riemannsche Raume geltenden Formeln 
kann der eine Index ¢, wie auch m, als Reprisentant einer Gruppe von 
beliebig vielen Indizes (fiir beide von gleicher Anzahl) aufgefaBt werden. 


Frankfurt a. M., Institut fiir theoretische Physik, November 1924. 


(Eingegangen 9. 12. 24.) 








Elektrodynamik der anisotropen Medien in der 
speziellen Relativitiitstheorie’). 


Yon 
L. Mandelstam und J. Tamm in Leningrad. 


Im folgenden soll iiber die Verallgemeinerung der Minkowskischen 
Gleichungen auf den Fall eines anisotropen Mediums berichtet werden. 

Wir geben dazu vorerst im § 1 eine neue Schreibweise der Minkowski- 
schen Gleichungen an. Gewdhnlich wird der tensorielle Zusammenhang 
zwischen den Feldtensoren F;, und f ad 


(Pigs Pog» Fag) =(4,, 2, E,); (Fas. Fai. Fig) = (B,, Bg, Bs); 
(7°, 1°, f°) =(D,,Dy,D,); (1%. ff) =(B, HH); 


mit Hilfe des Geschwindigkeitstensors u‘ aufgestellt (Gl. (1) u.(2)); die 
Dielektrizitatskonstante e und die Permeabilitaét ~ werden dabei als skalare 
GréBen aufgefaBt. Man kann aber auch die e und uw als Bestimmungs- 
stiicke eines vierdimensionalen Dielektrizitaétsmagnetisierungstensors ,; 
baw. s*/ ((3) bzw. (6)) deuten (im folgenden kurz D.-M.-Tensor genannt ); 
dann lassen sich die Minkowskischen Gleichungen ((1) u.(2)) in eine sehr 
einfache Form ((4) bzw. (5)) bringen. In diesen Gleichungen tritt der 
Geschwindigkeitstensor u‘ explizite nicht mehr auf. 

Im § 2 werden dann die Gleichungen fiir anisotrope Kérper angegeben. 
Der D.-M.-Tensor ist hier nicht mehr vom zweiten Range, wie im Falle 
der isotropen Kérper, sondern vom vierten Range. Wir bezeichnen ihn 
mit 8jag baw. s/** ((11) u.(13)). 


1) Ausfiihrlicher iiber die hier zu besprechende Frage wird der eine von uns 
a. and. O. berichten (Journ. Russ. Phys.-Chem. Gesellschaft). 

Nachdem diese Abhandlung schon abgeschlossen war, erfahren wir, daB Herr 
Prof. Frederiks (Leningrad) unabhingig von uns analoge Betrachtungen angestellt hat. 
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Die tensorielle Form der von uns gewonnenen Gleichungen erlaubt es, 
diese Gleichungen auch in das Gebiet der allgemeinen Relativitatstheorie 
zu iibertragen. Wir hoffen, in einer weiteren Mitteilung iiber die Anwen- 
dung der gewonnenen Resultate auf einige Fragen aus der Optik und der 
MaBbestimmung der ponderablen Medien zu berichten. 


§ 1. 


Wenn wir zunichst unsere Betrachtungen auf nichtleitende Medien 
beschrinken, so haben wir es nur mit den Gleichungen 


(1) f,jw =e F,,u*, 

(2) Fy, 4, + Fy + Fit = (fats + hits + fin) 

zu tun, denn die beiden iibrigen Grundgleichungen 
Divf’=0, RotF,,=0 


behalten in diesen Medien ihre gewéhnliche, auch fiir das Vakuum giiltige 
Form. AuBer den Feldtensoren F,, und f** und den Materialkonstanten ¢ 
und mw tritt in den Gleichungen (1) und (2) noch der Geschwindigkeits- 
tensor u‘* auf. Wenn man die GréBen « und yw als Skalare auffabt, dann 
ist die Heranziehung eines solchen Hilfstensors unumginglich; denn eine 
lineare tensorielle Verkniipfung zweier Tensoren (hier F,, und f’) kann 
nur vermittels eines dritten Tensors (hier uw‘) aufgestellt werden (den 
trivialen Fall der reinen Proportionalitét ausgeschlossen). Wenn man aber 
die GréBen e und wv nicht als Skalare, sondern als Komponenten eines 
vierdimensionalen Tensors auffaBt, dann wird die Heranziehung des 
Geschwindigkeitstensors iiberfliissig. Eine solche Auffassung erscheint ganz 
naheliegend, wenn man sich an die gewdhnlichen dreidimensionalen Ten- 
soren e,,; und w,; der Kristallphysik erinnert. 

Wir definieren einen ,,Dielektrizitétsmagnetisierungstensor“ 8; 55 indem 
wir seinen Komponenten im Ruhsystem folgende Werte zuschreiben: 








—Vn 0 0 0 

0 —Vu 0 0 

(3) (83) = 0 0 —V oO 
| a. ee ee 

eye 


Mit Hilfe dieses Tensors kann man die beiden Gleichungen (1) und 
(2) in eine Gleichung (4) zusammenfassen: 


(4) Fj = %a 8p f"". 
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Denn im Ruhsystem gibt diese Gleichung (4) den richtigen Zusammenhang 
zwischen F,; und f” wieder, wie man sich vermittels einer einfachen 
Substitution leicht iiberzeugt. Wegen ihres Tensorcharakters behilt die 
Gleichung ihre Giiltigkeit in jedem beliebigen Bezugssystem *). 

In der Gleichung (4) kommen die Geschwindigkeitskomponenten u*‘ 
explizite nicht mehr vor, wohl aber implizite, weil die Koeffizienten der 
Lorentztransformation von der Geschwindigkeit des Mediums abhingen. 

Lést man die Gleichung (4) nach f auf, so gelangt man zu einer 
Gleichung folgender Art: 


(5) f*! = o**s"" F.,, 


wo die s;, kovariante Tensorkomponenten sind, die im Ruhsystem fol- 
gende Werte besitzen 








oy Se eee See 
be 
! a as ie 
(6) (s) = Yr 
, ta s 
Ve “I 
0 0 0 elu 





Die Tensoren s,, und s‘/ stehen in derselben tensoriellen Beziehung 
zueinander, wie die Gravitationspotentiale g,; und g/ in der allgemeinen 


Relativitatstheorie: es gilt naimlich: 
{ %=0, wenn t+k, 


7 ** ona = Ob; 
(7) niinline “ | éf:=1, wenn i=—k. 


Mit anderen Worten: die s*/ sind gleich den entsprechenden aus s,; ge- 
bildeten Unterdeterminanten, dividiert durch die Determinante  ; ;|. 

Man bemerkt, daB in (3) und (6) die elektrischen und magnetischen 
GréBen ¢« und uw als Bestimmungsstiicke eines einzigen Tensors erscheinen, 
was der bekannten Verschmelzung der elektrischen und magnetischen Feld- 
vektoren EZ und 8 (bzw. D und H) zu einem vierdimensionalen Tensor F;; 
(bzw. f) vollstindig entspricht. 

Weiter sei noch bemerkt, daB die oben angefiihrte Betrachtungsweise 
auch auf den Fall leitender Medien ausgedehnt werden kann. Die Ab- 
hingigkeit des Viererstromes J‘ von der Ladungsdichte nnd Feldstirke 
148t sich in folgender Form ausdriicken: 


(8) Jf = 1°? Fig +o’. 


*) Nétigenfalls kann man sich von der Richtigkeit der letzten Aussage durch 
wirkliche Ausfiihrung der Koordinatentransformation iiberzeugen. 


ee 
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Die Tensorkomponenten 4*** und g* besitzen im Ruhsystem de- 
finitionsgem&B folgende Werte: 


1—p*=p'=0, p'=o 


0, mit Ausnahme von 1** =i — 1 —4 4), 


und aed 
Durch @ bzw. 4 ist hier die im Ruhsystem gemessene Ladungsdichte 
bzw. Leitfahigkeit bezeichnet. 


Es 1aBt sich leicht zeigen, daB Gl. (4), (5) und (8) mit den ent- 
sprechenden Minkowskischen Gleichungen iibereinstimmen. 


§ 2. 


Es ist nun leicht, die vorangehenden Uberlegungen auf den Fall der 
Anisotropie zu verallgemeinern. Wir versuchen wieder die Verkniipfungs- 
gleichurgen zwischen F;; und * in eine der Gleichung (4) analoge Form 
zu bringen. Jetzt reicht aber dazu ein D.-M.-Tensor zweiten Ranges nicht 
aus, man muB8 vielmehr einen Tensor wierten Ranges 4;;., zu Hilfe 
nehmen‘), Wir setzen an: 


(9) F,;, = dijan fh”? 


Die Werte der Tensorkomponenten 4;;,g im Ruhsystem bestimmen 
sich aus der Forderung, da8 in diesem Bezugsystem die Gleichung (9) 
den gewoéhnlichen Gleichungen 


D,=¢;E;, B= 4H 


fiquivalent sein muB. Zwar reicht diese Sein nicht aus, um die 

nétigen Werte eindeutig zu bestimmen, es ist aber ganz naheliegend noch 

folgendes zu verlangen: es soll beim stetigen Ubergang zur Isotropie die 

Gleichung (9) in die entsprechende Gleichung (4) iibergehen, also 4;;.; 

in 8;.°8j- Die Ausrechnung fiihrt zu folgenden Werten der Kompo- 

nenten [im Ruhsystem, dessen Koordinatenachsen mit den Hauptrichtungen 
%) Wir lassen es unentschieden, ob nicht etwa 


. -1u , 228 - 334 sil se , a5 1 . 
mit Ausnahme von / d an z—h eh —h agi. 


iat 9 
‘) Setzt_ man Symmetriceigenschaften des D.-M.-Tensors voraus, so leuchtet es 
unmittelbar ein, da8 die zehn Bestimmungsstiicke eines symmetrischen Tensors 
zweiten Ranges nicht ausreichen, um dic zwélf unabhiingigen GriBen ¢;; und y,; ein- 
deutig auszudriicken. In einer weiteren Veréffentlichung hoffen wir zu zeigen, daB 
diese Tatsache (daB in anisotropen Medien der D.-M.-Tensor cin Tensor vierten Ranges 
ist) mit dem Doppelbrechungsvermégen dieser Medien in einen engen Zusammen- 
hang gebracht werden kann. 
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der Anisotropie zusammenfallen, im folgenden wird ein solches Koordinaten- 
system kurz als ,,A-System“ bezeichnet}. 


81912 = Oei191 = Hs» 81313 = Seis: = Me» 8as93 = Sses0 = 4) 


1 1 1 
$144 = 94 = — ea” : 83483 = Oya43 = — a? 
alle iibrigen s;,, mit Ausnahme der Glieder der Hauptdiagonale, ver- 
schwinden im A-System. Was aber diese Glieder der Hauptdiagonale 
betrifft, so reichen unsere Forderungen nur dazu aus, um ihre Dimensionen, 
nicht aber ihre Werte, zu bestimmen. Doch sind diese Glieder fiir uns 
ohne Belang, da sie in jedem beliebigen Bezugssystem aus den Gleichungen (9 ) 
herausfallen®). 

Wie aus (10) leicht zu ersehen, ist der Tensor s;;,3 in bezug auf 
die Indexpermutation (7, @), (7, 8) und (¢@, 7) symmetrisch. Im A-System 
lassen sich seine von Null verschiedenen Komponenten in eine quadratische 
Matrix einordnen: 


(10) 


89494 = 94949 = — => 








[MH] Bs & =e 

1 

a wn <2 

(11) (8ijap) =| ; 1 
| Mg My (#) a 

| se ae ee: 2 [-F-| 

/~ £9 fs rr 








Die Glieder (11), (12), (13) usw. dieser Matrix entsprechen den Kom- 
ponenten 8,,,,5 Si919> 81913 USW-; fiir die Glieder der Hauptdiagonale sind 
nur ihre Dimensionen angegeben. 

Ganz ahnlich 148t sich der entsprechende kontravariante Tensor s*/« 
finden, welcher durch die Gleichung 




















(12) f? saee gtieF Pap 
definiert ist; es ist namlich im A-System: 
> are 
lp Ms He 1 
ee ae 
(13) (stia? am lt Lp i, 3 
eet ea ae 
a] Last ws 3 
—%& —& —& [ey] 
5) Beispiel. 
aFis = , , , _ p12 121, 
— =8ij1e—Sijax, denn 83=/f’"=—/f'™; 
@B, 


sign dm) _ S0% te? (ter Yoh be woh) 


OSypepp ~ aa’* ax’ \ar az’*® aax’* axt* 
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Es gilt die zu (7) analoge Beziehung 
gtiah gabhk — 383i. 


Die Gleichungen (9) und (11) bzw. (12) und (13) lésen die gestellte 
Aufgabe und erlauben den Zusammenhang zwischen F,, und f? in einem 
beliebigen Bezugsystem zu ermitteln. 

In einem Bezugssystem z. B., welches sich relativ zu dem betrachteten 
Medium mit einer Geschwindigkeit — » bewegt, und zwar so, daB die 
Geschwindigkeitt —»v parallel zu einer der Hauptachsen der Anisotropie 
gerichtet ist, lassen sich die Grundgleichungen (9) bzw. (12) auf folgende 


Form bringen *): 


(14) Sa teat 2 eons 


8 —[v EZ] =n(H—[vD)). 


Diese Gleichungen sind den gewdhnlichen Minkowskischen Gleichungen 
fiir isotrope Medien ganz ahnlich; der einzige Unterschied besteht darin, 
da8 hier durch die Buchstaben ¢ und yw nicht Skalare, sondern dreidimen- 
sionale Tensoren 


&, 9 0 Hy, 9 0 
(e) =| 0 Ea 0 |, (#) =| 0 aq 0 
00 & 0 O pes 


bezeichnet sind. Deswegen hat z. B. das Produkt eZ folgende Bedeutung: 
ef =t,H. + jteaHa +k esa Hu, 


wo t,j, k die Grundeinheitsvektoren sind. 


Zum Schlu8 sei noch bemerkt, daB wir oben stillschweigend die 
Voraussetzung gemacht haben, daS die Hauptachsen der beiden Raum- 
tensoren ¢,, und ,; miteinander zusammenfallen, was in Kristallen 
niedrigster Symmetrieklassen nicht unbedingt der Fall zu sein braucht. 
Man kann diese Beschrinkung abstreifen, wenn man bedenkt, da8 unter 
Einschrinkung auf rein raéumliche Koordinatentransformationen jeder vier- 
dimensionale Tensor in eine Reihe raumlicher Tensoren zerlegt werden 
kann’). Allgemein gesprochen zerfallt ein Tensor vierten Ranges in 16 Raum- 
tensoren. Bei dem speziellen Tensor s;;,g (bzw. s‘/*4) sind nur vier von 
diesen Raumtensoren von Null verschieden, namlich ein ,,innerer“‘ Tensor 
vierten Ranges, zwei identische ,,iuBere‘‘ Tensoren zweiten Ranges und end- 
lich ein Tensor nullten Ranges (Skalar) s,,,,. Dabei zeigt sich, daB die 


*) Die Zwischenrechnungen sollen hier iibergangen werden. 
*) Vgl. z. B. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl., S. 188 ff. 
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Komponenten des ,,inneren‘‘ Tensors ausschlieBlich von His die des ,,auBeren“ 
aber nur von e,; abhingen. Diese Tatsache macht folgende Vermutung 
plausibel. 

Sollen die Hauptachsen der Eliipsoide ¢,, und u,; nicht zusammen- 
fallen, so bilde man die Zahlenschemas (11) und unterwerfe dann ihre 
inneren (bzw. auBeren) Glieder einer rein raumlichen Koordiuatentrans- 
formation, wobei aber ihre duBeren (bzw. inneren) Glieder unberiihrt 
bleiben. Wahlt man diese Transformation in solcher Weise, daB sie die 
bei der Bildung des Zahlenschema (11) als zusammenfallend vorausgesetzten 
Achsen der Ellipsoide e,; und y,; in die richtige gegenseitige Lage bringt, 
so gelangt man zu den richtigen Werten der Tensorkomponenten 8;;,,. 


(Eingegangen 6. 2. 1925.) 


Uber das Unendliche’). 


Von 


David Hilbert in Géttingen. 


WeierstraB hat der mathematischen Analysis durch seine mit meister- 
hafter Schirfe gehandhabte Kritik eine feste Grundlage geschaffen. 
Indem er unter anderem die Begriffe Minimum, Funktion, Differential- 
quotient klarte, hat er die der Infinitesimalrechnung noch anhaftenden 
Mangel beseitigt, sie von allen verschwommenen Vorstellungen iiber das 
Infinitesimale gereinigt und die dabei aus dem Begriff des Infinitesimalen 
entspringenden Schwierigkeiten endgiiltig iiberwunden. Wenn heute in 
Verfolgung der SchluBweisen, die auf dem Begriff der Irrationalzahl and 
iiberhaupt des Limes beruhen, in der Analysis volle Ubereinstimmung 
und Sicherheit herrscht und in den verwickeltsten Fragen, die die Theorie 
der Differential- und Integralgleichungen betreffen, trotz der kiihnsten und 
mannigfaltigsten Kombinationen unter Anwendung von Uber-, Neben- 
und Durcheinander-Haufung der Limites doch Einhelligkeit aller Ergeb- 
nisse statthat, so ist dies wesentlich ein Verdienst der wissenschaftlichen 
Tatigkeit von WeierstraB. 

Und dennoch hat mit der WeierstraBschen Begriindung der Infinite- 
simalrechnung die Diskussion iiber die Grundlagen der Analysis noch nicht 
ihren Abschlu8 gefunden. 

Der Grund hierfiir liegt darin, daB die Bedeutung des Unendlichen 
fiir die Mathematik noch nicht restlos geklart worden war. Zwar das 
Unendlichkleine und das UnendlichgroBe ist in der WeierstraBschen 
Analysis eliminiert, indem die dies betreffenden Aussagen auf Beziehungen 
zwischen endlichen GréBen zuriickgefiihrt werden. Aber das Unendliche 
tritt noch immer auf in den unendlichen Zahlenfolgen, welche die reellen 





1) Vortrag, gehalten am 4. Juni 1925 gelegentlich einer zur Ehrung des An- 
denkens an WeierstraB von der Westfilischen Mathematischen Gesellschaft veran- 
stalteten Mathematiker-Zusammenkunft in Miinster i. W. 
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Zahlen definieren, und weiter noch in dem Begriff des Systems der reellen 
Zahlen, welches ganz so wie eine fertig und abgeschlossen vorliegende 
Gesamtheit aufgefaBt wird. 

Die Formen des logischen SchlieBens, in denen diese Auffassung zum 
Ausdruck kommt — niamlich, wenn man z. B. handelt von allen reellen 
Zahlen mit einer gewissen Eigenschaft oder davon, da8 es reelle Zahlen 
von einer gewissen Eigenschaft gibi, — diese werden gerade in der 
WeierstraBschen Begriindung der Analysis in ganz unbeschrinktem Ma8 
in Anspruch genommen und immer wiederholt angewandt. 

Dadurch konnte in die WeierstraBsche Theorie doch wieder das Un- 
endliche in verdeckter Form hineinspielen, ohne von der Schirfe der 
WeierstraBschen Kritik getroffen zu werden, und daraus folgt, daB es das 
Problem des Unendlichen ist, das in dem angedeuteten Sinne abschlieBend 
zu klaren uns noch not tut. Und so wie bei den Grenzprozessen der 
Infinitesimalrechnung das Unendliche im Sinne des Unendliehkleinen und 
des UnendlichgroBen sich als eine bloBe Redensart erweisen lieB, so miissen 
wir auch das Unendliche im Sinne der unendlichen Gesamtheit, wo wir 
es jetzt noch in den Schlu8weisen vorfinden, als etwas bloB Scheinbares 
erkennen. Und so wie das Operieren mit dem Unendlichkleinen durch 
Prozesse im Endlichen ersetzt wurde, welche ganz dasselbe leisten und zu 
ganz denselben eleganten formalen Beziehungen fiihren, so miissen iiber- 
haupt die SchluBweisen mit dem Unendlichen durch endliche Prozesse er- 
setzt werden, die gerade dasselbe leisten, d.h. dieselben Beweisgiinge und 
dieselben Methoden der Gewinnung von Formeln und Siitzen erméglichen. 

Dies ist nun die Absicht meiner Theorie. Sie hat zum Ziel, die 
definitive Sicherheit der mathematischen Methode herzustellen, zu welcher 
die kritische Periode der Infinitesimalrechnung noch nicht gelangt ist; 
sie soll also zur Vollendung bringen, was Weierstra8 mit seiner Grund- 
legung der Analysis angestrebt und wozu er den einen notwendigen und 
wesentlichen Schritt getan hat. 

Aber was die Frage der Klairung des Unendlichkeitsbegrifies betrifit, 
so kommt dabei noch ein allgemeinerer Gesichtspunkt in Betracht. Die 
mathematische Literatur findet sich, wenn man darauf acht gibt, stark 
durchflutet von Ungereimtheiten und Gedankenlosigkeiten, die meist durch 
das Unendliche verschuldet sind. So wenn z.B. im Sinne einer ein- 
schrinkenden Bedingung die Forderung betont wird, daB in der strengen 
Mathematik nur eine endliche Anzahl von Schliissen in einem Beweise 
zulissig sei — als ob es schon irgend jemandem einmal gelungen wire, 
unendlich viele Schliisse auszufiihren. 

Auch alte Einwendungen, die mari lingst abgetan glaubte, treten in 
neuem Gewande wieder auf. So wird neuerdings etwa dies ausgefiihrt: 
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Wenn auch die Einfiihrung eines Begriffes ohne Gefahr d.h., ohne Wider- 
spriiche zu erhalten, méglich sei und dies erwiesen werden kénne, so stehe 
damit noch nicht ihre Berechtigung fest. Ist dies nicht genau der Ein- 
wand, den man seinerzeit gegen die komplex-imaginiren Zahlen geltend 
machte, indem man sagte: freilich kénne man zwar durch sie keine Wider- 
spriiche erhalten; aber ihre Einfiihrung sei dennoch nicht berechtigt; denn 
die imaginaren GréBen existierten doch nicht? Nein, wenn iiber den Nach- 
weis der Widerspruchsfreiheit hinaus noch die Frage der Berechtigung zu 
einer MaBnahme einen Sinn haben soll, so ist es doch nur die, ob die 
MaBnahme von einem entsprechenden Erfolge begleitet ist. In der Tat, 
der Erfolg ist notwendig; er ist auch hier die héchste Instanz, der sich 
jedermann beugt. 

Ein anderer Autor scheint Widerspriiche — Gespenstern gleich — 
auch dann zu erblicken, wenn iiberhaupt niemand etwas behauptet hat, 
nimlich in der konkreten Sinnenwelt selbst, deren ,,widerspruchsfreies 
Funktionieren‘ als eine besondere Voraussetzung angesehen wird. Ich 
habe allerdings geglaubt, daB nur Aussagen und Annahmen, soweit sie durch 
Schliisse auf Aussagen fiihren, einander widersprechen kénnten, und mir 
erscheint die Auffassung, als kénnten die Tatsachen und Ereignisse selbst 
miteinander in Widerspruch geraten, als das Musterbeispiel einer Ge- 
dankenlosigkeit. 

Durch diese Bemerkungen wollte ich nur dartun, daB die endgiiltige 
Aufklirung iiber das Wesen des Unendlichen weit iiber den Bereich spe- 
zieller fachwissenschaftlicher Interessen vielmehr zur Ehre des mensch- 
lichen Verstandes selbst notwendig geworden ist. 

Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das 
Gemiit der Menschen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere 
Idee auf den Verstand so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unend- 
liche ist aber auch wie kein anderer Begriff so der Aufklarung bediirftig. 

Wenn wir uns nun dieser Aufgabe, das Wesen des Unendlichen auf- 
zuklaren, zuwenden, so miissen wir uns in aller Kiirze vergegenwirtigen, 
welche inhaltliche Bedeutung dem Unendlichen in der Wirklichkeit zu- 
kommt; wir sehen zunichst, was wir aus der Physik hieriiber erfahren. 

Der erste naive Eindruck von dem Naturgeschehen und der Materie 
ist der des Stetigen, des Kontinuierlichen, Haben wir ein Stiick Metall 
oder ein Fliissigkeitsvolumen, so drangt sich uns die Vorstellung auf, daB 
sie unbegrenzt teilbar seien, daB ein noch so kleines Stiick von ihnen 
immer wieder dieselben Eigenschaften habe. Aber iiberall, wo man die 
Methoden der Forschung in der Physik der Materie geniigend verfeinerte, 
stie man auf Grenzen fiir die Teilbarkeit, die nicht an der Unzuling- 
lichkeit unserer Versuche, sondern in der Natur der Sache liegen, so daB 
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man geradezu die Tendenz der modernen Wissenschaft als eine Emanzi- 
pation von dem Unendlichkleinen auffassen kénnte und daB man jetzt 
an Stelle des alten Leitsatzes: ,natura non facit saltus“ das Gegenteil 
»die Natur macht Spriinge“ behaupten kénnte. 

Bekanntlich ist alle Materie aus kleinen Bausteinen, den Atomen zu- 
sammengesetzt, durch deren Kombination und Verbindung die ganze Mannig- 
faltigkeit der makroskopischen Stoffe entsteht. 

Bei der Atomistik der Materie blieb aber die Physik nicht stehen. 
Neben sie trat gegen Ende des vorigen Jahrhunderts die zuniichst viel 
fremdartiger wirkende Atomistik der Elektrizitét. Wahrend bis dahin die 
Elektrizitét als ein Fluidum galt und das Vorbild eines kontinuierlich 
wirkenden Agens war, so erwies sich jetzt auch sie aufgebaut aus positiven 
und negativen Elektronen. 

AuBer Materie und Elektrizitét gibt es in der Physik noch ein 
anderes Reales, fiir das ebenfalls das Gesetz der Erhaltung gilt, namlich 
die Energie. Nun selbst die Energie la8t, wie heute feststeht, die unend- 
liche Zerteilung nicht schlechthin und uneingeschrankt zu; Planck entdeckte 
die Energiequanten. 

Und das Fazit ist jedenfalls, da ein homogenes Kontinuum, welches 
die fortgesetzte Teilbarkeit zulieBe, und somit das Unendliche im Kleinen 
realisieren wiirde, in der Wirklichkeit nirgends angetroffen wird. Die unend- 
liche Teilbarkeit eines Kontinuums ist nur eine in Gedanken vorhandene 
Operation, nur eine Idee, die durch unsere Beobachtungen der Natur und 
die Erfahrungen der Physik und Chemie widerlegt wird. 

Die zweite Stelle, an der uns in der Natur die Frage nach der Un- 
endlichkeit entgegentritt, trefien wir bei der Betrachtung der Welt als 
Ganzes. Hier haben wir die Ausdehnung der Welt zu untersuchen. ob es 
in ihr ein UnendlichgroBes gibt. 

Die Meinung von der Unendlichkeit der Welt war lange Zeit die 
herrschende; bis zu Kant und auch weiterhin noch hegte man an der 
Unendlichkeit des Raumes iiberhaupt keinen Zweifel. 

Hier ist es wieder die moderne Wissenschaft, insbesondere die Astro- 
nomie, die diese Frage von neuem aufrollt und sie nicht durch das un- 
zulingliche Hilfsmittel metaphysischer Spekulation, sondern durch Griinde, 
die sich auf die Erfahrung stiitzen und auf der Anwendung von Natur- 
gesetzen beruhen, zu entscheiden sucht. Und es haben sich schwerwiegende 
Einwinde gegen die Unendlichkeit herausgestellt. Zur Annahme der Un- 
endlichkeit des Raumes fiihrt mit Notwendigkeit die Huklidische Geo- 
metrie. Nun ist zwar die Euklidische Geometrie ein in sich widerspruchs- 
freies Gebiude und Begrifissystem; daraus folgt aber noch nicht, daB sie 
in der Wirklichkeit Giiltigkeit besitzt. Ob dies der Fall ist, kann allein 
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die Beobachtung und Erfahrung entscheiden. Bei dem Versuche, die Un- 
endlichkeit des Raumes spekulativ zu erweisen, liefen auch offenbare Irr- 
tiimer unter. Aus der Tatsache, daB auBerhalb eines Raumstiickes immer 
wieder noch Raum vorhanden ist, folgt nur die Unbegrenztheit des Raumes, 
keineswegs aber seine Unendlichkeit. Unbegrenztheit und Endlichkeit aber 
schlieBen einander nicht aus. Die mathematische Forschung liefert in der 
sogenannten elliptischen Geometrie das natiirliche Modell der endlichen 
Welt. Und das Aufgeben der Euklidischen Geometrie ist heute nicht mehr 
bloB eine rein mathematische oder philosophische Spekulation, sondern 
wir sind auch von einer anderen Seite dazu gelangt, die urspriinglich gar 
nichts mit der Frage der Endlichkeit der Welt zu schaffen hatte. Ein- 
stein hat die Notwendigkeit gezeigt, von der Euklidischen Geometrie ab- 
zugehen. Auf Grund seiner Gravitationstheorie nimmt er auch die kos- 
mologischen Fragen in Angriff und zeigt die Méglichkeit einer endlichen 
Welt, und alle von den Astronomen gefundenen Resultate sind auch mit 
der Annahme der elliptischen Welt durchaus vertriiglich. 

Die Endlichkeit des Wirklichen haben wir nun in zwei Richtungen 
festgestellt: nach dem Unendlichkleinen und dem UnendlichgroBen. 
Dennoch kénnte es sehr wohl zutreffen, daB das Unendliche in unserem 
Denken einen wohlberechtigten Platz hat und die Rolle eines unentbehr- 
lichen Begriffes einnimmt. Wir wollen zusehen, wie es damit in der mathe- 
matischen Wissenschaft bestellt ist und zunichst das reinste und naivste 
Kind des menschlichen Geistes, die Zahlentheorie, befragen. Nehmen wir 
hier aus der reichen Mannigfaltigkeit von elementaren Formeln irgendeine 
heraus, z. B. die Formel 


1427484 ...+n*=in(n+1)(2n+1). 


Da wir darin fiir n irgendeine ganze Zahl einsetzen diirfen, z. B. n = 2 
oder n= 5, so enthilt diese Formel wnendlichviele Aussagen, und dies ist 
offenbar das Wesentliche an ihr, wodurch sie erst die Lésung eines arith- 
metischen Problems darstellt und einen eigentlichen Beweisgedanken er- 
forderlich macht, wahrend die spezieJlen Zahlengleichungen 


174 2°= 1.2.3.5, 
17427434494 5%=2.5.6-11 


sich durch Ausrechnen verifizieren lassen und daher einzeln fiir sich kein 
wesentliches Interesse bieten. 

Eine véllig andere, ganz eigenartige Deutung und prinzipielle Er- 
fassung des Unendlichkeitsbegriffes lernen wir an der Hand der so iiber- 
aus wichtigen und fruchtbaren Methode der idealen Elemente kennen. 
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Schon in der elementaren Geometrie der Ebene findet die Methode der 
idealen Elemente ihre Anwendung. Hier sind urspriinglich die Punkte 
und Geraden der Ebene allein die realen, wirklich existierenden Gegen- 
stinde. Fiir diese gilt unter anderem das Axiom der Verkniipfung: Durch 
zwei Punkte geht immer eine und nur eine Gerade. Hieraus ergibt sich 
als Folgerung, daB zwei Gerade sich héchstens in einem Punkte schneiden. 
Es gilt jedoch nicht der Satz, daB zwei Gerade sich immer in einem 
Punkte schneiden; die zwei Geraden kénnen vielmehr auch einander 
parallel sein. Es ist. aber bekanntlich durch Einfiihrung idealer Elemente, 
namlich der unendlich fernen Punkte und einer unendlich fernen Geraden 
zu erreichen, da®B der Satz, wonach zwei Geraden sich immer in einem 
und nur einem Punkte schneiden, allgemein giiltig wird. 

Die idealen ,,unendlichfernen“ Elemente bringen den Vorteil, das 
System der Verkniipfungsgesetze so einfach und iibersichtlich zu machen, 
wie nur irgend méglich. Wegen der Symmetrie zwischen Punkt und Gerade 
entsteht daraus bekanntlich das so fruchtbare Dualitatsprinzip der Geometrie. 

Die gewéhnlichen komplex-imagindren GréBen der Algebra sind eben- 
falls ein Beispiel fiir den Gebrauch idealer Elemente; sie dienen hier zur 
Vereinfachung der Siatze iiber die Ex‘stenz und Anzahl der Wurzeln einer 
Gleichung. 

Wie in der Geometrie unendlichviele Geraden, namlich die einander 
Parallelen zur Definition eines idealen Punktes verwandt werden, so werden 
in der héheren Arithmetik gewisse Systeme von unendlichvielen Zahlen zu 
einem Zahlenideal zusammengefaBt, und zwar besteht hierin wohl die genialste 
Verwendung des Prinzips der idealen Elemente. Ist dies innerhalb eines 
algebraischen Zahlenkérpers allgemein geschehen, so finden wir darin 
wieder die einfachen und wohlbekannten Teilbarkeitsgesetze wieder, wie 
sie fiir die gewéhnlichen ganzen Zahlen 1, 2,3,4,,.. gelten. Hier sind 
wir schon in das Gebiet der héheren Arithmetik geraten. 

Wir kommen nun zur Analysis, diesem kunstvollsten und am feinsten 
verzweigten Gebilde der mathematischen Wissenschaft. Sie wissen, welch 
maBgebende Rolle das Unendliche dort spielt, wie die mathematische 
Analysis gewissermaBen eine einzige Symphonie des Unendlichen ist. 

Die in der Infinitesimalrechnung erzielten gewaltigen Fortschritte be- 
ruhen gréBtenteils auf dem Operieren mit mathematischen Systemen von 
unendlichvielen Elementen. Da es nun sehr nahe lag, unendlich mit ,,sehr 
groB“ zu identifizieren, so entstanden bald Unstimmigkeiten, die sogenannten 
Paradoxien der Infinitesimalrechnung, die zura Teil schon im Altertum den 
Sophisten bekannt waren. Es war eine grundlegende Erkenntnis, daB viele 
fiir das Endliche giiltigen Satze, z. B. der Teil ist kleiner als das Ganze, 
Existenz des Minimums und des Maximums, Vertauschbarkeit der Reihen- 
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folge der Summanden oder Faktoren, nicht unmittelbar auf das Unendliche 
iibertragen werden diirfen. Ich erwahnte schon zu Beginn meines Vortrages, 
da8 namentlich durch den Scharfsinn von WeierstraB diese Fragen volle 
Aufklarung erhalten haben, und heute ist die Analysis in ihrem Bereiche 
eine unfehlbare Anweisung und zugleich ein praktisches Instrument zum 
Gebrauch des Unendlichen geworden. 

Aber die Analysis allein fiihrt uns noch nicht zu der tiefsten Einsicht 
in das Wesen des Unendlichen. Diese wird uns vielmehr erst durch eine 
Disziplin vermittelt, die der allgemeinen philosophischen Betrachtungs- 
weise naher steht und die berufen war, den ganzen Fragenkomplex in 
betreff des Unendlichen in ein neues Licht zu stellen. Diese Disziplin ist 
die Mengenlehre, deren Schépfer Georg Cantor war, und zwar kommt hier 
fiir uns allein in Betracht das, was das wahrhaft Einzigartige und Origi- 
nale, den eigentlichen Kern der Cantorschen Lehre ausmacht, niamlich 
seine Theorie der transfiniten Zahlen; diese erscheint mir als die bewun- 
dernswerteste Bliite mathematischen Geistes und iiberhaupt eine der héch- 
sten Leistungen rein verstandesmaBiger menschlicher Tiatigkeit. Was hat 
es nun damit fiir eine Bewandtnis? 

Will man in Kiirze die neue Auffassung des Unendlichen, der Cantor 
Eingang verschafft hat, charakterisieren, so kénnte man wohl sagen: in 
der Analysis haben wir es nur mit dem Unendlichkleinen und dem Un- 
endlichengroBen als Limesbegriff, als etwas Werdendem, Entstehendem, 
Erzeugtem, d. h., wie man sagt, mit dem potentiellen Unendlichen zu tun. 
Aber das eigentlich Unendliche selbst ist dies nicht. Dieses haben wir z. B., 
wenn wir die Gesamtheit der Zahlen 1, 2, 3, 4,... selbst als eine fertige 
Einheit betrachten oder die Punkte einer Strecke als eine Gesamtheit von 
Dingen ansehen, die fertig vorliegt. Diese Art des Unendlichen wird als 
aktual unendlich bezeichnet. 

Schon die beiden um die Grundlagen der Mathematik hochverdienten 
Mathematiker Frege und Dedekind haben — unabhingig voneinander — 
das aktual Unendliche angewandt und zwar zu dem Zwecke, die Arith- 
metik unabhaingig von aller Anschauung und Erfahrung auf reine Logik 
zu begriinden und durch diese allein zu deduzieren. Dedekinds Bestreben 
ging sogar soweit, die endliche Anzahl nicht der Anschauung zu entnehmen, 
sondern unter wesentlicher Benutzung des Begriffes der unendlichen Mengen 
rein logisch abzuleiten. Cantor aber gestaltete den Begriff des aktual Un- 
endlichen systematisch aus. Fassen wir die beiden genannten Beispiele 
fiir Unendlich ins Auge 

RE: BmeG, ae ices 
2. Punkte der Strecke 0 bis 1 oder, was dasselbe ist, die Gesamt- 
heit der reellen Zahlen zwischen 0 und 1, 
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so liegt es am nichsten, sie vom reinen Vielheitsstandpunkt aus zu be- 
trachten, und dabei nehmen wir iiberraschende Tatsachen wahr, die heute 
jedem Mathematiker geliufig sind. Betrachten wir nimlich die Menge aller 


rationalen Zahlen, also aller Briiche }, }, 2, 3,...,%,...,80 zeigt sich, dab — 
vom reinen Vielheitsstandpunkt aus — diese Menge nicht gréBer als die 


Menge der ganzen Zahlen ist: wir sagen, da8 die rationalen Zahlen auf ge- 
wohnliche Weise abgezihlt werden kénnen oder sie sind abzahlbar. Und 
dasselbe gilt auch noch von der Menge aller durch Wurzelziehen herstell- 
baren, ja sogar aller algebraischen Zahlen iiberhaupt. Mit unserem zweiten 
Beispiel verhalt es sich ahnlich: unerwarteterweise ist auch die Menge aller 
Punkte in einem Quadrat oder Wiirfel vom reinen Vielheitsstandpunkte 
aus nicht gréBer als die Menge der Punkte auf der Strecke 0 bis 1; ja 
sogar noch fiir die Menge aller stetigen Funktionen gilt das gleiche. Wer 
das zum erstenmal erfaihrt, kénnte auf den Gedanken kommen, es gabe 
vom reinen Vielheitsstandpunkt aus iiberhaupt nur ein einziges Unendlich. 
Nein: die Mengen in unseren beiden Beispielen 1. und 2. sind nicht 
»gleich michtig‘, wie man sagt; vielmehr kann die Menge 2. nicht ab- 
gezahlt werden, sondern sie ist gréBer als die Menge 1. Hier setzt nun 
die charakteristische Wendung in den Ideenbildungen Cantors ein. Die 
Punkte der Strecke kénnen auf gewdhnliche Weise mit 1, 2, 3,... nicht 
abgezihlt werden! Aber bei der Zulassung des aktual Unendlichen sind 
wir auch gar nicht auf diese gewohnliche Art des Abzihlens beschrankt 
und keineswegs genétigt, damit aufzuhéren. Wenn wir 1, 2,3,... gezahlt 
haben, so kénnen wir vielmehr die so abgezihlten Gegenstinde als eine 
in dieser bestimmten Anordnung fertige unendliche Menge ansehen; be- 
zeichnen wir diese Anordnung, wie Cantor es tut, ihrem Typus nach mit @, 


so setzt sich das Abzihlen naturgem48 fort mit w+1, @+2,... bisw+wm 
oder w-2 und dann wieder w-2+-1, w-2+ 2, w-2+38...0-2+o=0-3 
und weiter w-2, w-3, w-4,...,@-@ = w*, w*+1..., so daB wir schlieb- 
lich die folgende Tabelle erhalten: 

a * we 


o,wo+l1,@m+2,... 

wm-2,@m-2+1, @m-2+2,... 

w:-3, @0:-3+1,@-3+4,... 

w*, w?+1,... 

o* +o, wo7+o-2, w*?+o0-3 
oJ 

rs ons 

m*-2+-w,... 


w* 


> tee 


> 


ee 
@®,... 
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Dies sind die ersten transfiniten Zahlen Cantors, die Zahlen der zweiten 
Zahlklasse, wie sie Cantor nennt. Zu ihnen gelangen wir also einfach 
durch ein Hiniiberzihlen iiber das gewéhnliche abzahlbare Unendlich, d. h. 
durch eine ganz naturgeméBe und eindeutig bestimmte, konsequente Fort- 
setzung des gewéhnlichen Zahlens im Endlichen. Wie wir bisher blo8 das 
1-te, 2-te, 3-te, ... Ding einer Menge zahlten, zahlen wir jetzt auch das 
w-te, (w+ 1)-te, ..., o%-te Ding. 

Bei dieser Sachlage entsteht offenbar sofort die Frage, ob man nun 
durch dieses transfinite Zahlen auch wirklich Mengen auszihlen kann, die 
im gewéhnlichen Sinne nicht abzahlbar sind. 

Cantor hat nun in Verfolg dieser Gedanken die Theorie der trans- 
finiten Zahlen aufs erfolgreichste ausgebaut und einen vollstaindigen Kalkiil 
fiir dieselben geschaffen. So wurde schlieBlich durch die gigantische Zu- 
sammenarbeit von Frege, Dedekind, Cantor das Unendliche auf den Thron 
gehoben und geno8 die Zeit des héchsten Triumphes. Das Unendliche war 
in kiihnstem Fluge auf eine schwindelnde Héhe des Erfolges gelangt. 

Die Reaktion blieb nicht aus; sie spielte sich sehr dramatisch ab. 
Es geschah genau analog, wie in der Entwicklung der Infinitesimal- 
rechnung. Man war in der Freude iiber die neuen und reichen Resultate 
hinsichtlich der Zulassigkeit der SchluBweisen offenbar zu wenig kritisch 
verfahren; denn es stellten sich bei bloBer Anwendung der allmahlich iib- 
lich gewordenen Begriffsbildungen und SchluBweisen Widerspriiche heraus, 
zuerst vereinzelt, allmahlich immer schirfer und immer ernster: die so- 
genannten Paradoxien der Mengenlehre. Insbesondere war es ein von 
Zermelo und Russell gefundener Widerspruch, dessen Bekanntwerden in 
der mathematischen Welt geradezu von katastrophaler Wirkung war. 
Angesichts dieser Paradoxien gaben Dedekind und Frege ihren Stand- 
punkt tatsichlich auf und raiumten das Feld: Dedekind trug lange Be- 
denken, von seiner epochemachenden Abhandlung ,Was sind und was 
sollen die Zahlen“ eine Neuauflage zuzulassen; und auch Frege hat die 
Tendenz seines Buches ,,Grundgesetze der Arithmetik’ als verfehlt er- 
kennen miissen, wie er in einem Nachwort gesteht. Und gegen Cantors 
Lehre gar wurden von den verschiedensten Seiten die heftigsten Angriffe 
gerichtet. Die Gegenbewegung war so ungestiim, da8 die alleriiblichsten 
und fruchtbarsten Begriffe und die allersimpelsten und wichtigsten SchluB- 
weisen in der Mathematik bedroht wurden und ihre Anwendung verboten 
werden sollte. Zwar fehlte es nicht an Verteidigern des Alten; aber die 
AbwehrmaBregeln waren recht matt; sie setzten iiberdies nicht in einheit- 
licher Front an der richtigen Stelle ein. Der Heilmittel gegen die Para- 
doxien wurden zu viele empfohlen, die Methoden zur Aufklirung waren 
zu buntscheckig. 
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Es soll zugegeben werden, da8 der Zustand, in dem wir uns gegen- 
wartig angesichts der Paradoxien befinden, fiir die Dauer unertriglich ist. 
Man denke: in der Mathematik, diesem Muster von Sicherheit und 
Wahrheit, fiihren die Begriffsbildungen und Schliisse, wie sie jedermann 
lernt, lehrt und anwendet, zu Ungereimtheiten. Und wo soll sonst Sicher- 
heit wnd Wahrheit zu finden sein, wenn sogar das mathematische Denken 
versagt ? 

Aber es gibt einen vdllig befriedigenden Weg, den Paradoxien zu ent- 
gehen, ohne Verrat an unserer Wissenschaft zu iiben. Die Gesichtspunkte 
zur Auffindung dieses Weges und die Wiinsche, die uns die Richtung weisen, 
sind diese: 

1. Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlu8weisen wollen wir, wo 
immer nur die geringste Auasicht sich bietet, sorgfiltig nachspiiren und 
sie pflegen, stiitzen und gebrauchsfahig machen. Aus dem Paradies, das 
Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen. 

2. Es ist nétig, durchweg dieselbe Sicherheit des SchlieSens her- 
zustellen, wie sie in der gewdhnlichen niederen Zahlentheorie vorhanden 
ist, an der niemand zweifelt und wo Widerspriiche und Paradoxien nur 
durch unsere Unaufmerksamkeit entstehen. 

Die Erreichung dieser Ziele ist offenbar nur méglich, wenn uns die 
volle Aufklirung iiber das Wesen des Unendlichen gelingt. 

Vorhin haben wir gesehen, da8 in der Wirklichkeit das Unendliche 
nirgends zu finden ist, was fiir Erfahrungen und Beobachtungen und 
welcherlei Wissenschaft wir auch heranziehen. Sollte nun das Denken 
iiber die Dinge so unahnlich den Geschehnissen mit den Dingen sein und 
so andersartig vor sich gehen, so abseitig von aller Wirklichkeit? Ist 
es nicht vielmehr klar, da8 wir uns, wenn wir die Realitaét des Unend- 
lichen in irgendeinem Sinne zu erkennen glaubten, nur haben durch den 
Umstand dazu verleiten lassen, da8 wir tatsichlich in der Wirklichkeit 
so oft so ungeheure Dimensionen im Groen und im Kleinen antreffen? 
Und das inhaltliche logische SchlieBen, hat uns denn dieses irgendwo ge- 
tauscht oder im Stich gelassen, wenn wir es auf wirkliche Dinge oder 
Geschehnisse anwandten? Nein — das inhaltliche logische SchlieBen ist 
unentbehrlich. Getaéuscht hat es nur dann, wenn wir beliebige abstrakte 
Begriffsbildungen hinnahmen, auch solche, unter die unendlichviele Gegen- 
stiinde fallen; wit haben dann das inhaltliche SchlieBen eben unzulissig 
angewandt, d. h. wir haben offenbar notwendige Vorbedingungen fiir die 
Anwendung inhaltlichen logischen SchlieBens nicht beriicksichtigt. Und 
in der Erkenntnis, daB solche vorhanden sind und beriicksichtigt werden 
miissen, befinden wir uns in Ubereinstinimung mit den Philosophen, insbe- 
sondere mit Kant. Schon Kant hat gelehrt — und zwar bildet dies einen 
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integrierenden Bestandteil seiner Lehre —, daS die Mathematik iiber einen 
unabhangig von aller Logik gesicherten Inhalt verfiigt und daher nie und 
nimmer allein durch Logik begriindet werden kann, weshalb auch die Be- 
strebungen von Frege und Dedekind scheitern muBten. Vielmehr ist als 
Vorbedingung fiir die Anwendung logischer Schliisse und fiir die Betitigung 
logischer Operationen schon etwas in der Vorstellung gegeben: gewisse, 
auBer-logische konkrete Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis 
vor allem Denken da sind. Soll das logische SchlieBen sicher sein, so 
miissen sich diese Objekte vollkommen in allen Teilen iiberblicken lassen 
und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr Aufeinanderfolgen oder 
Nebeneinandergereihtsein ist mit den Objekten zugleich unmittelbar an- 
schaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch. auf etwas anderes redu- 
zieren laBt oder einer Reduktion bedarf. Dies ist die philosophische 
Grundeinstellung, die ich fiir die Mathematik wie iiberhaupt zu allem 
wissenschaftlichen Denken, Verstehen und Mitteilen fiir erforderlich halte. 
Und insbesondere in der Mathematik sind Gegenstand unserer Betrachtung 
die konkreten Zeichen selbst, deren Gestalt unserer Einstellung zufolge 
unmittelbar deutlich und wiedererkennbar ist. 


Vergegenwirtige man sich Wesensart und Methodik der gewéhnlichen 
finiten Zahlentheorie. Diese laBt sich gewi8 allein durch Zahlenkonstruk- 
tionen mittels inhaltlicher anschaulicher Uberlegungen aufbauen. Aber 
die mathematische Wissenschaft ist keineswegs durch Zahlengleichungen 
erschépft und auch nicht allein auf solche reduzierbar. Wohl aber kann 
man behaupten, daB sie ein Apparat sei, der in seiner Anwendung auf 
ganze Zahlen stets richtige Zahlengleichungen liefern mu’. Dann aber 
erhebt sich die Forderung, den Bau des Apparates soweit zu untersuchen, 
um dies zu erkennen. Und als Hilfsmittel dazu steht uns nur die- 
selbe konkret inhaltliche Betrachtungsweise und finite Einstellung des 
Denkens zu Gebote, wie sie beim Aufbau der Zahlentheorie selbst zur 
Ableitung der Zahlengleichungen angewandt wurde. Diese wissenschaft- 
liche Forderung ist in der Tat erfiillbar, d. h. es ist méglich, auf rein 
anschauliche und finite Weise — gerade wie die Wahrheiten der Zahlen- 
theorie — auch diejenigen Einsichten zu gewinnen, die die Zuverlissig- 
keit des mathematischen Apparates gewahrleisten. Wir gehen nun genauer 
auf die Zahlentheorie ein. 


In der Zahlentheorie haben wir die Zahlzeichen 
1, ll, 333. 11111, 


wo jedes Zahlzeichen anschaulich dadurch kenntlich ist, daB in ihm auf 
1 immer wieder 1 folgt. Diese Zahlzeichen — selbst Gegenstand unserer 
Betrachtung — haben an sich keinerlei Bedeutung. AuBer diesen Zeichen 
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aber brauchen wir bereits in der elementaren Zahlentheorie noch andere 
Zeichen, die etwas bedeuten und zur Mitteilung dienen, z. B. das Zeichen 2 
zur Abkiirzung fiir das Zahlzeichen 11, oder das Zahlzeichen 3 zur Ab- 
kiirzung fiir das Zahlreichen 111; ferner wenden wir die Zeichen +, =, > 
und andere an, die zur Mitteilung von Behauptungen dienen. So soll 
2+3=—3-+2 zur Mitteilung der Tatsache dienen, daB 2-+ 3 und3+ 2 
mit Riicksicht auf die benutzten Abkiirzungen dasselbe Zahlzeichen, nim- 
lich das Zahlzeichen 11111 sind. Ebenso dient alsdann 3 > 2 zur Mit- 
teilung der Tatsache, daB das Zeichen 3, d.h. 111, itiber das Zeichen 2, 
d.h. 11, hinausragt oder das letztere Zeichen ein Teilstiick des ersteren ist. 

Wir verwenden zur Mitteilung auch Buchstaben a, 6, ¢ fiir Zahl- 
zeichen. Danach ist 6 >a die Mitteilung, daB das Zahizeichen 6 iiber 
das Zahlzeichen a hinausragt. Und ebenso ware vom gegenwirtigen 
Standpunkte aus a+ 6 =6-+-a nur die Mitteilung der Tatsache, daB das 
Zahlzeichen a +- 6 dasselbe ist wie 6 +a. Und dabei kann das inhaltliche 
Zutreffen dieser Mitteilung auch durch inhaltliches SchlieBen bewiesen 
werden, und wir kénnen mit dieser anschaulichen, inhaltlichen Art der 
Behandlung sehr weit vorwarts kommen. 

Ich méchte Ihnen nun ein erstes Beispiel zeigen, wo diese anschau- 
liche Betrachtungsweise iiberschritten wird. Die gréBte bisher bekannte 
Primzahl ist (39 Ziffern) 


p=170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727. 


Durch das bekannte Euklidische Verfahren kénnen wir vdéllig im Rahmen 
unserer Einstellung den Satz beweisen, daB es zwischen p+ 1 und p!+1 
gewiB eine neue Primzahl gibt. Diese Aussage selbst entspricht auch 
véllig unserer finiten Einstellung. Denn ,,es gibt“ dient hier nur zur Ab- 
kiirzung fiir die Aussage: Es ist gewiB 

p+1 oder p+2 oder p+3 ... oder p!+1 


eine Primzahl. Nun aber weiter: Es ist auch offenbar dasselbe, wenn ich 
sage: es gibt eine Primzahl, die 
a 6G 


2 sp!+1 

ist, und hierdurch kommen wir darauf, einen Satz zu formulieren, der 
nur einen Teil der Euklidischen Behauptung ausdriickt, nimlich: es gibt 
eine Primzahl, die > p ist. Obwohl dies inhaltlich nur eine weit geringere 
Behauptung ist, nur eine Teilaussage der Euklidischen und so harmlos 
der Ubergang erscheint, so ist es doch ein Sprung ins Transfinite, wenn 
diese Teilaussage, losgelést aus dem obigen Zusammenhange, als eine 
selbstandige Behauptung ausgesprochen wird. 


und zugleich 
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Wie kann das sein? Wir haben hier eine Existentialaussage ,,es gibt“! 
Freilich hatten wir eine solche auch schon in dem Euklidischen Satz. 
GewiB, aber dort war das ,,es gibt, wie ich schon sagte, nur eine andere 
kiirzere Ausdrucksweise fiir: entweder ist 


p+1 oder p+2 oder p+3 ... oder p!+1 


eine Primzahl — gerade wie ich, statt zu sagen, dieses Kreidestiick ist 
rot oder jenes Kreidestiick ist rot oder ... oder das Kreidestiick dort ist 
rot, kiirzer sage: es gibt unter diesen Kreidestiicken ein rotes. Solch eine 
Behauptung, daB es in einer endlichen Gesamtheit einen Gegenstand mit 


einer Eigenschaft ,,gibt‘‘, entspricht vdllig unserer finiten Einstellung. Die 
Alternative dagegen: entweder ist 


p+1 oder p+2 oder p+8 oder ... in inf., 


ist gleichsam ein unendliches logisches Produkt, und ein solcher Ubergang 
zum Unendlichen ist ohne besondere Erérterung und eventuell gewisse 
VorsichtsmaBregeln ebensowenig erlaubt, wie in der Analysis der Ubergang 
vom endlichen zum unendlichen Produkt es ist, und er ist tiberhaupt 
zunachst sinnlos. 

Allgemein hat vom finiten Standpunkt eine existentiale Aussage, von 
der Form: es gibt eine Zahl von der und der Eigenschaft, nur als Par- 
tialaussage einen Sinn, d.h. als Teil einer naher bestimmten Aussage, 
deren genauer Inhalt jedoch fiir viele Anwendungen unwesentlich ist. 

Wir stoBen also hier auf das Transfinite durch Zerlegung einer existen- 
tialen Aussage, die sich nicht als eine Oder-Verkniipfung deuten laBt. 
Desgleichen kommen wir zu transfiniten Aussagen, wenn wir eine allge- 
meine, d. h. auf beliebige Zahlzeichen sich erstreckende Behauptung 
negieren. So ist z. B. die Aussage, daB, wenn a ein Zahlzeichen ist, stets 


a+l=l+a 


sein muB, vom finiten Standpunkt nicht negationsfdhig. Dies kénnen wir 
uns klar machen, indem wir bedenken, da8 diese Aussage nicht als eine 
Verbindung unendlich vieler Zahlengleichungen durch ,,und“ gedeutet 
werden darf, sondern nur als ein hypothetisches Urteil, welches etwas 
behauptet fiir den Fall, daB ein Zahlzeichen vorliegt. 

Hieraus folgt insbesondere, daB wir im Sinne der finiten Einstellung 
nicht die Alternative anwenden kénnen, wonach eine Gleichung wie die 
obige, worin ein unbestimmtes Zahlzeichen vorkommt, entweder fiir jedes 
Zahizeichen erfiillt ist oder durch ein Gegenbeispiel widerlegt wird. Denn 
diese Alternative beruht ja, als Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten, wesentlich auf der Voraussetzung, daB die Behauptung der allge- 
meinen Giiltigkeit jener Gleichung einer Negation fahig ist. 
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Wir konstatieren jedenfalls: Wenn wir im Bereiche der finiten Aus- 
sagen bleiben, wie wir doch miissen, so walten da sehr uniibersichtliche 
logische Verhiltnisse ob, und diese Uniibersichtlichkeit steigert sich zur 
Unertriglichkeit, wenn das ,,alle“ und ,,es gibt‘ kombiniert und in ein- 
geschachtelten Sitzen auftritt. Jedenfalls diejenigen logischen Gesetze, die 
die Menschen, seit sie denken, stets gebraucht haben, und die eben 
Aristoteles gelehrt hat, gelten nicht. Nun kénnte man darauf ausgehen, 
die fiir den Bereich der finiten Aussagen giiltigen logischen Gesetze auf- 
zustellen; aber damit ware uns nicht gedient, da wir eben auf den Ge- 
brauch der einfachen Gesetze der Aristotelischen Logik nicht verzichten 
wollen, und niemand, auch wenn er mit Engelszungen redete, wird die 
Menschen davon abhalten, beliebige Behauptungen zu negieren, Partial- 
urteile zu bilden und das Tertium non datur anzuwenden. Wie werden 
wir uns nun verhalten? 


Erinnern wir uns, daf wir Mathematiker sind und als solche uns 
schon oftmals in einer ahnlichen miBlichen Lage befunden haben und wie 
uns dann die geniale Methode der idealen Elemente daraus befreit hat. 
Einige leuchtende Vorbilder fiir die Anwendung dieser Methode habe ich 
Ihnen zu Anfang meines Vortrages angefiihrt. Gerade wie «= )— 1 ein- 
gefiihrt wurde, um die Gesetze der Algebra z. B. die iiber Existenz und 
Anzahl der Wurzeln einer Gleichung in der einfachsten Gestalt aufrecht- 
zuerhalten; gerade wie die Einfiihrung der idealen Faktoren geschah, um 
auch unter den ganzen algebraischen Zahlen die einfachen Teilbarkeits- 
gesetze beizubehalten, wie wir z. B. fiir die Zahlen 


2 und 1+)—5 


einen gemeinsamen idealen Teiler einfiihren, wahrend ein wirklicher nicht 
vorhanden ist, so haben wir hier zu den finiten Aussagen die idealen 
Aussagen zu adjungieren, um die formal einfachen Regeln der iiblichen 
Aristotelischen Logik zu erhalten. Und es trifft sich sonderbar, daB die 
von Kronecker mit solcher Leidenschaft angefochtenen SchluBweisen das 
genaue Seitenstiick zu dem sind, was derselbe Kronecker in der Zahlen- 
theorie an Kummer so enthusiastisch bewundert und als die héchste 
mathematische Leistung gepriesen hat. 


Wie gelangen wir nun zu den idealen Aussagen? Es ist da merk- 
wiirdig und jedenfalls ein giinstiger und fiirsprechender Umstand, daB wir, 
um auf den Weg zu ihnen zu kommen, nur nétig haben, in naturgemaBer 
und konsequenter Weise die Entwickelung, die die Lehre von den Grund- 
lagen der Mathematik bereits genommen hat, fortzusetzen. In der Tat 
vergegenwartigen wir uns, daB bereits die elementare Mathematik iiber 
den Standpunkt der anschaulichen Zahlentheorie hinausgeht. Die Methode 
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der algebraischen Buchstabenrechnung ist nimlich in der inhaltlich-anschau- 
lichen Zahlentheorie, wie wir sie bisher auffaBten, nicht mit inbegriffen. 
In dieser wurden die Formeln stets nur zur Mitteilung angewandt; die 
Buchstaben bedeuteten Zahlzeichen, und durch eine Gleichung wurde die 
Ubereinstimmung zweier Zeichen mitgeteilt. Dagegen in der Algebra be- 
trachten wir die Buchstabenausdriicke an sich als selbstiindige Gebilde 
und die inhaltlichen Saitze der Zahlentheorie werden durch sie formalisiert. 
An Stelle der Aussagen iiber die Zahlzeichen treten Formeln, die ihrerseits 
nun konkrekte Objekte einer anschaulichen Betrachtung sind; und an Stelle 
des inhaltlichen zahlentheoretischen Beweises tritt die Ableitung einer 
Formel aus einer anderen Formel nach gewissen Regeln. 

Es tritt also, wie schon die Algebra zeigt, eine Vermehrung der 
finiten Objekte ein. Bisher waren dies nur die Zahlzeichen wie 1, 11,..., 
11111. Sie allein waren die Objekte inhaltlicher Betrachtung gewesen. 
Aber schon in der Algebra geht die mathematische Praxis dariiber hinaus. 
Ja, auch wenn eine Aussage noch von unserem finiten Standpunkt aus in 
Verbindung mit den inhaltlichen Hinweisen zulassig ist, wie z. B. der Satz, 
da8 stets 
a+b=b+a, 


wo a,b bestimmte Zahlzeichen bedeuten, so wahlen wir doch nicht diese 
Form der Mitteilung, sondern setzen dafiir vielmehr die Formel 
a+b=b+a, 


und diese ist auch gar nicht mehr eine unmittelbare Mitteilung von etwas 
Inhaltlichem, sondern ein gewisses formales Gebilde, dessen Verhiltnis zu 
den alten finiten Aussagen 


2+3=3+2, 


54+7=74+5 
darin besteht, da8 wir in jener Formel fiir a,b Zahlzeichen 2, 3, 5, 7 ein- 
setzen und dadurch, d. h. durch ein Beweisverfahren — wenn auch ein 
sehr einfaches — diese finiten Einzelavssagen gewinnen. So kommen wir 
zu der Auffassung, daB a,b, =, +, sowie die Gesamtformel 
a+b=b-+a 


an sich nichts bedeuten, so wenig wie die Zahlzeichen; wohl aber kénnen 
aus ihr Formeln abgeleitet werden, denen wir eine Bedeutung zuschreiben, 
und zwar, indem wir sie als Mitteilungen von finiten Aussagen auffassen. 
Wenn wir diese Auffassung generalisieren, so wird die Mathematik zu 
einem Bestande von Formeln, und zwar erstens solchen, denen inhalt- 
liche Mitteilungen finiter Aussagen entsprechen, und zweitens von wei- 
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teren Formeln, die nichts bedeuten und die idealen Gebilde unserer 
Theorie sind. 

Was war nun unser Ziel? Wir fanden in der Mathematik einerseits 
solche finite Aussagen, die nur Zahlzeichen enthielten, wie 


3> 2, 2+3=3-+2, = 3, 1+1, 


die auf unserem finiten Standpunkt unmittelbar anschaulich und ohne 
weiteres verstindlich sind; diese sind negationsfahig, richtig oder falsch, 
man kann frei und unbedenklich mit ihnen aristotelisch-logisch schalten 
und walten; der Satz vom Widerspruch gilt, d. h. eine dieser Aussagen 
und ihre Negation kénnen nicht beide richtig sein; das ,,Tertium non 
datur“ gilt, d.h. eine von beiden: die Aussage oder ihre Negation ist 
richtig. Wenn ich sage: die Aussage ist falsch, so ist dies gleichbedeutend 
mit: die Negation der Aussage ist richtig. AuBer diesen Elementaraussagen 
von ganzlich unproblematischem Charakter trafen wir finite Aussagen 
problematischen Charakters an, z. B. solche, die nicht trennbar waren. 
Endlich haben wir nun die idealen Aussagen eingefiihrt, die bewirken 
sollen, daB insgesamt wieder die iiblichen Gesetze der Logik gelten. Aber 
da die idealen Aussagen, nimlich die Formeln, soweit sie nicht finite Be- 
hauptungen ausdriicken, nichts bedeuten, so kénnen an ihnen die logischen 
Operationen nicht inhaltlich wie an den finiten Aussagen vorgenommen 
werden. Es ist also nétig, die logischen Operationen und auch die 
mathematischen Beweise selbst zu formalisieren; dies erfordert eine Um- 
setzung der logischen Beziehungen in Formeln, so da8 wir zu den mathe- 
matischen Zeichen noch logische Zeichen, etwa 


& . V . —> . = 
und oder folgt nicht 
hinzufiigen und auBer den mathematischen Variablen a, b,c, ... auch 
logische Variable, naémlich variable Aussagen A, B, C, ... benutzen miissen. 


Wie kann das geschehen? Da tritt nun zum Gliick fiir uns dieselbe 
prastabilierte Harmonie ein, die wir so oft in der Entwickelungs- 
geschichte der Wissenschaft bemerken, — die Einstein zustatten kam, als er 
fiir seine Gravitationstheorie den voll ausgearbeiteten allgemeinen Invarianten- 
kalkiil vorfand: wir treffen als fortgeschrittene Vorarbeit den Logikkalkiil 
an. Freilich ist derselbe urspriinglich aus ganz anderen Gesichtspunkten 
heraus geschaffen, und demgem&8 sind die Zeichen des Logikkalkiils ur- 
spriinglich auch nur zur Mitteilung eingefiihrt worden; aber es ist konse- 
quent, wenn wir jetzt auch den logischen Zeichen, ebenso wie den mathe- 
matischen alle Bedeutung absprechen und erkliren, daB auch die Formeln 
des Logikkalkiils an sich nichts bedeuten, sondern ideale Aussagen sind. 
In dem Logikkalkiil besitzen wir eine Zeichensprache, welche fahig ist, 
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mathematische Siatze in Formeln zu fassen und das logische SchlieBen 
durch formale Prozesse auszudriicken. Ganz entsprechend wie beim Uber- 
gang von der inhaltlichen Zahlenlehre zur formalen Algebra betrachten 
wit die Zeichen und Operationssymbole des Logikkalkiils losgelést von 
ihrer inhaltlichen Bedeutung. Dadurch erhalten wir schlieBlich an Stelle 
der inhaltlichen mathematischen Wissenschaft, welche durch die gewéhn- 
liche Sprache mitgeteilt wird, nunmehr einen Bestand von Formeln mit 
mathematischen und logischen Zeichen, welche sich nach bestimmten Regeln 
aneinander reihen. Den mathematischen Axiomen entsprechen gewisse unter 
den Formeln und dem inhaltlichen SchlieBen entsprechen die Regeln, nach 
denen die Formeln aufeinander folgen: das inhaltliche SchlieBen wird also 
durch ein auBeres Handeln nach Regeln ersetzt und es wird damit einer- 
seits fiir die Axiome selbst, die doch auch urspriinglich naiv als Grund- 
wabrheiten gemeint waren, die aber schon langst in der modernen Axio- 
matik bloB als Verkniipfungen von Begriffen angesehen wurden, wie ferner 
auch fiir den Logikkalkiil, der urspriinglich nur eine andere Sprache sein 
sollte, jetzt der strenge Ubergang von naiver zu formaler Behandlung 
vollzogen. 

Nur die Art, wie der mathematische Beweis formalisiert wird, sei 
noch kurz erliutert. Gewisse Formeln, wie ich sagte, die als Bausteine 
des formalen Gebiudes der Mathematik dienen, werden Axiome genannt., 
Ein mathematischer Beweis ist eine Figur, die uns als solche anschaulich 
vorliegen muB; er besteht aus Schliissen nach dem SchluBschema 


S 
S—f 

i > 
wo jede der Priimissen, d.h. der betreffenden Formeln © und G6—T, 
entweder ein Axiom ist bzw. aus einem Axiom durch Ejinsetzung hervorgeht 
oder mit der Endformel eines friiheren Schlusses iibereinstimmt, bzw. aus 
ihr durch Einsetzung entsteht. Eine Formel soll beweisbar heiBen, wenn 
sie Endformel eines Beweises ist. 

Durch unser Programm ist die Wahl der Axiome fiir unsere Beweis- 
theorie schon vorgezeichnet. Trotz mancher Willkiir in der Auswahl der 
Axiome unterscheiden sich doch analog wie in der Geometrie qualitativ 
einzelne getrennte Gruppen, aus denen wir jedesmal einige Beispiele anfiihren: 

I, Axiome der Folge: 

A-+(B-—-A) 
(Zufiigen einer Voraussetzung); 
(BC) {(A—B)-+(A—-0)} 


(Elimination einer Aussage). 
Mathematische Annalen. 95. 12 
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II. Axiome der Negation: 
{A—(B&B)}—A 
(Satz vom Widerspruch ); 
A--A 
(Satz von der doppelten Verneinung). 
Diese Axiome der Gruppen I. und II. sind keine anderen als die Axiome 
des Aussagenkalkiils. 
III. Transfinite Axiome: 
(a) A(a)—» A(b) 
(Schlu8 vom Allgemeinen aufs Besondere, Aristotelisches Axiom); 
(a) A(a)—+ (Ea) A (a) 
(wenn ein Priadikat nicht fiir alle gilt, so gibt es ein Gegenbeispiel); 
(Ba) A(a)—+(a) A(a) 
(wenn es kein Beispiel fiir eine Aussage gibt, so ist die Aussage fiir 
alle a falsch). 


Dabei stellt sich noch ein sehr merkwiirdiger Umstand heraus, nim- 
lich, daB diese transfiniten Axiome saimtlich aus einem einzigen ableitbar 
sind, und das ist ein solches, welches zugleich den Kern des bisher in der 
mathematischen Literatur am meisten angefochtenen sogenannten Auswahl- 
Axioms enthilt: 

A(a)—+ A(eA), 
wo « die transfinite logische Auswahlfunktion ist. 
Dazu kommen die speziell mathematischen Axiome: 
IV. Axiome der Gleichheit: 
a=a; 
a= b-—-(A(a)—A(b)), 
und endlich: 
V. Axiome der Zahl: 
a+1+0; 
das Axiom der vollstindigen Induktion. 

Auf diese Weise sind wir imstande, unsere Beweistheorie durchzufiihren 
und das System der beweisbaren Formeln, d.h. die mathematische Wissen- 
schaft aufzubauen. 

Aber in der Freude iiber dies Gelingen im allgemeinen und iiber den 
Logikkalkiil im besondern, den wir ohne-unser Zutun als ein so unentbehr- 
liches Riistzeug vorfanden, diirfen wir doch die wesentliche Vorbedingung 
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fiir unser Tun nicht vergessen. Es gibt namlich eine Bedingung, eine 
einzige, aber auch absolut notwendige, an die die Anwendung der Methode 
der idealen Elemente gekniipft ist, und diese ist der Nachweis der Widerspruchs- 
fretheit: die Erweiterung durch Zufiigung von Idealen ist namlich nur dann 
statthaft, wenn dadurch im alten engeren Bereiche keine Widerspriiche 
entstehen, wenn also die Beziehungen, die sich bei Elimination der idealen Ge- 
bilde fiir die alten Gebilde herausstellen, stets im alten Bereiche giiltig sind. 

Dieses Problem der Widerspruchsfreiheit ist aber bei der gegenwartigen 
Sachlage durchaus der Behandlung zuginglich. Es reduziert sich darauf, 
wie man sofort erkennt, einzusehen, da8 aus unseren Axiomen nach den 
aufgestellten Regeln ,,1 + 1“ sich nicht als Endformel herausstellen kann, 
also ,,1 + 1“ nicht eine beweisbare Formel ist. Und dies ist eine Aufgabe, 
die grundsitzlich ebenso im Bereich der anschaulichen Betrachtung liegt, 
wie in der inhaltlich aufgebauten Zahlentheorie etwa die Aufgabe des Be- 
weises der Irrationalitét von )2, d. h. des Beweises, daB es unmdglich ist, 
zwei Zahlzeichen a, 6 zu finden, welche in der Beziehung a* = 25" stehen, 
wo also gezeigt werden soll, da8 sich nicht zwei Zahlzeichen von einer ge- 
wissen Beschaffenheit angeben lassen. Entsprechend kommt es fiir uns darauf 
an, zu zeigen, daB sich nicht ein Beweis von einer gewissen Beschaffenheit 
angeben 1a8t. Ein formalisierter Beweis ist aber, ebenso wie ein Zahl- 
zeichen, ein konkreter und iiberblickbarer Gegenstand. Er ist von Anfang 
bis Ende mitteilbar. Auch die verlangte Beschaffenheit der Endformel, 
daB sie ,,1 + 1“ lautet, ist eine konkret feststellbare Eigenschaft des Be- 
weises. Tatsichlich l48t sich dieser Nachweis erbringen, und damit ge- 
winnen wir die Berechtigung zur Einfiihrung unserer idealen Aussagen. 

Zugleich noch erfahren wir die freudige Uberraschung, daB wir damit 
ein Problem lésen, das langst brennend geworden ist, nimlich das Problem, 
die Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Axiome zu beweisen. Uberall 
nimlich, wo die axiomatische Methode zur Anwendung kommt, tritt dieses 
Problem, die Widerspruchsfreiheit zu beweisen, auf. Wir wollen doch bei 
Auswahl, Auffassung und Handhabung der Axiome und Regeln nicht auf 
guten Glauben und bloBes Vertrauen angewiesen sein. In der Geometrie und 
den physikalischen Theorien gelingt der Nachweis der Widerspruchsfreiheit 
durch Zuriickfiihrung auf die Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Axiome. 
Diese Methode versagt offenbar bei der Arithmetik selbst. Indem unsere 
Beweistheorie auf Grund der Methode der idealen Elemente diesen letzten 
wichtigen Schritt erméglicht, bildet sie den notwendigen SchluBstein in 
dem Lehrgebiude der Axiomatik.. Und was wir zweimal erlebt haben, 
einmal als es sich um die Paradoxien der Infinitesimalrechnung und dann 
um die Paradoxien der Mengenlehre handelte, das kann nicht zum dritten 
Male und wird nie wieder passieren. 

12* 
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Aber unsere hier skizzierte Beweistheorie ist nicht nur imstande, die 
Grundlagen der mathematischen Wissenschaft zu sichern, sondern ich glaube, 
da8 sie auch einen Weg erdffnet, um iiberhaupt allgemeine in den mathe- 
matischen Denkbereich fallende Fragen grundsatzlicher Art zu behandeln, 
an die man sich friiher nicht heranmachen konnte. 

Die Mathematik erweitert sich gewissermaBen zu einem Schiedsgericht, 
einem Tribunal héchster Instanz, um prinzipielle Fragen zum Austrag zu 
bringen — auf einer konkreten Basis, auf der sich alle miissen einigen 
kénnen und jede Behauptung kontrolliert werden kann. 

Auch die Behauptungen des neueren sogenannten ,,Intuitionismus‘’ — 
so bescheiden sie sein mégen — werden meiner Meinung nach erst von 
diesem Tribunal ihren Berechtigungsschein erlangen. 

Als Beispiel fiir die Behandlung grundsitzlicher Fragen méchte ich 
die These wahlen, daB jedes mathematische Problem einer Lésung fahig 
ist. Wir sind alle davon iiberzeugt. Es bildet ja gerade einen Haupt- 
reiz bei der Beschaftigung mit einem mathematischen Problem, da8 wir 
in uns den steten Zuruf héren: da ist das Problem, suche die Lésung; 
du kannst sie durch reines Denken finden; denn in der Mathematik gibt 
es kein Ignorabimus. Nun kann zwar meine Beweistheorie nicht all- 
gemein einen Weg angeben, auf dem jedes mathematische Problem sich 
lésen 14Bt — einen solchen gibt es auch nicht; aber der Nachweis, daf 
die Annahme der Lésbarkeit eines jeden mathematischen Problems wider- 
spruchsfrei ist, fallt durchaus in den Bereich unserer Theorie. 

Aber ich méchte noch einen letzten Trumpf ausspielen: fiir jede neue 
Theorie ist der endgiiltige Priifstein ihr Erfolg in Fragen, die schon vorher 
da waren und zu deren Beantwortung allein sie gar nicht geschaffen worden 
ist. An ihren Friichten sollt ihr sie erkennen, heiBt es auch fiir die 
Theorien. Sobald Cantor seine ersten transfiniten Zahlen, die sogenannten 
Zahlen der zweiten Zahlklasse, entdeckt hatte, entstand, wie ich bereits 
erwahnte, die Frage, ob man durch dieses transfinite Zahlen auch wirklich 
anderwarts bekannte Mengen auszahlen kann, die in gewdhnlichem Sinne 
nicht abzahlbar sind. Als solche Menge kam in erster Linie die Punkt- 
strecke in Betracht. Diese Frage, ob durch die Zahlen der vorhin auf- 
gestellten Tabelle die Punkte der Strecke, d.h. die reellen Zahlen, sich 
auszihlen lassen, ist das beriihmte Kontinuumproblem, von Cantor auf- 
gestellt, aber nicht gelést. Einige Mathematikor haben geglaubt, dieses 
Kontinuumproblem durch Fortleugnen beseitigen zu kénnen. Meine fol- 
genden Ausfiihrungen zeigen, wie verkehrt diese Stellungnahme ist. Das 
Kontinuumproblem ist durch seine Eigenart und innere Schénheit aus- 
gezeichnet, und es hat vor anderen beriihmten Problemen noch den Vorzug, 
daB es beiderlei Qualitaten in sich vereinigt: seine Lésung erfordert neue 











Uber das Unendliche. 181 


Wege, da die alten Methodea an ihm versagen, und andererseits: seine 
Lésung ist auch an und fiir sich von héchstem Interesse wegen des fest- 
zustellenden Resultates. 


Die Lésung dieses Kontinuumproblems gelingt durch die von mir 
entwickelte Theorie, und zwar ist eben jener Nachweis der Lésbarkeit 
eines jeden mathematischen Problems der erste und wichtigste Schritt zu 
dieser Lésung. Die Beantwortung fallt in bejahendem Sinne aus: die 
Punkte einer Strecke kénnen durch die Zahlen der zweiten Zahlklasse, 
d. h. durch bloBes Hiniiberzihlen iiber das abzihlbare Unendlich ausgezahlt 
werden, um es in populaérer Form auszudriicken. Ich méchte diese Be- 
hauptung selbst den Kontinuumsatz nennen und den Grundgedanken des 
Beweises dafiir hier inhaltlich kurz darlegen. 


Statt der Menge der reellen Zahlen betrachten wir — was hier offenbar 
das namliche ist — die Menge der zahlentheoretischen Funktionen, d. h. 
derjenigen Funktionen eines ganzzahligen Argumentes, deren Werte eben- 
falls stets ganze Zahlen sind. Wenn wir die Menge dieser Funktionen im 
Sinne des Kontinuumproblems ordnen wollen, so bedarf es dazu der Be- 
zugnahme auf die Erzeugung der einzelnen Funktion. Nuu kann eine 
Funktion eines Argumentes derart definiert sein, daB dabei die Werte der 
Funktion fiir einige oder auch fiir alle Argumentwerte von der Lésung 
irgendwelcher wohlbestimmter mathematischer Probleme abhingig gemacht 
sind, z.B. von der Lésung gewisser diophantischer Aufgaben oder dem 
Vorhandensein von Primzahlen mit gewissen Eigenschaften oder von der 
Frage, ob eine vorliegende Zahl wie etwa 2\? irrational ist. Um die hierin 
liegende Schwierigkeit zu vermeiden, bedienen wir uns eben jener vorhin 
erwahnten Behauptung von der Lésbarkeit eines jeden wohlbestimmten 
mathematischen Problems. Diese Behauptung ist ein allgemeines Lemma, 
das der Metamathematik angehért, wie ich die inhaltliche Theorie der 
formalisierten Beweise nennen méchte. Das, was von demselben hier 


fiir uns in Betracht kommt, spreche ich in genauer Fassung folgender- 
maBen aus: 


Lemma I. Wenn unter Zuziehung von Funktionen, die mittels des 
transfiniten Symbols ¢ (Axiomgruppe III) definiert sind, ein Beweis eines 
Widerspruchs gegen den Kontinuumsatz — in formalisierter Gestalt — 
vorliegt, so lassen sich in diesem Widerspruchsbeweise jene Funktionen 
stets durch solche ersetzen, die ohne Verwendung des Symbols ¢, allein 
durch gewohnliche und transfinite Rekursion, definiert sind — derart, daB 
das Transfinite nur in Gestalt des Allzeichens: () auftritt. 


Ferner sind fiir die Durchfiihrung meiner Theorie einige Festsetzungen 
notig. 
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Fiir variable Aussagen (allgemeine Formeln) werden stets groBe 
lateinische Buchstaben, fiir individuelle Aussagen (spezielle Formeln) da- 
gegen groBe griechische Buchstaben benutzt, z. B. 

Z(a): ,a ist eine gewdhnliche ganze Zahl*. 

N(a): ,@ ist eine Zahl der zweiten Zahlklasse‘. 

Fiir mathematische Variable werden stets kleine lateinische Buch- 
staben, fiir individuelle mathematische Gebilde (spezielle Funktionen) da- 
gegen kleine griechische Buchstaben benutzt. 

Was das Verfahren der Hinsetzung betriffit, so gelten dabei folgende 
allgemeine Verabredungen. 

Fiir Aussagenvariable diirfen nur andere allgemeine oder individuelle 
Aussagen (Formeln) eingesetzt werden. 

Fiir eine mathematische Variable darf eine jede Figur eingesetzt 
werden; jedoch muB, wenn eine mathematische Variable in einer Formel 
auftritt, stets die ihre Art charakterisierende Individualaussage nebst dem 
Folgtzeichen voranstehen, z. B. 


Z(a)—(...a@...), 
N(a)—+(...@...). 


Diese Verabredung bewirkt, da8 doch nur solche Einsetzungen z. B. fiir a 
in Z(a) oder in N(a) in Betracht kommen, die gewéhnliche Zahlen bzw. 
Zahlen der zweiten Zahlklasse sind. 


Deutsche groBe, sowie kleine Buchstaben bedeuten Hinweise und 
werden nur zu Mitteilungen verwandt. 

Zu bemerken ist noch, da8 unter , Figur“ ein aus Einzelzeichen zu- 
sammengesetztes, anschaulich vorliegendes Gebilde verstanden werden soll. 

Um den Beweisgedanken fiir den Kontinuumsatz zu verstehen, bedarf 
es vor allem der scharfen Erfassung des Begriffes der allgemeinsten mathe- 
matischen Variablen. Die mathematischen Variablen sind zweierlei Art: 


1. die Grundvariablen, 
2. die Variablentypen. 


1. Wiahrend man in der gesamten Arithmetik und Analysis mit der 
gewohnlichen ganzen Zahl als einziger Grundvariablen auskommt, gehért 
jetzt einer jeden Cantorschen transfiniten Zahlklasse eine Grundvariable 
zu, die eben die Ordinalzahlen dieser Klasse anzunehmen fahig ist. Einer 
jeden Grundvariablen entspricht demgem&8 eine Aussage, die sie als solche 
charakterisiert; diese ist implizite durch Axiome charakterisiert, z. B. 
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Z(0), 

Z(a)— Z(a+1), 

{A(0) & (a)(A(a)—» A(a+1))} + {Z(a) + A(a)} 

(Formel der gewéhnlichen Induktion); 

N(0), 

N(a)— N(a+1), 

(n) {Z(n) + Na(n)} — N lim a(n); 
dazu die Formel der transfiniten Induktion fiir die Zahlen der zweiten 
Zahlklasse. 

Zu jeder Art von Grundvariablen gehért eine Art von Rekursion, mit 
deren Hilfe man Funktionen definiert, deren Argument eine solche Grund- 
variable ist. Die zu der Zahlenvariablen gehérige Rekursion ist die ,,ge- 
wohnliche Rekursion“, gema8 welcher eine Funktion einer Zahlenvariablen n 
definiert wird, indem man angibt, welchen Wert sie fiir n=0 hat und 
wie man den Wert fiir n-+1 aus dem fiir n erhalt. Die Verallgemeinerung 
der gewohnlichen Rekursion ist die transfinite Rekursion, deren allgemeines 
Prinzip darin besteht, den Wert der Funktion fiir einen Wert der Variablen 
durch die vorhergehenden Funktionswerte zu bestimmen. 

2. Aus den Grundvariablen leiten wir noch weitere Arten von Variablen 
ab, indem wir auf die Aussagen fiir die Grundvariablen, z. B. Z, N logische 
Verkniipfungen anwenden. Die so definierten Variablen heiBen Variablen- 
typen, die sie definierenden Aussagen heiBen Typenaussagen; fiir diese 
werden wieder jedesmal neue Individualzeichen eingefiihrt. So liefert die 


Formel 
(a){Z(a) + Z(f(a))} 


das einfachste Beispiel fiir einen Variablentyp; diese Formel definiert 
nimlich die Funktionsvariable f und werde als Typenaussage mit ®(f) 
»Funktion sein“ bezeichnet. Ein weiteres Beispiel ist die Formel 


(f){P(f) + Z9(f)}: 
sie definiert das ,,Funktionenfunktion sein* Y(g), wo das Argument g 
die neue Funktionenfunktionsvariable ist. 

Fiir die Charakterisierung der héheren Variablentypen mu8 man die 
Typenaussagen selbst mit Indizes versehen; eine solche mit Index ver- 
sehene Typenaussage wird durch Rekursion definiert, wobei an Stelle der 
Gleichheit (=) die logische Aquivalenz (~) tritt. 

In der gesamten Arithmetik und Analysis kommen als héhere Variable 
nur die Funktionsvariable, die Funktionenfunktionsvariable usw. in end- 
licher Iterierung zur Anwendung. Einen iiber diese einfachsten Beispiele 
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hinausgehenden Variablentyp liefert die Variable g, welche einer Folge f,, 
bestehend aus 

einer Funktion f, einer ganzen Zahl: ®(f,), 

einer Funktionenfunktion f,: ¥(f,), 

einer Funktion f, von einer Funktionenfunktion, 

usw. 
einen Zahlenwert g(f,) zuordnet. Die zugehérige Typenaussage ®,,(g) 
wird durch folgende Aquivalenzen dargestel!t: 

®,(a)~ Z(a), 

®, .,(f) w (b){®, (6) — Z(f(d))}, 

Po(g) ~ {(n) ®, (f,) > 2(9(f))}; 
diese liefern zugleich ein Beispiel fiir die Definition einer Typenaussage 
durch Rekursion. 

Die Variablentypen kénnen nach ihrer ,Hdhe“ klassifiziert werden. 
Zur Hohe 0 rechnen wir alle Zahlkonstanten; zur Hohe 1 alle diejenigen 
Funktionen, deren Argumente und Werte die Eigenschaft einer Grund- 
variablen, z. B. die Z-Eigenschaft oder die N-Eigenschaft haben. Eine 
Funktion, deren Argument und Wert eine bestimmte Hohe hat, besitzt 
eine um | gréBere Hohe als die gréBere evtl. als jede jener beiden Héhen. 
Eine Folge von Funktionen verschiedener Héhe hat als ihre Héhe den 
Limes jener Héhen. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir unsere Aufgabe wieder auf 
und vergegenwirtigen uns, daB es zum Beweise des Kontinuumsatzes 
wesentlich darauf ankommt, die Definitionen ganzzahliger Funktionen, die 
vom Symbol « frei sind, den Cantorschen Zahlen der zweiten Zahlklasse 
umkehrbar eindeutig zuzuordnen oder doch so zuzuordnen, daB dabei jede 
ganzzahlige Funktion als zugeordnete von mindestens einer Zahl der zweiten 
Zahlklasse auftritt. 

Die elementaren Hilfsmittel zur Bildung von Funktionen sind offen- 
bar die Hinsetzung (d.h. Ersetzung eines Argumentes durch eine neue 
Variable oder Funktion) und die Rekursion (nach dem Schema der Ab- 
leitung des Funktionswertes fiir » +1 aus demjenigen fiir n). 

Man kénnte meinen, daB zu diesen beiden Prozessen der Einsetzung 
und Rekursion noch andere elementare Definitionsmethoden hinzugenommen 
werden miiBten, z. B. die Definition einer Funktion durch Angabe ihrer 
Werte bis zu einer gewissen Stelle hin, von der an die Funktion konstant 
sein soll; ferner die Definition durch elementare Prozesse, die man aus 
den Rechenoperationen gewinnt, wie etwa die des Restes bei der Division 
oder des gréBten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen, oder auch die Defini- 
tion einer Zahl als der kleinsten unter gewissen endlich-vielen Zahlen. 
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Es zeigt sich jedoch, da8 alle solche Definitionen sich als Spezialfalle 
der Anwendung von Einsetzungen und Rekursionen darstellen lassen. Die 
Methode der Aufsuchung der erforderlichen Rekursionen ist im wesent- 
lichen gleichbedeutend mit derjenigen Uberlegung, durch welche man das 
betreffende Definitionsverfahren als finit erkennt. 

Nach diesen Feststellungen kommt es darauf an, die Resultate der 
beiden Operationen der Einsetzung und Rekursion zu iiberblicken. Indes, 
was die anzuwendenden Rekursionen betrifft, so lassen sich diese, wie sich 
zeigt, wegen der mannigfachen Méglichkeiten des Uberganges von n auf 
n-+1 nicht auf eine einheitliche Form bringen, sofern man beim Operieren 
mit gewohnlichen Zahlenvariablen stehen bleibt. Man erkennt diese Schwierig- 
keit bereits an folgendem Beispiel. 


Betrachten wir die Funktionen 
a+b; 
daraus entsteht durch n-fache Iteration und Gleichsetzung 
a+a+...ta=a-n. 
Ebenso gelangt man von 


a-b m a-a...a=a", 
weiter von 


a’ wg a, q(a(s*)) we" 


Wir bekommen so sukzessive die Funktionen 


a+b=9,(a,b), 
a:b =9,(a, 5), 
ae’ ~==9,(a, 5). 


py, (a,b) ist der b-te Wert in der Folge: 
a, a%, a(*), qla(a*) ee 


In entsprechender Weise gelangt man zu 9, (a,b), 9, (a, 6) usw. 

Man kénnte nun zwar ¢,(a, 6) fiir variables n durch Einsetzungen 
und Rekursionen definieren; diese Rekursionen aber waren nicht gewéhn- 
liche sukzessive, sondern vielmehr wiirde man auf eine verschrinkte, nach 
verschiedenen Variablen zugleich genommene (simultane) Rekursion ge- 
fiihrt werden und eine Auflésung dieser in gewéhnliche sukzessive Rekur- 
sionen gelingt erst, wenn man cen Begriff der Funktionsvariablen benutzt: 
die Funktion ~, (a, a) ist ein Beispiel einer Funktion der Zahlenvariablen a, 
die nicht durch Einsetzungen und gewohnliche sukzessive Rekursionen 
allein definiert werden kann, wenn man lediglich Zahlenvariable zulaBt*). 


*) Fiir diese Behauptung hat W. Ackermann den Beweis erbracht. 
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Wie man unter Benutzung der Funktionsvariablen die Funktion g, (a, b) 
definieren kann, zeigen die folgenden Formeln: 


t(f,a, 1)=a, 
t(f,a,n+1)= f(a, «(f, a, n)); 
y, (a,b) =a+b, 
Pn+1 (4, b) = ¢(p,, @, 6). 
Hierbei bedeutet « eine individuelle Funktion mit drei Argumenten, von 


denen das erste selbst eine Funktion zweier gewohnlicher Zahlenvariablen ist. 
Ein anderes Beispiel einer komplizierteren Rekursion ist dies: 

P(4) =a(a) 

Pn+1(@) = f(a, n, Pn (Pn (nm . a))), 
wo a einen bekannten Ausdruck eines Argumentes und f einen bekannten 
Ausdruck mit drei Argumenten bedeutet. Das Charakteristische bei dieser 
Rekursion besteht darin, daB hier nicht aus einem Zahlenwert fiir n ein 
solcher fiir n+-1 abzuleiten ist, sondern zur Bestimmung von »,,, der 
Verlauf der Funktion gy, herangezogen werden muB. 

Die in diesen Beispielen zutage tretenden Schwierigkeiten werden 
iiberwunden, wenn man sich der Variablentypen bedient; das allgemeine 
Rekursionsschema lautet alsdann folgendermaBen : 

0 (g, a, 0) =a, 

o(g, a,n-+ 1) = a(e(g, a,n),”); 
hierin ist a ein gegebener Ausdruck von beliebigem Variablentyp; g ist 
ebenfalls ein gegebener Ausdruck und zwar mit zwei Argumenten, von 
denen das erste denselben Variablentyp wie a hat, und das zweite eine 
Zahl ist; die Bedingung, die g noch erfiillen muB, besteht darin, daB 
der Wert von g wieder vom selben Variablentyp wie a ist. Endlich 
ist @ der durch die Rekursion zu definierende Ausdruck, der von drei 
Argumenten abhangt und der, nachdem die Einsetzungen fiir g, a, n ge- 
macht worden sind, denselben Variablentyp wie a annimmt; iiberdies 
wird zugelassen, daBS in a und g und folglich auch in @ noch beliebige 
Parameter auftreten. 

Aus diesem allgemeinen Schema gewinnt man durch Einsetzung be- 
stimmte Rekursionen. So erhilt man die Rekursionen unserer Beispiele, 
indem man in dem ersten Beispiel f und a als Parameter betrachtet und 
im zweiten den Ubergang von g,(a) zu y,,,(a@) als einen durch die 
Funktionenfunktion g vermittelten Ubergang von einer Funktion gy, zu 
der Funktion g,,, darstellt, so daB a in der Rekursion gar nicht als 
Parameter aufgefaBt wird. Die Erweiterung der Art der Rekursion in 
unseren beiden Beispielen gegeniiber der elementaren Rekursion besteht 
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darin, daB wir einmal einen héheren Parameter, der keine gewéhnliche 
ganze Zahl ist, einfiihren und das andere Mal fiir a eine Funktion und 
fiir g eine Funktionenfunktion wahlen. 

Die Variablentypen bilden das Bindeglied, durch welches die Zuord- 
nung der Funktionen einer Zahlenvariablen zu den Zahlen der zweiten 
Zahliklasse erméglicht wird. In der Tat gelangen wir zu einer solchen 
Zuordnung zwischen den Zahlen der zweiten Zahlklasse und gewissen 
Variablentypen, wenn wir die beiden Erzeugungsprozesse fiir die Zahlen 
der zweiten Zahlklasse, nimlich den ProzeB des Eins-Addierens und den 
Limesproze8 bei abzahlbarer Folge mit dem Aufsteigen der Variablen- 
typen nach ihrer Héhe vergleichen. Wir wollen dem ProzeB des Eins- 
Addierens das Funktionen-Nehmen, d. h. das Einsetzen eines vorhandenen 
Variablentyps als Argument in eine Funktion, und dem Limesproze8 die 
Zusammenfassung der abzihlbaren Folge eines Variablentyps zu einem 
neuen Variablentyp entsprechen lassen und die auf diese Weise den Zahlen 
der zweiten Zahlklasse entsprechenden Variablentypen speziell als Z-Typen 
bezeichnen: bei der Bildung der Z-Typen werden also — auBer den 
logischen Verkniipfungsprozessen — lediglich die gewdéhnlichen (nicht 
transfiniten) Rekursionen angewandt, gerade wie sie zur Abzihlung der 
Typenfolgen jedesmal als Vorbereitung des Limes-Prozesses notwendig 
sind. Wenn wir diese Z-Typen nach ihrer Héhe ordnen, so entsprechen 
umkehrbar eindeutig den Zahlen der zweiten Zahlklasse die Variablentypen 
einer bestimmten Hohe. 

Damit aber gelangen wir auch zu einer umkehrbar eindeutigen Zu- 
ordnung der mittels der Z-Typen definierten Funktionen zu den Zahlen 
der zweiten Zahiklasse. Um dies einzusehen, geniigt folgende Uberlegung. 
Wenn wir Variablentypen nur bis zu einer bestimmten Héhe zugrunde 
legen und dann allein mit den Mitteln der Einsetzung und Rekursion 
Funktionen bilden, so erhalten wir stets nur abzahlbarviele Funktionen. 
Diese Abzihlung kann auch auf strenge Weise formalisiert werden und 
zwar in der Weise, da8 man zunichst eine Rekursionsfunktion 9 herstellt, 
welche alle in Betracht kommenden Rekursionen umfaBt und die infolge- 
dessen einen Parameter enthilt, der die bis dahin zugelassenen Variablen- 
typen iiberschreitet. Die Definition von @ ist eine Anwendung des all- 
gemeinen Rekursionsschemas, bei der jener héhere Variablentyp wesentlich 
benutzt wird. Nunmehr ordnet man die in Betracht kommenden Speziali- 
sierungen der in g vorkommenden Variablentypen ihrer Héhe nach und 
hat damit die verschiedenen Ausgangseinsetzungen. Diese bringt man in 
eine abgezihlte Reihe. Nachdem man diese Abzahlung hergestellt hat, 
gewinnt man die zu definierenden Funktionen, indem man nach der An- 
zahl der vorzunehmenden Einsetzungen ordnet. 
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Bei der eben geschilderten Beweisfiihrung habe ich die Theorie der 
Zahlen der zweiten Zahlklasse im wesentlichen vorausgesetzt. Die Zahlen 
der zweiten Zahlklasse wurden von mir schlechtlin als Resultat des Hin- 
iiberzahlens iiber das abziahlbare Unendlich eingefiihrt, und dann wurde 
spiter die Individualaussage N ,,Zahl der zweiten Zahlklasse sein“ durch 
Angabe der Axiome gekennzeichnet. Aber diese Axiome geben nur den 
allgemeinen Rahmen fiir eine Theorie. Zur genaueren Begriindung der- 
selben ist es nétig, zu ermitteln, wie der ProzeS des Hiniiberzahlens iiber 
das abzihlbare Unendlich zu formalisieren ist. Dies geschieht, indem der 
ProzeB des Hiniiberzahlens auf eine Folge angewandt wird; diese Folge kann 
nur durch eine gewohnliche Rekursion gegeben sein, und zu diesen Rekur- 
sionen sind wieder gewisse Typen notwendig. 

Dieser Umstand bietet scheinbar eine Schwierigkeit, aber in Wahrheit 
zeigt es sich, daB gerade durch diese Uberlegung das Entsprechen zwischen 
den Zahlen der zweiten Zahlklassen und den Funktionen einer Zahlen- 
variablen zu einem weit engeren gemacht werden kann. Es werden nam- 
lich die Variablentypen, die wir zur Herstellung der Zahlen der zweiten 
Zahlklasse brauchen, dadurch gewonnen, da8 wir formal in unseren bis- 
herigen definierenden Typenaussagen das Zeichen Z an einer oder mehreren 
Stellen durch das Zeichen N ersetzen. Die so entstehenden Variablentypen 
wollen wir N-Typen nennen; wie ersichtlich ist, haben entsprechende Z- 
und N-Typen dieselbe Héhe. Wir brauchen nun nicht der einen vorlie- 
genden Zahl der zweiten Zahlklasse die simtlichen Funktionen derselben 
Héhe zuzuordnen, sondern kénnen die Zahlen der zweiten Zahlklasse und 
die Funktionen sich nach der Héhe der zu ihrer Definition nétigen Varia- 
blentypen einander entsprechen lassen. Des genaueren stellt sich diese 
Zuordnung folgendermaBen dar: 

Geht man in den Z-Typen nur bis zu einer gewissen Hohe, so ist 
auch die Héhe der entsprechenden N-Typen beschrankt. Aus den mit 
diesen Typen herstellbaren Zahlen der zweiten Zahlklasse laBt sich durch 
eine aufsteigende Folge eine héhere Zahl der zweiten Zahlklasse gewinnen, 
die mit Hilfe eines héheren Variablentyps definiert wird. Hat man 
andererseits N-Typen bis zu einer gewissen Hohe, so sind auch die durch 
die entsprechenden Z-Typen definierbaren Funktionen abzahlbar: namlich 
nach der Zahl der Substitutionen in der Weise, wie dies friiher geschildert 
worden ist. Aus einer solchen Abzihlung y(a,n) erhilt man bekannter- 
maBen durch das Cantorsche Diagonalverfahren, z. B. durch die Bildung 
von p(a,a)+1, eine .von allen abgezihlten Funktionen verschiedene 
Funktion, die demnach durch die vorher zugelassenen Variablentypen 
nicht definiert werden konnte. 

Man hat damit die Mdéglichkeit erreicht, den Zahlen der zweiten Zahl- 











Uber das Unendliche. 189 


klasse, welche auf der betreffenden Héhe, aber auf keiner geringeren zu 
definieren sind, jene abzahlbar vielen auf derselben Hohe definierbaren 
Funktionen umkehrbar eindeutig zuzuordnen, und auf diese Weise kommt 
jede Funktion als Zugeordnete mindestens einer Zahl der zweiten Zahl- 
klasse vor. 

Hiermit ist aber der Beweis des Kontinuumsatzes noch nicht fertig, 
sondern bedarf noch einer wesentlichen Erginzung. Wir haben namlich 
bei unserer ganzen bisherigen Untersuchung zwecks Herstellung der Zu- 
ordnung in zweifacher Hinsicht beschrinkende Voraussetzungen gemacht: 
einmal, indem unser allgemeines Rekursionsschema fiir 9 nur den Fall 
der gewohnlichen Rekursion zur Darstellung bringt, bei welcher die 
Variable, nach der die Rekursion fortschreitet, die Zahlenvariable ist, 
und andererseits, indem wir auch die Variablentypen auf solche beschrinkten, 
die durch Hiniiberzihlen iiber abgezihlte Folgen entstehen. An sich ist 
es gewiB, daS transfinite Rekursionen und dementsprechend hdhere 
Variablentypen in mathematischen Untersuchungen z. B. fiir die Bildung 
von Funktionen reeller Variablen mit gewissen Eigenschaften notwendig 
gebraucht werden. Aber hier in unserem Problem, bei dem es sich um die 
Bildung von Funktionen einer Zahlenvariablen handelt, haben wir solche 
héhere Rekursionen und Variablentypen in der Tat nicht nétig; es gilt 
nimlich folgendes Lemma. 


Lemma II. Zur Bildung von Funktionen einer Zahlenvariablen sind 
transfinite Rekursionen entbehrlich, und zwar reicht die gewéhnliche, d. h. 
nach einer Zahlenvariablen fortschreitende Rekursion nicht nur fiir den 
eigentlichen BildungsprozeB der Funktionen aus, sondern es geniigt auch, 
bei der Einsetzung solche Variablentypen allein anzuwenden, deren Defi- 
nition nur gewdhnliche Rekursion erfordert. Oder — um uns genauer 
und mehr im Sinne unserer finiten Einstellung auszudriicken —: wenn 
unter Heranziehung einer héheren Rekursion oder eines dementsprechen- 
den Variablentyps eine Funktion gebildet worden ist, die nur eine gewdhn- 
liche Zahlenvariable als Argument hat, so laBt sich diese Funktion auch 
stets durch gewéhnliche Rekursionen und unter ausschlieBlicher Anwendung 
von Z-Typen definieren. 

Den Sinn und die Tragweite dieses Lemmas kann uns folgendes 
typische Beispiel deutlich machen. 

Denken wir uns die Zuordnung der Funktionen eines Zahlenargu- 
mentes zu den Zahlen der zweiten Zahlklasse formalisiert, dann haben wir 
damit auch eine bestimmte Funktion {(a,n), welche einer beliebigen 
Zahl der zweiten Zahlklasse a und der gewdhnlichen Zahl n eine gewéhn- 
liche Zahl zuordnet — indem nimlich bei festem a und variablem n 
gerade ((a,n) die zu @ zugeordnete Funktion darstellt. Setzen wir nun 
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fiir a eine von n abhingige Zahl der zweiten Zahlklasse a, ein, wobei die 
Folge durch gewéhnliche oder auch durch transfinite Rekursion z. B. 


Cn+. = wn 


definiert sein mége, so ist ¢(«,,m) eine Funktion einer Zahlenvariablen n; 
und von dieser behauptet nun unser Lemma II, da®B sie sich durch ge- 
wohnliche Rekursion mittels Z-Typen definieren la8t, waihrend die Defi- 
nition von ¢(a,n) mit diesen Mitteln jedenfalls nicht médglich ist — 
fiihrt doch die gegenteilige Annahme ersichtlich auf einen Widerspruch. 

Ausdriicklich méchte ich nochmals bemerken, daB die hier vor- 
getragene Darstellung des Beweises fiir den Kontinuumsatz nur die Grund- 
gedanken enthalt; zur vollkommenen Durchfiihrung bedarf es auBer den 
Beweisen der zwei Lemmata noch der Umarbeitung im Sinne der strengen 
Einhaltung der finiten Einstellung. 

Zuletzt wollen wir wieder unseres eigentlichen Themas gedenken und 
iiber das Unendliche das Fazit aus allen unseren Uberlegungen ziehen: 
Das Gesamtergebnis ist dann: das Unendliche findet sich nirgends realisiert; 
es ist weder in der Natur vorhanden, noch als Grundlage in unserem 
verstandesmaBigen Denken zulissig — eine bemerkenswerte Harmonie 
zwischen Sein und Denken. Im Gegensatz zu den friiheren Bestrebungen 
von Frege und Dedekind erlangen wir die Uberzeugung, daS als Vor- 
bedingung fiir die Méglichkeit wissenschaftlicher Erkenntnis gewisse an- 
schauliche Vorstellungen und Einsichten unentbehrlich sind und die Logik 
allein nicht ausreicht. Das Operieren mit dem Unendlichen kann nur 
durch das Endliche gesichert werden. 

Die Rolle, die dem Unendlichen bleibt, ist vielmehr lediglich die 
einer _ Idee — wenn man, nach den Worten Kants, unter einer Idee einen 
Vernunftbegriff versteht, der alle Erfahrung iibersteigt und durch den das 
Konkrete im Sinne der Totalitaét erginzt wird — einer Idee iiberdies, der 
wir unbedenklich vertrauen diirfen in dem Rahmen, den die von mir hier 
skizzierte und vertretene Theorie gesteckt hat. 

Zum Schlu8 méchte ich noch P. Bernays meinen Dank fiir die ver- 
stindnisvolle Mitarbeit und wertvolle Hilfe aussprechen, die er mir ins- 
besondere bei dem Beweise fiir den Kontinuumsatz sowohl in sachlicher 
wie in redaktioneller Hinsicht geleistet hat. 


(Eingegangen am 24. 6. 1925.) 











Die Bestimmung der Dichtigkeit einer Menge von 
Primzahlen, welche zu einer gegebenen 
Substitutionsklasse gehéren. 


Von 


N. Tschebotareff in Odessa. 





Das Problem, dessen Lésung der Zweck der vorliegenden Abhandlung 
ist, riihrt von Frobenius her’). Es besteht im folgenden. Es sei eine 
irreduzible narmale Gleichung n-ten Grades 


(1) f(z) =0 
gegeben. Ist dann (2) der durch Adjunktion ihrer Wurzeln zum Kérper 


der rationalen Zahlen entstandene Kérper, und § ein in seine Diskrimi- 
nante nicht aufgehendes Primideal in &(x), so gelten die Kongruenzen: 


(2) a? =2a,, Th =a,,.-+) Tp = La, (mod), 
wenn man mit 2,,2,,..., 2%, das System aller Wurzeln der Gleichung (1) 
bezeichnet, und 


( oe Pere ) 
S= 
@, G& G...G, 
eine gewisse Substitution ist, welche, wie bekannt (siehe unten, § 1, 
Satz 2), in die Galoissche Gruppe der Gleichung (1) eingeht. Dann sagen 
wir, da8 das Primideal % zur Substitution S, und die rationale Primzahl p, 
deren Faktor 8 ist, zur Substitutionsklasse von S gehdért. Nehmen wir 
nun die Menge aller zur Substitutionsklasse von § gehérenden Primzahlen p, 
so nennt man den Limes 

2p-* 
(3) lim 7, 


s=1 aiacens 
s—1l 





1) Frobenius, Uber Beziehungen zwischen den Primidealen eines algebraischen 
Kérpers und den Substitutionen seiner Gruppe (Sitzber. Berl. Akad. 1896, 8. 689—705). 
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wo die Summe sich auf alle Primzahlen dieser Menge erstreckt, die Dichtig- 
keit dieser Primzahlenmenge. Das gestellte Problem ist, die Dichtigkeit 
der Menge der zu einer gegebenen Substitutionsklasse gehérenden Prim- 
zahlen zu bestimmen. 


Der Begriff der Dichtigkeit riihrt von Lejeune-Dirichlet her*), welcher 
bewiesen hat, da8 die Primzahlen sich gleichmafig auf die zu k relativ primen 
Kongruenzklassen fiir beliebigen Modul & verteilen, d. h. daB die Dichtig- 
=a ist. Die Unter- 
suchungen von Kummer®*) kniipfen dieses Resultat an die Bestimmung 
der Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen, die zu jeder der Substitu- 
tionen eines Kreisteilungskérpers gehéren. Kronecker‘) hat die Dichtigkeit 
der Menge von Primzahlen bestimmt, wel~he zur identischen Substitution 
eines beliebigen Kérpers gehéren. Frobenius*) hat die Dichtigkeit fiir Ab- 
teilungen bestimmt. Unter einer Abteilung versteht er die Gesamtheit der 
Substitutionen 7'8‘7'~*, wo i alle die Ordnung f von S nicht iiberschrei- 
tenden und zu f relativ primen Werte durchliuft. Es ist ihm jedoch nicht 
gelungen, dieselbe fiir Substitutionsklassen zu bestimmen. Dies ist das 
Thema der vorliegenden Untersuchung. 


keit jeder Primzahlenmenge von diesem Typus gleich 


Diese Abhandlung ist eine Bearbeitung einer russischen Abhandlung 
im ,,Bulletin de Académie des sciences de Russie“ *) 


§ 1. 
Die Frobeniussche Untersuchung. 


In diesem Paragraphen will ich die Frobeniussche Theorie auf einem 
anderen Wege darstellen. Dabei beschaftige ich mich ausschlieBlich mit 
irreduziblen Gleichungen, was die Darstellung der Theorie wesentlich 
vereinfacht. 


Wir nehmen, wie in der Einleitung, eine irreduzible normale Gleichung 
(18) f(x) =0 


und bezeichnen ihre Wurzeln mit z,, z,,...,2,. Dann gilt der 

*) Lejeune-Dirichlet, Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte arithmetische 
Progression usw. Werke 1, S.13. Vgl. auch seine Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 
4. Aufi., 8. 342—359. 

*) Kummer, Uber die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit usw. Journ. f. 
Math. 35. 

*) Kronecker, Uber die Irreduzibilitaét von Gleichungen, Monatsber. Beri. Akad. 
1880, 8. 156. : 


5) Bull. de Acad. de Russie 1923, S. 205— 250. 
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Satz 1. Ee gelten die Kongruenzen 


(2a) af = 2a, 13 = La,; +--+, Ze =X, (mod $), 


wo $ ein in der Primzahl p, aber nicht in der Diskriminante der Glei- 
chung (1) aufgehendes Primideal in R(x) ist, und 


;.3 3...8 
een) 

ie Sy Goh, 
eine Substitution unter den Zahlen 1, 2, 3, ...,n bedeutet. 

Beweis siehe *), 8. 691. 

Definition 1. Wenn die Kongruenzen (2) statthaben, so sagen wir, 
das Primideal 8 gehére zur Substitution S. 

Satz 2. Die Substitution S geht in die Gruppe der Gleichung 
(1) ein. 

Beweis siehe *), § 3, 8S. 696. 

Satz 3. Gehdrt B zu S, so gehdrt das Ideal | T, in welches B 
vermittels einer Substitution T iibergeht, zur Substitution T~* ST. 

Beweis siehe *), SchluB von § 4, S. 700. 

Definition 2. Die Gesamtheit von Substitutionen T~'ST, wo T 
alle Substitutionen der Gruppe der Gleichung (1) durchliuft, wollen wir 
die Klasse von S nennen. 

Da p das Produkt aller verschiedenen zu § konjugierten Primideale 
ist, so erlaubt uns der Satz 3, die folgende Definition auszusprechen: 

Definition 3. Die Primzahl p gehért zur Substitutionsklasse von S. 

Satz 4. Ist z eine zur Gruppe H gehérende GréBe des Kérpers 
R(x), und 


(4) F(z)=0 
die irreduzible Gleichung, der sie geniigt, so hat die Kongruenz 
(5) #(z) = 0 (mod p) 


rationale Wurzeln dann und nur dann, wenn eine der Substitutionen der 
Klasse, zu welcher p gehért, in H eingeht, und thre Anzahl ist gleich 
der Anzahl von Substitutionen vom Typus T,ST,*, wenn T, alle Werte 
T,=1, T,, T,,... in der Zerlegung 


G=H+T7,H+T,H+... 
annimmt. 


Beweis siehe *), § 5, 8. 701. 


Definition 4. Unter dem Symbol P(s —1) wollen wir eine Funk- 
tion von s verstehen, die sich fiir s 1 endlich verhilt. 


Mathematische Annalen. 95. 13 
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Satz 5 (von Kronecker). Es gilt die Formel 
1 
(6) > P= le + P(e—1), 
P 


wo die Summe sich auf sdmtliche Primzahlen p erstreckt, wahrend v, die 
Anzahl der rationalen Wurzeln der Kongruenz (5) bedeutet. 

Beweis siehe Landau, Verteilung der Primzahlen in den Idealklassen, 
Math. Annalen 63, 8. 150. 

Definition 5. Unter einer Abteclung von S versteht man die Ge- 
samtheit von Substitutionen 7’S'7'~', wo 7 samtliche Substitutionen der 
Gruppe der Gleichung (1) und ¢ alle die Ordnung f von S nicht iiber- 
schreitenden und zu f relativ primen Werte durchlauft. 

Definition 6. Die Menge von Primzahlen, welche zu allen Klassen 
der Abteilung gehéren, nennen wir die zu der Abteilung gehdrende Menge. 

Definition 7. Unter der Dichtigkeit einer Menge von Primzahlen 
versteht man den Wert des Ausdruckes 


wo die Summe sich auf alle Primzahlen dieser Menge erstreckt. 


Es sei nun 


(7) Bgem (aia, Sage - +> Xyp,)( Lays Tags +s Lay) ; (Xa x 
(e:fi=n) 


eine in die Gruppe G der Gleichung (1) eingehende Substitution vom 
Grade f,. Wir wollen die Dichtigkeit einer Menge von zur Abteilung 
von S, gehérenden Primzahlen auffinden. Wir fiihren die folgenden Be- 
zeichnungen ein: 


e277 
i* 


zh, 


~, 


, fiir die Ordnung der Substitution S;; 

nm, fiir die Anzahl der verschiedenen in der Klasse von S, vor- 
kommenden Substitutionen ; 

k, fiir die Anzahl der verschiedenen in der Abteilung von S; vor- 

kommenden Substitutionsklassen ; 


H, fiir die Gruppe von allen mit S, vertauschbaren Substitutionen 
von G; 


H, fiir die Gruppe, welche die Gesamtheit aller derjenigen Substi- 
tutionen darstellt, die die Substitution S, in ihre verschiedenen 
Potenzen transformieren. 
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Dann erhalten wir den 
Hauptsatz. Die Dichtigkeit der zur Abteilung von S, gehdrenden 
Menge von Primzahlen ist gleich ka. 


Zum Beweise schlagen wir einen induktiven Weg ein, indem wir den 
Satz in A. fiir die identische Substitution, in B. fiir den Fall der prim- 
zahligen Ordnung von S, und in C. fiir den allgemeinen Fall unter der 
Voraussetzung, daB der Satz fiir alle Ordnungen f; von S,; bewiesen ist, 
die echte Teiler von f, sind, nachweisen. 

A. Wir wenden die Formel (6) auf die Gleichung (1) an. Da sie 
normal ist, so hat die Kongruenz 


(8) f(x) =0 (mod p) 

rationale Wurzeln dann und nur dann, wenn die folgenden Kongruenzen 
stattfinden : 

(9) xP=2,, P=2,,...,4?=x, (mod $). 


und dann sind alle Wurzeln von (8) rational, d.h. y, =m. Die Formel 
(6) nimmt die Gestalt 


(10) > pzt= tig, + P(e —1) 


s—1 
an. und somit ist die Dichtigkeit unserer Primzahlenmenge gleich -, 


B. Wir betrachten nun die A te Potenz der Substitution S,: 
1 


fh, 


s,= St, wo q, irgendein Primfaktor von f; ist. Die Substitution besteht 
aus Zyklen g,-ter Ordnung. Dann bilden wir eine zur Gruppe (8,)' ge- 
hérige GréBe & (das Symbol (S,)° bezeichnet die aus Potenzen von S, 
bestehende zyklische Gruppe) und die irreduzible Gleichung 
(11) (é)=0, 
der sie geniigt. Die Kongruenz 

@(&)=0 (mod p) 
hat nach dem Satze 4 rationale Wurzeln dann und nur dann, wenn eine 
Substitution der Klasse, zu welcher der Primmodul p gehdrt, in eine der 
Gruppen 7,(S,)‘7,* eingeht, und ihre Anzahl ist der Anzahl solcher 
Gruppen gleich. Dies kann in zwei Fallen eintreten: 1. p gehért zur 
identischen Substitution; alle = Wurzeln sind rational; das sind die Prim- 


i 
zahien von dem schon betrachteten Typus p,; oder 2. p gehért zu einer 
13* 











196 N. Tschebotareff. 


der primitiven Substitutionen vom Typus Si, d.h. zu einer der Klassen 
unserer Abteilung 7’, (S;) T;*. Ee folgt aus dem Satze 4, daB die ge- 
suchte Anzahl gleich dem Index (H,,(S,)*) ist. Da aber 


(H,, (S,)*) _ (H,, H,)-(H,, (S,)*) 
ist, so kommt es darauf an, diese beiden Formeln durch n, n,, q,, &, 
auszudriicken. 
Nun ist 
(H,, (S,)*) =(G, (8,)*):(@, ,), 
und 
(G,(8,)‘)= 


Wenn wir auf einen Augenblick die Bezeichnung (@, H,)==a einfihren, 
so folgt aus der Zerlegung 


G = H+ 7,-H,+...+7,-H,: 


damit zwei Substitutionen aus @ die Substitution S, in eine und dieselbe 
Substitution transformieren, ist notwendig und hinreichend, daB sie in das- 
selbe Nebensystem 7,-H, eingehen. Dies zeigt uns, da® die Anzahl der 
verschiedenen Substitutionen vom Typus 7,8, 7° gleich a, d.h. a=, 
ist. Daher ist 


(H,, (S,)* ae 





Um den Wert von ( H,, H,) zu erhalten, bemerken wir, daB alle 
¢(q,) primitiven Potenzen von S, k, Klassen der Abteilung bilden, und 


daher in jeder dieser Klassen je v (a) Potenzen von S, vorkommen. Dann 
folgt aus der Zerlegung : 

H, = H, + 7,H, +.-:; 
daB der Index (H,, H,) gleich yy ist. Die Anzahl rationaler Wurzeln 
von ®(&) = 0 (mod p) ist a gleich * a ty) Die Formel (6) nimmt 
also die Gestalt ; 

~ (q,—1 vag 1 
am 4 St: SP + P(s—1)=Ig—*, + P(e —1) 


an, wenn wir mit p, die zu einer der Klassen unserer Abteilung gehérenden 
Primzahlen bezeichnen. Unter Benutzung der Formel (10) gelangen wir 
za dem Resultat 


(12) Sp = Lay t+ Py +--+ DP bg + P(e), 
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indem wir die Menge (p, ) als die Gesamtheit der Mengen (p,, ), (P42), «++» (Pax,) 
der zu verschiedenen Klassen unserer Abteilung gehérenden Primzahlen 
auffassen. 

C. Nun sind wir imstande zu beweisen, daB die Dichtigkeit einer Menge 
von Primzahlen, die zu einer durch die Substitution S, f,-ter Ordnung 


gebildeten Abteilung gehéren, gleich = ist, wenn wir diese Behauptung 
als bewiesen fiir diejenigen Potenzen vor S, annehmen. deren Ordnung /5 
echter Teiler von f, ist (fs< f,). Es sei &, eine zur Gruppe (S,)* ge- 
hérende GréBe, und 


(13) ®(&,)=0 
sei die irreduzible Gleichung, der é, geniigt. Diese Gleichung ist vom 


Grade 7 Damit die Kongruenz 
v 


(14) ®(&,) = 0 (mod p) 
rationale Wurzeln habe, ist notwendig und hinreichend, daB p zu einer der 
durch die verschiedenen Potenzen von S, gebildeten Abteilungen gehére. 
Nun betrachten wir die Primzahlen vom Typus p;, welche zur Abteilung 
von S; gehéren. Die Ordnung von Sy; sei fs (zunichst wollen wir den 
Fall f;= f; nicht ausschlieBen). Die Anzahl rationaler Wurzeln von (14) 
ist in diesem Falle gleich der Anzahl von denjenigen Substitutionen 77, 
aus der Zerlegung 
(15) G = (8;)'+ Ty-(Si)' +--+ Tn (Si) 

h 
welche die Substitution Ss in eine ihrer Potenzen transformieren. Da 
aber die Gruppe (S,)' auf Grund der Relation 


S,-Ss = 8,-Si = 8]-S,= Ss-8, 
Teiler von H; ist, so ist die gesuchte Anzahl gleich dem Index 
(Hs, (8:)*) = (Hs, Hs)-(Hs, (8:)')- 


Nun kénnen wir auf dieselbe Weise wie in B. zeigen, daB (H;, Hs) gleich 
2 ist. Was den Index (H,;, (S,)*) betrifft, so ist dieser gleich 


h 

fs” 

Endlich gibt uns dasselbe Verfahren wie in B. fiir (Hj, (Ss)*') den Wert 
ry und daraus folgt, daB die Anzahl rationaler Wurzeln der Kongruenz 
66 

(14) gleich 


(Hs, (Ss)*) = ((8:)*, (Ss)*) = (As, (Ss)*): 


v (fs) n h, n-@ (f5) 


ks figs fs “ fg ks 
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ist. Nun lat sich die Formel (6), auf die Gleichung (13) angewandt, 
so schreiben: 





. +n (fs) ie. Pt 
(16) » im; & Pi =Ig—; + P(s—1). 
iif, * Ps 


Aber fiir jedes f;< f, gibt es, unserer Voraussetzung gemiG, eine Formel 
(17) Di r5t— be gy t PCO (fs< fi). 
Substituiert man diese fiir alle f; in (16), so erhilt man: 


n-@ (f;) n 1 ny (f;) 1 , 
(18) Ai ek ee mrt Pr = 8 yt Plo) 


t, n<I, 


aber diese Formel la8t sich so umformen: 


- =” 
a") 
(19) et A) ‘Ig + P(s —1), 


P. 


“4 


und daraus ergibt sich auf Grund der bekannten Formel 


YP (fs) = 


fl fy 


, 1 , 

(20) > prt= g—; + P(s—1). 
P, 

So kommen wir zu dem verlangten Resultate. 


Dies ist das Frobeniussche Resultat. Es ist ihm aber nicht gelungen, 
nachzuweisen, daB die Dichtigkeit der Menge der zu einer einzelnen 


m . s . 
Klasse gehérenden Primzahlen gleich = ist. Der Lésung dieser Aufgabe 
wenden wir uns nunmehr zu. 


§ 2. 
Kreisteilungskérper. 


Es gibt eine Art von Kérpern, fiir welche die obenerwahnte Aufgabe 
mit Hilfe der bis jetzt bekannten Hilfsmittel gelést werden kann. Das 
sind die Kreisteilungskérper. Anstatt das Problem in allgemeiner Fassung 
zu stellen, wollen wir eine Klasse von- diesen Kérpern betrachten, was 
fiir das Folgende hinreicht. 
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Es sei / irgendeine Primzahl vom Typus e’f-+-1, wo f eine gegebene, 
aber sonst willkiirliche Zahl ist. Man betrachte die Gleichung 
(21) a“—1=0. 
Es sei 9 irgendeine ihrer primitiven Wurzeln. Jede der e-gliedrigen GauB- 


a 4-1 
schen Perioden (c Mo BR on 1) 1'-1.¢' 





f f 
% =20 + Q% + Qo, + e+ FO ge-nps 
(22) ; = 0; + Ores t+ Onpe9 +++ + OQe-sy 419 


Nr—-1 = O7-1 Oar-1 + Os r—1 ie Oef-1> 
wo 9,= 0%" ist, wihrend g eine primitive Wurzel der Kongruenz 


xt? =1(modl*) bedeutet, geniigt einer irreduziblen zyklischen Gleichung 
vom f-ten Grade: 


(23) P,(y¥)=0. 
Nun fassen wir einen Primmodul p ins Auge. Es entsteht die Frage, 


welcher der konjugierten GréBen » die Potenz »? modulo » kongruent 
ist. Es sei p=g* (modl). Dann gilt das Folgende: 


(24) n> = (Qr-+ Ofty tine Qe-nf+r)” 


p es Pp — ng”-g” f+¥.ge@ (e-1) [+790 
Or + Ofte tee + Qie-1) +r = Of 9 + @? o+... fer . 


= Ortat Oftvtat +--+ Qe-2) f+r+a = Nr+a (mod p). 


Dabei ist der Index »-+-«@ auf seinen kleinsten Rest modulo f zu redu- 
zieren. Die Wurzeln der Kongruenz 


(25) P(Y) : : 0 (mod p) 
erleiden also durch Erhéhung in die p-te Potenz eine Substitution 
(v,»-+-«@) dann und nur dann, wenn p als ein Glied einer der Progressionen 


(26) Bicty Bictytt,..., Bet gto 


erscheint. Die Substitution (v,»-+-@) kann man als die «-te Potenz der 
Substitution S=(v,»-+1) betrachten. Wir wollen folgende Definition 
einfiihren : 

Definition 8. Die Gesamtheit der Progressionen (26) nennen wir 
den Komplex vom Index «. Fiir alle Glieder dieser Progressionen (d. h. 
Zahlen, die mittels der Ausdriicke (26) darstellbar sind), fiihren wir die 
Aussage ein, sie liegen im Komplex vom Index a. 

Dann kénnen wir das Ergebnis dieses Paragraphen in den folgenden 
Satz zusammen fassen : 
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Hauptsatz. 2s ist eine irreduzible Gleichung (23) gegeben, welcher 
ein System von GaufBschen Perioden (22) gentigt. Dann ist es méglich, 
einer primitiven Substitution U der Gruppe der Gleichung (23) eine primi- 
tive Wurzel g der Kongruenz x*f=1 (modl’) so zuzuordnen, dap jede 
zur Substitution U" gehérende Primzahl im Komplex vom Index « liegt. 

Der Dirichletsche Satz iiber Progressionen erlaubt uns, zu behaupten, 
daB die Dichtigkeit der zu jeder der Substitutionen U“ gehérenden Prim- 


zahlenmenge gleich 7 ist. 


§ 3. 
Uber die Verteilung der Normen und Primideale auf verschiedene 
Komplexe. 
In diesem Paragraphen will ich einen Satz beweisen, welcher sich 


als eine Art von unmittelbarer Verallgemeinerung des Dirichletschen Satzes 
ansehen 1aBt. 


Wir betrachten eine irreduzible Gleichung 
(27) f(z) =0, 


welche wir hier nicht notwendig als normal voraussetzen. Wir fiihren 
noch eine beliebige ungerade Zahl L = 1;"-4>...1/* und ein System von 
solchen Zahlen /,, f,,..-, f, ein, daB f; Teiler von p(t; *) ist. Bezeichnen 
wir eine primitive Wurzel der Kongruenz 


i 
(28) 2?) =] (mod ;*) 


mit g;, so kénnen wir samtliche zu /; relativ prime Kongruenzklassen 
modulo J in die Gestalt 


1,992, --. 974% (¢=1, B, . 205 B) 


bringen. Diese Klassen wollen wir zu Komplexen (Teilkomplexen) ver- 
einigen, indem wir die Gesamtheit der Klassen 





9 a) 
9S, TGtth, «005 ger+( 7, -1)n (¢ = 1, 2, 3, ..., &) 


den Teilkomplex vom Index «; nennen (vgl. § 2). Der Index ist modulo f; 
zu reduzieren. 

Die Kongruenzklassen modulo LZ mégen auf folgende Weise zu Voll- 
komplexen vereinigt wetden: 

Definition 9. Es sei eine zu L relativ prime Kongruenzklasse A 
gegeben. Ist A=a,(mod/ij"), und liegt a, modulo i im Komplex vom 
Index «, (¢=1,2,3,...,%), so sagen wit, die Klasse A liege im Vollkomplex 
vom Indizessystem («,,@,,..., @,), oder kurz im Komplex («,, «,..., @,). 
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Multiplizieren wir die im Komplex («,,«,,...,@,) liegenden Zahlen 
mit den Zahlen, die im Komplex (f,, #,,..., 8,) liegen, so erhalten wir 
die Zahlen, welche im Komplex («,+ £,, «+ By, -.-, & + 8,) liegen. 
Demnach bilden alle Komplexe die Komplexgruppe von der Ordnung 
fi-fo+---*f,- In ihr spielt der Nullkomplex (0,0,...,0) die Rolle des 
Einheitselementes. 

Nun kehren wir zu dem mittels einer der Wurzeln der Gleichung (27) 
gebildeten Koérper §(z) zuriick. Es seien 


W,, Dg, «++, Wy, 


die Elemente seiner Minimalbasis. Dann laBt sich jede ganze Zahl u 
dieses K6érpers so ausdriicken: 

(29) B=, @,+¢,@,+...+¢,0,, 

WO ¢,,¢,,...,¢, ganze rationale Zahlen sind, die man die Koordinaten 
der Zahl uw nennt. 

Nun fassen wir den Komplex (a,,«,,...,@,) ins Auge. Ist es még- 
lich, die Koordinaten c,,c,,...,¢, fiir die Zahl ~ so zu wihlen, daB die 
Norm N(,) in unserem Komplex liegt, so nennen wir diesen Komplex 
zuldssig, wahrend die Zahl « im Komplex (¢,,@,,...,¢,) liegend ge- 
nannt werden soll. Fir die zulissigen Komplexe kann man den folgenden 
Satz beweisen: 


Satz 6. Alle zuldssigen Komplexe bilden eine Gruppe, welche eine 
Untergruppe der Gruppe aller Komplexe ist. 

Beweis. In der Tat, ist N(u)=a und N(v)=b (mod L), so soll 
die Kongruenz N(uv)= ab (mod L) gelten. Liegt aber a im Komplex 
(@,,@ ,..-,@,) und b im Komplex (f,, £,,...,8,), 80 liegt ab im 
Komplex (a, + f,, @+f,,.--,@+,). Sind also die Kv.oplexe 
(@,,@q,---,@,) und (f,,8,,...,8,) zulissig, so ist es auch der Komplex 
(a, + B,, @ + B,,-.-,%,+A,). Ferner ist der Nullkomplex zulassig, da 
die Kongruenz N(u)=1 (mod L) die evidente Lésung « =1 besitzt. 

Jetzt fassen wir einen bestimmten zulissigen Komplex ins Auge und 
betrachten die Gesamtheit von allen Zahlen yu, die in diesem Komplex 
liegen. Diese Gesamtheit wollen wir die Gesamtheit von Lésungen des 
Komplexes nennen. 

Um den Begriff der Anzahl von Lésungen eines Komplexes einzu- 
fiihren, sind vorher einige Definitionen notwendig. 

Definition 10. Zwei ganze Zahlen w und yp’ heiben modulo L 
gleich dann und nur dann, wenn fiir ihre Koordinaten c; und cj folgende 


Kongruenzen gelten: 
c = cj (mod L). 
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Aus der Definition der Minimalbasis folgt, daB dies die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Kongruenz u = yu’ (mod L) ist. Diese 
Behauptung ist auch dann statthaft, wenn wir anstatt einer Minimalbasis 
eine Basis eines zu L relativ primen Ideals zugrunde legen. 


Definition 11. Sind fiir die Koordinaten c; einer Zahl « die Un- 
gleichungen 


(30) 0<¢,<L (i =1, 2, 8,...,n) 
erfiillt, so heiBt die Zahl u« modulo L reduziert. 

Es ist méglich, jeder ganzen Zahl eine und nur eine solche modulo L 
reduzierte Zahl «’ zuzuordnen, daB die Kongruenz « = uv’ (mod L) stattfindet. 

Es ist ersichtlich, daB fiir jeden zulissigen Komplex nur eine end- 
liche Anzahl von reduzierten Lésungen existiert. Um diese Anzahlen fiir 
verschiedene Komplexe zu bestimmen, beweisen wir den 

Satz 7. Fiir jeden zuldssigen Komplex ist die Anzahl von Lésungen 
eine und dieselbe. 

Beweis. Es sei ein zulassiger Komplex («,,«,,...,@,) gegeben, 
und sei 4 eine seiner Lésungen. Ist nun 


(31) Mis Nar- +> Ne 
das volle System von Lésungen des Nullkomplexes, so stellen die Zahlen 
(32) ae Se 
wenn wir sie noch modulo ZL reduzieren, das volle System von Lésungen 
des Komplexes («,, @,,...,@,) dar. Denn: 

1. Alle Zahlen (32) liegen im Komplex («,, @,,...,@,), Wie dies 
aus der Regel der Multiplikation der Komplexe folgt. 

2. Sie sind alle modulo L verschieden. In der Tat, ware z. B. 
Hy, = BN; (mod L) (¢ +7), so multiplizieren wir diese Kongruenz mit der 


ganzen algebraischen Zahl xu) und dividieren sie durch die zum Modul L 


relativ prime ganze rationale Zahl N(«). Dann miissen wir y,= 7; (mod L) 
haben, was mit der Definition des Systems (31) im Widerspruch steht. 

3. Jede im Komplex (a,,«,,...,@,) liegende Zahl ist notwendig 
einer der Zahlen (32) modulo L kongruent. In der Tat, sei «’ eine im 
Komplex («,,@,,...,@,) liegende Zahl. Dann ist die Zahl 


> Niu » @(b)- 
es *) £N()]"™ 


im Nullkomplex gelegen, da seine Norm kongruent 


N(u’)-(N(u)]"*-?-[N(u)]°? : N(u’)-{N()] 7 (mod L) 
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ist. Demnach mu8 diese Zahl mit einer der Zahlen des Systems (31) 
kongruent sein. Es sei also 


MU) [IN (u)]-* = nj (mod L). 


Daraus erhalten wir eine weitere Kongruenz, indem wir unsere Kon- 
gruenz mit « multiplizieren: 


he 


pe’ == wn, (mod L), 
welche unsere Behauptung, daB wu’ einer der Zahlen des Systems (32) 
kongruent ist, bestiatigt. 

Damit ist die Anzahl von Lésungen fiir jeden zulissigen Komplex 
gleich v, d. h. sie ist fiir alle zulissigen Komplexe dieselbe. Diese Anzahl 
ist leicht zu bestimmen. Es sei nimlich F die Anzahl aller zulissigen 
Komplexe. Dann werden die simtlichen reduzierten Lésungen von allen 
zulassigen Komplexen gleichmaBig auf die einzelnen zulissigen Komplexe 
verteilt sein. Aber die Anzahl aller reduzierten Lésungen von allen zu- 
lassigen Komplexen ist offenbar gleich der Anzahl der zu LZ relativ primen 
Reste modulo L in &(x), d.h. 


(33) = @(L) = N(L)-(1— 


1 \ 1 
ra: ray) () — Nhy° (1 wip) 
wo l,, l,,..., 1, die simtlichen Primidealteiler der Zah] L im Kérper St (x) 
sind. Mithin hat das System von Lésungen fiir jeden zulissigen Komplex 


@ (L 
(34) v= ae 
Glieder. 
Dieselbe Anzahl von Lésungen erhalten wir, wenn wir statt der Minimal- 
basis die Basis irgendeines zu L relativ primen Ideals zugrunde legen. 
Jetzt erinnern wir uns daran, da alle ganzen und durch ein zu L 


relativ primes Ideal m teilbaren Zahlen des Kérpers §(2) und sie allein 
in der Form 


(35) C,@, + Cy@yg+.-- +, o,, 

darstellbar sind, wo (o,,@,,...,@,) eine Basis des Ideals m ist und 
C,,C,,-..,¢, alle ganzen rationalen Werte annehmen médgen. Andererseits 
sind alle ganzen und durch das Ideal m teilbaren Zahlen des Kérpers 
§ (x), welche auBerdem im Komplex (a, @,..., @,) liegen, durch einen 
der v folgenden Ausdriicke 


(36) wit % oer * “) +. L.(¢,@, + ¢,,-+... +¢,@,) (§=1,2,...,9) 


darstellbar, wo w,“"“""""“*’ (¢ = 1,2,..., v) das System von allen redu- 
zierten Lésungen des Komplexes («,, @),..., @,) ist, wahrend die iibrigen 
Bezeichnungen dieselbe Bedeutung wie in (35) haben. 
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Nun betrachten wir die unendliche Reihe 


+ 
o N(a)*’ 
wo die Summe iiber alle durch das Ideal m teilbaren zu L primen Haupt- 
ideale erstreckt ist. Diese Reihe ]48t sich so in der Umgebung von s = 1 
darstellen : 


aia a | OU oe Se a 
(37) 2 i L* N(m) sai + Ple— 0 





wo g folgenden von s unabhingigen Ausdruck bedeutet: 


2’-2"-".R 
wd 
Hier bedeutet » die Summe der Anzahlen der reellen und der Paare 
von konjugiert imagindren Wurzeln der Gleichung (27), R den Regulator 
des Kérpers & (2), w die Anzahl von in (x) vorkommenden Einheits- 
wurzeln und +4 die mit positivem Zeichen genommene Diskriminante 
des Kérpers &(2). P(s—1) ist, wie iiblich, in der Umgebung der Stelle 
s = 1 endlich (siehe Weber, Lehrbuch der Algebra 2, S. 710—727). 
Wir wollen den Weg zur Gewinnung der Formel (37) skizzieren (die 
Bezeichnungen sind wie bei H. Weber, Lehrbuch der Algebra 2, XXI. Ab- 


schnitt, 8. 693—735). Der Koeffizient von — in (37) ist gleich dem 





(38) g= 


w-ten Teil des lim, wo 7 die Anzahl der ganzzahligen Systeme 


t=@ t’ 
C,,Cg,+++,C, ist, welche den Ungleichungen 
(39) | N(c,@,+¢,@,+.. +¢,@,)|<t, 


(40) 


0 <é,_,(¢,@, + ¢.@,+...+¢,0,)<1 





geniigen. Die Funktionen §(y) sind sogenannte Exponenten der Zahl 
#=C,0,+¢,0,+...+¢,@,. Sie lassen sich mit Hilfe der folgenden 
Gleichungen auffinden: 


| Ex-liy + &e-den eee t Snabana + 2g |W (m)| =A, (x), 
(41) Ex-lio + &o-lee poset actus + lg | M(u)| = 45 (4), 


ee ? eee Ce TE elk ea eS eee ee eS lS Sl eT 


&,-h e+ Se-l t+ eee + §,-1-Lose + * lg |N()| 7 4, (“), 
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von denen nur »—1 unabhangig sind. Hier bezeichnet 6, Eins, wenn 
R(x,;), dh. der i-te mit &(x) konjugierte Kérper, reell ist, und Zwei, 
wenn &(z;) imaginar ist. Die 4,() bezeichnen 4,lg|u;|, wo mu, die ¢-te 
mit « konjugierte GréBe ist. Endlich bezeichnen 1,;, lyi,..., t,-1,¢ das 
System von Grundeinheiten des Korpers (z;). 

Die Formeln (41) erlauben uns zu sehen, daB die Funktionen ¢() 
homogen von nullter Dimension in bezug auf ¢,,¢,,...,¢, sind, und daB 
die Funktion N(u) homogen von der n-ten Dimension ist. Wenn wir 
daher in den Ungleichungen (39) und (40) die Substitution 


(42) ¢,=,e,=%,...,¢ on 22, t=—1* 


ausfiihren, so nehmen sie die Gestalt an: 


(43) N(z,@, + 2,@,+...+2,@,)<51, 
Os (24,0, +2,0,+.-..+2,0,)<1, 
(44) OS &,(2,0,+2%0,+...+2,0,) <1, 


ene ss «2 e eo eee ee, 2. oe Ue See eee 


0<é,_, (2,0, +2,@,+...+2,0,) <1. 
Die Auffindung des lim . wird somit auf die Bestimmung des Integrals 
t=@ 


Sf... J dz,-dz,---dz, zuriickgefiihrt, welches sich iiber den n-dimensionalen 
mittels der Ungleichungen (43) und (44) bestimmten Raum erstreckt. 
Dieses Integral ist, wie bekannt, gleich 
2”-2*-"-R _g-w 
N(m)¥+4 — N(m)’ 
Jetzt wollen wir die Reihe 





(Gy, @q, +++ 5 @y) 


(45) py wor 


a 


betrachten, wo die Summe sich iiber alle durch m teilbaren Hauptideale a 
erstreckt, welche im zulassigen Komplex (a, a,...,,) liegen. Aber 
diese und nur diese Zahlen sind durch eine der v Formeln (36) darstellbar. 
Wollen wir nun jedes Hauptideal a derjenigen der Formeln (36) zuordnen, 
vermittels derer sich die ihm entsprechende reduzierte Zahl (im Sinne 
wie bei Weber, § 193, 8. 708) ausdriickt, so zerfallt die Summe (45) in 
v Teilsummen. (Die assoziterten Zahlen liegen in demselben Komplex.) 
Darum ist der Koeffizient bei — in der Entwicklung jeder Teilsumme 
gleich 


(46) 


5. 
O ¢ 








206 N. Tschebotareff. 






















wo T; die Anzahl von Systemen c,,c,,...,¢, bedeutet, die folgende Un- 
gleichungen befriedigen: 


(47) | N(@,;""™ pees “4 L-e,0, ot Le, @, f ois ote Le, @,,)| St, 


. 0 < (@ gine Gee -00 O00, L-c,@, we Le,w,+.. .+ Le, , <1, 
(48) JOs &,(c ee a> Le,@,+.. om Le,w,)< 1, 


ive 





0 setie ol Rae + L-e,w,-+ Lew, +. * Le,w,)<1. 
Fiihren wir die Substitution 


. £3 Zn n -n 
(49) ikea toe OE ei t=L “Tt 


ein, so verwandeln sich die Ungleichungen (47) und (48) in die folgenden: 








| @'™» Og, «++ GK) ' 
- 7 ' P | 
(50) n( —— ‘t+ 2,0, + 404+... +2404) | S11, 
w\" a@,, ax) 
0< ¢,(“ — t+ 2,0, + 2,9, +... + 2, 0,) <3. 
ow)” a wee, Gy) 
' i ! ' - 
(51) 0< :, (= — Ht 240, + 20,+...+ 2404) it 
/ (Gy, Gg, -+-5 ay) 
‘ ’ ! 
056-1| ae ‘T+ 2, W, + 24 Wy beset ayia) <I. 





Es ist leicht zu sehen, daB die Ungleichungen (43), (44) einerseits und 
(ety igs «sve 4) 

. yon of unterscheiden, 
welche fiir t = oo, d. h. fiir t= 0, verschwinden. Aber nach dem Satze 30 
der Hilbertschen Abhandlung ,,Relativquadratischer Zahlkérper“ (Math. 
Annalen 51, 8.53) haben diese Glieder weder auf den Wert des Integrals 
Sf---Jdz,-dz,---dz,, noch auf die Wertabschiitzung des Restgliedes einen 
EinfluB. Andererseits ist leicht zu sehen (vgl. die Substitution (49)), 


daB der Wert von (46) gleich - ff. : f dzy-dzy. --dz, ist, wo das 
w- 
Integral die friihere Bedeutung hat. Es hat daher jede der Teilsummen in 
der Umgebung von s =1 die Gestalt 
LS ae*.R 3 
w-L"™ N(m)-¥4 s—1 


(50), (51) andererseits sich nur durch Glieder - 








+ P(s—1). 


Um den Ausdruck fiir die volle Summe (45) zu erhalten, addieren wir 


die v Teilsummen. Es ist dann, da v = oh) ist: 


4 1 @(L) 2”-2"-’-R 
Ln SIS ne hist iia 
- N(a)’ ~ PL* w- N(m)- yi4 s—1 a ) 
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Somit ist der Koeffizient bei —> in jeder dieser Summen F-mal kleiner 
als in der Summe (37). 


Nun wahlen wir in jeder der Idealklassen je ein zu ZL relativ primes 
Ideal m. Liegt N(m) fiir irgendeine Klasse in einem der zulassigen 
Komplexe, so gilt dies auch fiir alle Ideale dieser Klasse; gibt es dagegen 
Klassen, deren Ideale uns auf unzulissige Komplexe fiihren, so bezeichnen 
wir mit K diejenige Klassenuntergruppe, deren Ideale in zulissigen Kom- 
plexen liegen, und es sei h ihre Ordnung (K sei die volle Klassengruppe 
von der Ordnung h). 

Wir fiihren nun folgende Definition ein: 


Definition 12. Einen Komplex, in welchem irgendein Ideal (d. h. 
seine Norm) unseres Kérpers liegt, nennen wir im weitteren Sinne zuldssig. 


Ahnliche Uberlegungen wie beim Beweise des Satzes 6 erlauben uns, 
uns zu iiberzeugen, daB alle im weiteren Sinne zulissigen Komplexe eine 
Abelsche Gruppe bilden, und die Gruppe von im friiheren Sinne zulassigen 
Komplexen ihr Teiler ist. Wir wollen die erstere Gruppe mit A, die 
letztere mit A bezeichnen. Dann gilt der 


Satz 8. Die Hélderschen komplementdren Gruppen (= und (=) 
sind holoédrisch isomorph. 


Beweis. Wir zerlegen die Gruppe K in Nebensysteme nach der 
Untergruppe K: 


(53) K=K+k,:K+k,-K+...+6K. 


Da die Klassen k,, k,,..., ky nicht in K liegen, so befinden sich in jeder 
von ihnen solche Ideale, daB Komplexe, in welchen sie liegen, nicht in A 


vorkommen. Wir bezeichnen diese Komplexe bzw. mit a,, a,,...,@) und 
betrachten die Nebensysteme 
(54) A,a,A,a,A,..., QA. 


Jedes der Systeme a; A erschépft alle Komplexe, welche zu L relativ 
prime Ideale aus k, enthalten. In der Tat, es liege irgendein Ideal m, 
aus k; in a;. In welchem Komplex liegt irgendein anderes Ideal n, aus k; ? 
Einem bekannten Satzes zufolge (s. z. B. Weber, 8. 593, Satz 3) laBt sich 
ein zu L relativ primes Ideal r so bestimmen, da das Ideal m,;r Haupt- 
ideal ist. Es liege m,t ~ » im Komplex b und n,;t ~ » im Komplex c. 
Aber nach der Definition von A miissen diese beiden Komplexe in A auf- 


treten, und daher liegt n, ~ m, = im Komplex a,cb~*, welcher in dem 
Nebensystem a;-A auftritt. 
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Jedes der Systeme a;A erschépft alle Komplexe, in deren jedem zu 
L relativ prime Ideale aus k,K liegen. In der Tat, es liege ein Ideal n, 
in der Klasse k,k, wo k irgendeine Idealklasse aus K ist. Wir wahlen 
nun in der Idealklasse k~* ein Ideal r, welches in einem Komplex liegt, 
der in A auftritt. Dann liegen m, und n,r in der Idealklasse k,, d. h. 
sie sind aquivalent. Dieselbe Uberlegung wie im vorigen erlaubt uns, zu 
behaupten, daB das Ideal n,r im Komplex c liegt, welcher in dem Neben- 
system a,A auftritt. Folglich liegt das Ideal n, im Komplex c-b~*, 
welcher auch in dem Nebensystem a, A auftritt. 

Es gibt andererseits kein Nebensystem (54), welches mit irgend- 
einem anderen gemeinsame Elemente hat. In der Tat, hiitten z. B. a;A 
und a;A gemeinsame Elemente, so kime der Komplex a,a,;~1, also auch 
a, ,A(a, A)~*, in A vor, und daher lagen alle Ideale aus den Klassen des 
Systems k, K(k; K)~* in den Komplexen aus A, d.h. sie kimen in den 


Klassen der Gruppe K vor. Dies widerspricht aber der Zerlegung (53). 


Somit haben wir bewiesen, 1. daB die Systeme (54) die Gruppe A 
bilden, 2. daB die Systeme (53) a (54) omer isomorph sind. 


Dies iiberzeugt uns, dab die Gruppen ~ X und 4 = holoédrisch isomorph sind, 


w.z. b. w. 
Korollar. Die Ordnung der Gruppe A ist gleich F' = F-p. 


Nun nehmen wir irgendeinen im weiteren Sinne zulassigen Komplex 
(—@,, —@,,..., —«,). Die in ihm liegenden Ideale kommen in h Ideal- 
klassen vor, die eines der Systeme (53) bilden. Wir wahlen in jeder 
dieser Klassen je ein zu L relativ primes Ideal m, (i =1,2,...,h). E 
liege jedes Ideal m,; im Komplex (f,,, B;,.--,8,;) (@=1,2,..., h). 
Dann treten sowohl die Komplexe (— «, — 8, ;, — @, — By;,..-5 — %— By;) 
(¢=1, 2,..., h) als auch die Komplexe (a, + £,,, @ + By;, «++» + B,;) 


(¢=1,2,...,4) in A auf, und daher kénnen wir auf sie die Formel (52) 
anwenden, in der wir als Basis (w,,@,,...,@,,) eine Basis des Ideals m; 
nehmen. Somit erhalten wir: 


(a, +i i,---,4n+Bead 
(55) — 
ma N(m,)* N(a)* 


1 9(L) 2"-0°-"-R 1 i 
g ( ), 5. s=1* P(s —1) (¢=1,2,...,h), 


FL" = w-N(m) V+ 





wo a alle Ideale durchlauft, die in der zu m, entgegengesetzten Klasse 


vorkommen und im Komplex («,,«,,...,@,) liegen. Multiplizieren wir 
die Formel (55) mit ; 


N(m,)’ = N(m,) + (8 —1)-P(s —1) 
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und summieren nach 7, so erhalten wir: 


(Gy, @qs «+++ &R) 


A A P(E) 8° sR 1s pig — 
wis 2 Her PDs wigs Tit PO) 





wo nun a alle Ideale durchliuft, die im Komplex («,, «,,..., @,) liegen 
und in allen Klassen vorkommen, welche zu den Klassen aller m, ent- 
gegengesetzt sind. Das sind aber alle Klassen, in denen im Komplex 
(,, G@g,-.-,@,) liegende Ideale iiberhaupt vorkommen kénnen, da die 
Anzahl von solchen Klassen gleich h ist. 

Formen wir nun die rechte Seite von (56) um, indem wir dort 











LS ee 

F F»v F 
setzen, und vergleichen wir diese Formel mit der bekannten Formel 
57) ‘dg GCE) 2-28 -B 1 4 P(g —1), 
wai = N(a)* ee eed #-! 


wo a alle zu L relativ primen Ideale durchlaéuft, so kommen wir zu der 
Formel 


~ 1 1 ae 
(58) > Sa Te ee P(s —1). 
a a 








Diese Formel gilt fiir alle im weiteren Sinne zuliassigen Komplexe 
a ere * -! 

Es ist méglich, F' verschiedene Systeme von Charakteren fiir die 
Gruppe A zu bilden. Wir wihlen ein solches System und fiihren fiir 
jeden Charakter dieses Systems die Bezeichnung z(«,,a,,...,@,) ein. 
Dann gilt die Relation 


(59) (y+ Bys My + Bas «+25 yp By) = Z(G yy Mas ++ +5 Oy) (Bas Bas «+s By)- 
Jedem zu L relativ primen Ideal a kénnen wir auch einen Charakter zu- 
ordnen, indem wir den Charakter des Komplexes nehmen, in welchem a 
liegt. Fiihren wir fiir einen solchen Charakter die Bezeichnung x(a) ein, 
so gilt die Formel 


(60) z(a)-x(b) = z(a-b), 
und daher auch 
(61) x(a) (6) _ x (ab) 





N(a)* N(b)* N(ab)* 


Nun multiplizieren wir jede der Formeln (58) bzw. mit 7(«@,,«,,...,@,) 
und addieren sie. Haben wir das System von Hauptcharakteren gewihlt, 
so erhalten wir von neuem die Formel (57). Ist dagegen das System 

14 


Mathematische Annalen. 95, 











210 N. Tschebotareff. 


kein System von Hauptcharakteren, so folgt wegen der bekannten Re- 
lation 


(62) Zz 2 Mtr Mar 29 he) = 0 


(ay, Gy 5-5 
die Formel: 


X (Oy, Hy, ~~ +» My) _ ies 
2 Wa)? P (s—1), 
oder auf Grund der zweiten Bezeichnung der Charaktere: 


(68) S Hay 7 Ple—)- 





Aber diese Formel l48t sich a der Relation (60) auf folgende Weise 
umformen : 


1 
(64) IT (1- —" 
e N(8)* 
wo das Produkt sich auf alle von Faktoren der Zahl L verschiedenen 
Primideale 8 des Kérpers %(z) erstreckt. Betrachten wir den Haupt- 
wert des Logarithmus der linken Seite der Formel (64) (d. h. nehmen wir 
den imaginaren Teil zwischen — a und +2), so miissen wir zwei Fille 
unterscheiden: 1. Das Produkt (64) hat fiir s=—1 einen von Null ver- 
schiedenen Limes. Dann ist auch der Hauptwert seines Logarithmus vom 
Typus P(s—1). 2. Es strebt fiir s—1 gegen Null. Dann wichst der 
reelle Teil seines Logarithmus negativ iiber alle Grenzen. Dieses Resultat 
kénnen wir so zusammenfassen : 
r $7 2(B) , 1 y7_x(B) x(B) < 

Bl axe t 7m vig) 8 tant | =P(e—1), 
wo R[...] das steal fiir den reellen Teil des in den Klammern 
stehenden Ausdruckes ist. 

Nun kann man leicht zeigen, (s. z. B. Lejeune-Dirichlet, Vorles. iib. 
Zahlentheorie, 4. Aufi., 8.358), daB die Summe von allen Summen, mit 
Ausschlu8 der ersteren, fiir s 1 gegen eine endliche GréBe konvergiert. 
AuBerdem bleibt die Summe derjenigen Glieder in der ersten Summe, die 
den Idealen von Ordnungen > 2 entsprechen, fiir s 1 auch endlich, da 
fiir solche Ideale N(%)> p* ist, wahrend die Anzahl von Idealen mit 
derselben Norm niemals die Zanl n iibersteigt. Wenn wir alle erwahnten 
Glieder unserer Summe in das Symbol P(s — 1) hineinziehen, so erhalten wir: 


(65) a| 5 P| <P(s—1), 


p 
wo », die Anzahl der Ideale erster Ordnung von der Norm p bedeutet. 
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Kehren wir nun zur Bezeichnung 7(«,,«,, ..., @,) zuriick und fassen 
wir alle Glieder mit demselben Charakter zusammen, so laBt sich die 
Formel (60) so umformen: 

(66) ad | a 1(@, Gay ery «,) > %p Pian .n a) | S< P(s—1). 


(44, Gigs « «oy @R) P(eey, «5 @R) 


Auf eine ahnliche Weise la8t sich die Formel (57) schreiben: 


2 1 
(67) SS Pat. = 8 et Plo—D). 
(ay, Gg. «+0, aR) P (ay, 004 a,x) 
Addieren wir zur Formel (67) alle F—1 Formeln (66), fiir alle még- 
lichen Nicht-Hauptcharakterensysteme gebildet, so erhalten wir: 


id 5 1 , 
(68) r= ¥ "Da... S16 + P(s —1). 


Dies folgt aus dem Umstande, daB die Summe S)y(a,,@,,...,@,), tiber 
z 


alle Charaktere ein- und desselben Komplexes erstreckt, gleich F' fiir den 
Nullkomplex und Null fiir jeden anderen Komplex ist. 

Es ist méglich, in der Formel (68) auf einem anderen Wege das 
Gleichheitszeichen zu konstatieren. Dies werden wir im folgenden Para- 
graphen beweisen. Nehmen wir diese Tatsache als bewiesen an, so folgt 
daraus, daB dies auch fiir alle Formeln (66) der Fall ist. Denn gilte 
in einer oder mehreren von ihnen das Zeichen <, so miiBte sich auch nach 
ihrer Addition die Formel (68) mit dem Zeichen < ergeben, 

Es folgt daraus, daB das Produkt (64) fiir s—=1 gegen einen von 
Null verschiedenen Limes strebt und da8 also sein Logarithmus in der 
Umgebung von s =1 holomorph ist, d. h. 


(65a) > th? = P(s—1). 
Daraus aber kann man leicht erhalten: 
1 1 
(69) ‘ Sy Pas..a = HF Beri + Ple—1) 
(ay, «++» &p) 


(s. z. B. Lejeune-Dirichlet, loc. cit. 8. 557). Diese Formel ist fiir jeden 
im weiteren Sinne zulissigen Komplex (a,,«,,...,@,) giiltig. Somit 
kommen wir zum folgenden 


Hauptsatz. Die Menge der Primzahlen erster Ordnung verteilt sich 
auf die im weiteren Sinne zuldssigen Komplexe gleichma fig. 
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§ 4. 
Beziehung zwischen der Verwandtschaft zweier Gleichungen und ihrem 
Verhalten als Primmodulkongruenzen. 


Bevor wir zur Konstatierung des Gleichheitszeichens in der Formel 
(68) iibergehen, wollen wir einige allgemeinere Uberlegungen durchfiihren. 
Wir nehmen zwei ganz willkiirliche Kérper &, und k, und bilden ihre 
Normen §, und &,, d.h. die kleinsten normalen Kérper, die bzw. k, 
und k, enthalten. Es sei & der kleinste Kérper, der %, und &, enthiilt. 
Er soll auch normal sein. Wir bezeichnen mit G die Galoissche Gruppe 
von §, und mit G, und G, die Gruppen, zu denen der Kérper &, bzw. &, 
im Kérper ® gehért. Es ist bekannt, da8 G, und G, Normalteiler von G 


sind. Ihre komplementiren Gruppen H, = ~ und H, = 5 sind mit den 
1 a 


Galoisschen Gruppen fiir den Kérper &, bzw. St, holoédrisch isomorph. 

Wir bezeichnen ferner mit & den Durchschnitt von &, und &,. Die 
Gruppe K, zu welcher & im Kérper & gehért, ist die kleinste Gruppe, 
die gleichzeitig G, und G, enthailt. Da aber G, und G, Normalteiler 


von @ sind, so kann man K als direktes Produkt von G, und G, aus- 
driicken : 


(70) K=G,-G,. 


Im Kérper &, (bzw. &,) gehért & zur Gruppe K, = a (baw. rae 
Die Indizes (G, K), (H,, K,) und (H,, K,) sind untereinander gleich. Wir 
bezeichnen mit j ihre gemeinsame GréBe. 


Nun zerlegen wir G in Nebensysteme nach K, H, nach K,, H, nach K,: 


(71) G=K +KU, + KU, +...4+KU,_,, 
(72) H, = K,+K,V,+K,V,+...+K,V,-:, 
(73) H, = K, + K,W,+ K,W,+...+ K,W,-,. 


Wir bezeichnen mit V; und W, diejenigen Substitutionen, welche den 
Nebensystemen G,U,; bzw. G,U,; entsprechen (dabei ist nétig, sich an die 
Definition der komplementiren Gruppe zu erinnern). 

Es ist klar, daB, wenn eine Primzahl p zu der Klasse der Substitution 
gehért, die in dem Nebensystem KU, auftritt, sie im Kérper 8, bzw. &, 
zu der Klasse der Substitution gehért, die in dem Nebensystem K, V;, 
bzw. K,W, auftritt. Nun wollen wir beweisen, dab, wenn zwei Substitu- 
tionen 7, aus &, und 7, aus &, in den Nebensystemen K,V; bzw. K,W; 
auftreten, es médglich ist, eine solche in dem Nebensystem KU, auf- 
tretende Substitution aus St zu finden, welche in &, bzw. &, die Substi- 
tution 7, bzw. 7, hervorruft. Dazu ist es hinreichend, dies nur fiir die 
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Nebensysteme K,, K,, K zu beweisen. Um aber die Substitution aus K 
zu finden, welche die Substitutionen 7, aus K, und 7, aus K, hervor- 
ruft, geniigt es, die Substitution aus K zu finden, die 7, aus K, und 1 
aus K,, und dann die andere Substitution zu finden, die 1 aus K, und 7, 
aus K, hervorruft. Wir wollen uns nun iiberzeugen, da das erstere 
immer mdglich ist. Dazu ist hinreichend, zu zeigen, daB es eine Substi- 
tution im Kérper & gibt, die die Elemente aus §, unverandert laBt 
(d. h. in G, auftritt) und eine beliebig gegebene Substitution der Gruppe 


K, = a unter den Elementen des Kérpers , hervorruft. 





Wir nehmen das Gegenteil an, d. h. daB die Substitutionen der 
Gruppe G, nicht alle Substitutionen der Gruppe K, im Kérper &, hervor- 
rufen, sondern nur einige Substitutionen aus K,, die gewiB eine Gruppe K, 
bilden, welche echter Teiler von XK, sein soll. Jetzt betrachten wir die 
Elemente von §,, die zur Gruppe K, gehéren. Sie gehen einerseits in &, 
auf; andererseits gehen sie in §, auf, da sie, als Elemente von & be- 
trachtet, bei den Substitutionen von G, unverindert bleiben; es folgt 
daraus, daB die Elemente in ihrem Durchschnitt % aufgehen miissen. Dies 
ist aber unmdglich, da K, echter Teiler von K, ist. Somit kommen wir 
zum Beweise unseres Satzes. 

Um nun die Frage zu entscheiden, ob es Primzahlen gibt, welche 
gleichzeitig zur Abteilung der Substitution S, aus &, und zur Abteilung 
der Substitution S, aus &, gehdren, geniigt es, den Kérper & und die 
Zerlegungen (71), (72); (73) zu bilden. Treten S, und S, (oder eine 
mit einer der primitiven Potenzen von S, konjugierte Substitution) in 
Nebensystemen mit der gleichen Nummer auf, so ist unsere Frage im be- 
jahenden Sinne zu beantworten; wenn die Nummern verschieden sind, so 
im verneinenden. 

Dies ist das Hauptresultat dieses Paragraphen. (Es ist zu bemerken, 
da8, nachdem wir im § 5 das Hauptresultat dieser ganzen Abhandlung 
erhalten haben werden, wir iiberall statt des Wortes ,Abteilung das 
Wort ,,Klasse“ werden setzen diirfen). Daraus heben wir einige wichtige 
Spezialfalle hervor: 

I. Ist &, Teilkérper von &,, so ist R= R,, R= R,, K=G,, K,=1. 
Wenn wir daher in G, irgendeine Substitution nehmen, so entspricht ihr 
in G, eine ganz bestimmte Substitution. Ist diese Substitution in G, 
die identische, so entspricht ihr auch in G, die identische Substitution. 

II. Ist R, kein Teiler von &,, so ist G, ein echter Teiler von K, 
wihrend K, nicht-identische Elemente enthalt. Es gib: daher Primzahlen, 
die in &, zur identischen und gleichzeitig in &, zur nicht-identischen 
Substitution gehéren. 
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III. Wenn endlich §&, und &, relativ prim sind, d. h. wenn sie keine ge- 
meinsamen irrationalen Elemente enthalten (8 ist der Kérper der rationalen 
Zahlen), so ist K=G, K,=—G,, K,=G, (j=1). In diesem Falle ist 
es mdglich, Substitutionen in beiden Kérpern ganz unabhingig zu wahlen. 

Wir leiten aus I. und II. eine wichtige Folgerung ab: 


Satz 9. Hin Kérper 8, ist dann und nur dann Teiler von einem 
anderen Korper &,, wenn jede Primzahl, die zur identischen Substitution 
in &, gehdrt, auch in R, zur tdentischen Substitution gehért. 

Dieser Satz war auch friiher bekannt. B. N. Delaunay bewies, indem 
er sich auf diesen Satz stiitzte, das beriihmte Kronecker-Webersche Theorem 
fiir den Fall des zyklischen Kérpers von Primzahlordnung (Delaunay, 
Journ. fiir Math. 152). Auch M. Bauer (Archiv der Math. und Phys. (3) 6, 
1903) beschaftigte sich mit dieser Frage. 

Wir wollen nun den Satz 9 zur Konstatierung des Gleichheitszeichens 
in der Formel (68) anwenden. Es seien a,,a,,...,@, alle Komplexe, in 
denen Primzahlen p von der Art liegen mégen, daB die Kongruenz 
f(z)=0 (modp) wenigstens eine rationale Wurzel hat (mit anderen 
Worten, p hat in &(2) einen Idealteiler erster Ordnung). Wir bezeichnen 
mit % die kleirste Gruppe, die alle diese Komplexe enthalten soll, und sei f 
ihre Ordnung. Dann ist die Gruppe & Teiler von A, und daher ist f< I’. 
Denn es entspricht der rationalen Wurzel der Kongruenz f(a) = 0 (mod p) 
ein Primideal 8% erster Ordnung, fiir welches somit die Relation N() = p 
gelten muB. Es sind demnach alle Komplexe von & im weiteren Sinne 
zulassig, d.h. sie gehen in A auf. Es folgt daraus, da8 Y, als kleinste 
@,,@,...,@, umfassende Gruppe, Teiler von A sein muB, w. z. b. w. 

Jetzt bilden wir einen solchen Abelschen Kérper (7), in welchem 
Primidealteiler von p dann und nur dann von der ersten Ordnung sind, 
wenn p im Nullkomplex liegt. (Dazu geniigt es, fiir jedes Teilkomplex- 
system den Kérper nach dem Verfahren von § 2 zu bilden, und dann den 
Inbegriff dieser Kérper fiir alle Teilkomplexsysteme als §(7) zu nehmen. 
Seine Ordnung ist gleich F=/f,-f,---f,). Wir betrachten den Teiler 


K(C) von KR(m) der Ordnung * wo ¢ zu derjenigen Gruppe des §(») 


gehért, welche mit der Gruppe & isomorph ist. Fiir &(¢) spielt M die 
Rolle des Nullkomplexes: eine Primzah] p zerfallt nimlich dann und nur 
dann in Primideale erster Ordnung in &(¢), wenn sie in einem der Kom- 
plexe der Gruppe Y liegt. Wenn wir nun mit %() den kleinsten & (x) ent- 
haltenen normalen Kérper bezeichnen, so legen alle Primzahlen p, welche 
zur identischen Substitution in &(£) gehéren, im Komplex der Gruppe Y, 
d.h. sie gehéren auch in &(¢) zur identischen Substitution. Dies ist aber 
nach dem Satze 9 eine Bedingung dafiir, daB &(¢) Teiler von &(é) ist. 








| 
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Auch &(2) mu8 &(¢) enthalten. Denn enthielte er nur den echten 
Teiler R(v) von K(f), so miiBte jeder mit K(x) konjugierte Kérper den 
mit &(v) konjugierten Kérper und keine anderen Elemente von &(¢) 
enthalten. Da aber &(v) als Abelscher Kérper mit allen seinen konju- 
gierten Kérpern identisch ist, so hat #(¢), als Inbegriff von allen mit 
& (x) konjugierten Kérpern aufgefaBt, keine anderen Elemente als die von 
K(v) mit K(f) gemein, was der Voraussetzung widerspricht. Wenn wir 
daher zu dem Kérper &(2) die GréBe » adjungieren, so ist der so er- 
haltene Kérper &(z) von der Ordnung f iiber &(x), d.h. seine Ordnung 
ist gleich n-f. Geniigt somit x der irreduziblen Gleichung n-ten Grades 


(74) f(x) =0 
und z der irreduziblen Gleichung nf-ten Grades 
(75) F(z)=0, 


so driickt z sich rational aus durch z, z durch x und y, und » durch z. 
Es entspricht daher jeder rationalen Wurzel der Kongruenz F(z) = 0 (mod p) 
eine rationale Wurzel der Kongruenz f(2)=0(modp). Liegt p im Null- 
komplex, so entsprechen umgekehrt jeder rationalen Wurzel der Kongruenz 
f(x) = 0 (mod p) f rationale Wurzeln der Kongruenz F(z) = 0 (mod p); 
liegt p dagegen in einem vom Nullkomplex verschiedenen Komplex, so 
hat die Kongruenz F(z)=0 keine rationale Wurzel, da » sich rational 
durch z ausdriickt. 


Wollen wir die Formel (6) auf die Gleichung (75) anwenden, so ist 
die Zahl », der rationalen Kongruenzwurzeln von F(z) = 0 (mod p) gleich 
f-v, (¥, ist die Zahl der rationalen Wurzeln der Kongruenz f(x) = 0 (mod p), 
wenn p im Nullkomplex liegt, und gleich Null, wenn p in einem anderen 
Komplex liegt). Wenn wir daher mit p, die im Nullkomplex liegenden 
Primzahlen bezeichnen, so nimmt die Formel (6), auf die Gleichung (75) 
angewandt, die Gestalt an: 


Dy fy 5 = ez + P(s—1). 
Diese Formel lat sich wegen f < F’ so umformen: 
(76) F S)»,-pr*> lg; + P(s —1). 
Vergleichen wir diese Formel mit der Formel (68), so sehen wir, da8 


fiir beide Formeln das Gleichhettszeichen gelten muB. Damit ist der 
Hauptsatz des § 3 vollstindig bewiesen. 
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$ 5. 
Uber die Dichtigkeiten der Mengen von Primzahlen, welche zu einzelnen 
Substitutionsklassen gehéren. 


Es sei eine irreduzible normale Gleichung n-ten Grades 
(77) f(x)=0 
gegeben, und es gehe in ihre Gruppe eine Substitution f,-ter Ordnung 


(78) Sa= (ayy5 Lyar +> Pap) (Sens Lgye ee -r Lap, )e ++ ear Lear sees x, 1,) 
(eifi=n) 
ein. 

Wir wahlen & Primzahlen /,,/,,...,1, von der Form f,-2--1, alle 


zur Diskriminante D der Gleichung (77) relativ prim (k& ist eine will- 
kiirliche Zahl, welche man im folgenden unbegrenzt wachsen lassen kann), 
und bilden mit Hilfe der Wurzeln der Gleichungen 


(79) z5—1=0, x4—1=0,...,2%—1=0 


k zyklische Gleichungen, jede vom Grade /, (z. B. vermittels der GauB- 
schen Perioden, wie im § 2). Die Diskriminanten dieser Gleichungen sind 
Potenzen baw. von J,,1,,...,1,, und daher sind die aus ihren Wurzeln 
gebildeten Kérper untereinander und zum Kérper §(2x) relativ prim (d. h. 
sie haben auBer den rationalen Zahlen keine gemeinsamen Elemente). 
Wir wahlen ferner in jeder unserer Gleichungen je eine Wurzel », 
(vy =1, 2,...,%) und eine Substitution U,, welche die Gruppe der ihr 
entsprechenden Gleichungen erzeugt. Jetzt fassen wir den Kérper 
K(y,,%,---,,) ins Auge. Seine Gruppe ist mit dem Produkte 
G-(U,)"-(U,)*: . -(U,)* holoédrisch isomorph. Wir wollen keine beson- 
deren Symbole fiir ihre Substitutionen einfiihren, indem wir im folgenden 
die Symbole S-U;’-U;*...U;* benutzen, wo S alle Substitutionen der 
Gruppe G und a, (vy =1,2,...,&) die Werte 0,1,2,...,f—1 durch- 
liuft. Der Kérper &(2, »,, y.,..-, 9,) ist auch normal und seine Ord- 
nung ist gleich n-f;. 

Nun betrachten wir die zur Abteilung der Substitution S; gehérende 
Primzahlenmenge. Wir wollen untersuchen, wie sich die Primzahlen 
dieser Menge auf die Komplexe verteilen, welche vermittels des Kérpers 
RK (n,, Ny, ++» M,) erzeugt sind. Die Anzahl dieser Komplexe ist gleich f*, 
und einem Komplex («,, @, @, ..., @,) ist die Substitution Uj" -Uz*- - -U;"* 
so zugeordnet, daB eine Primzahl dann und nur dann zu ihr gehért, wenn 
sie im Komplex («,,«,,...,¢,) liegt (siehe § 2, Hauptsatz). 

Jetzt legen wir die nachstehende Klassifikation der Komplexe der 
folgenden Untersuchung zugrunde: 





ee 
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Definition 13. 1. Diejenigen Komplexe («,, «,,...,¢,), fiir welche 
der gréBte gemeinsame Teiler der Zahlen a,,«,,...,@,, f, gleich 1 ist 
(mit anderen Worten, die Substitution U;"-Us"---U;* von der f,-ten 
Ordnung ist). Diese Komplexe wollen wir primitiv nennen. 2. Die Zahlen 


&,, Gy,---,%,, f; haben den gréBten gemeinsamen Teiler d (die Substitu- 
tion U;"-U,"---U,* ist von der Ordnung 33 und dabei ist l1<d< fj. 
Diese Komplexe mégen singuldr genannt werden. 3. Der Nullkomplex 
(0,G,..., 0). 

Wollen wir die Anzahl der verschiedenen primitiven Komplexe be- 
stimmen, so bemerken wir, 1. daB die Anzahl saimtlicher Komplexe von 
der Ordnung d gleich d* ist; 2. daB jeder singulare Komplex («,, «, ..-, @,) 
mit dem gemeinsamen Teiler d sich vermittels Division seiner Indizes 


durch d in einen primitiven von der Ordnung 6 = f umformen 1aBt. 


Daraus kénnen wir die Formel 
(80) Sy(s)=f" 
Sif 


ableiten, wo wir mit y(f) die gesuchte Anzahl] bezeichnen, wahrend die 
Summe auf der linken Seite sich auf alle Divisoren von f erstreckt. Da 
diese Formel fiir alle Zahlen gilt, so liBt sie sich nach dem bekannten 
Dedekindschen Verfahren umkehren, und dies gibt uns: 


(81) vin= Sma) (—) =P (1 %)(1-4)---(1- 3): 


WO 9;,92;-++:%_ das System aller Primdivisoren von f bedeutet. 
Wir wollen nun die folgende Formel ableiten: 


(82) v(f)> r(1- rok 


wo Q die kleinste unter den Primzahlen g,,q,,...,q, ist. Zuerst fassen 
wir die evidente Ungleichung 
1\* 
nzr(i-a) 
y( = Qt 
ins Auge. Um die Richtigkeit der Formel (82) nachzuweisen, geniigt es, 
sich zu iiberzeugen, daB 


(1—4)*>1l—a-s 


fir 0<4<1, a> 1. Dazu schlagen wir einen induktiven Weg ein. Es 
ist fiir a= 2: 


(1—4)*=1—244+4°>1- 23. 
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Jetzt nehmen wir an, daB die in Frage stehende Ungleichung fiir a —1 
bewiesen ist, d. h. daB gilt: 

(1—a)**>1—(a—1)4 
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit 1— A, so erhalten wir: 
(1— 4)*> [1— (a —1)4](1— 4) =1— (a —1)4 —44+ (a —1)4*>1—a, 
was zu beweisen war. Die Ungleichung (82) spielt im folgenden eine 
auBerst wichtige Rolle. 

Wir wollen die gleichmaBige Verteilung der zu unserer Abteilung 
gehérenden Primzahlen auf die im weiteren Sinne zulissigen Komplexe 
nachweisen. Dazu schlagen wir einen induktiven Weg ein. Zunichst 
folgt unmittelbar aus dem Hauptsatze des § 3, daB die zur identischen 
Substitution in §&(2) gehérenden Primzahlen sich gleichmaBig auf die 
im weiteren Sinne zulissigen Komplexe verteilen. Ihre gesamte Dich- 
tigkeit ist gleich =. Alle f* Komplexe sind zulissig, da die Kérper 
K(x) und K(y,,7,..-,,) relativ prim sind (der Grad 4s Kérpers 
R(X, ny, Nes +++» M,) ist gleich n-f*). 

Nun wollen wir die gleichmaBige Verteilung der zur Abteilung der 
Substitution S, gehdrenden Primzehlen auf die Komplexe nachweisen. 
Dazu setzen wir dies fiir die mit Potenzen von S,; gebildeten Abteilungen, 
deren Ordnung kleiner als f, ist, als bewiesen voraus. Dann geniigt es, 
die gleichmaBige Verteilung derjenigen Primzahlen nachzuweisen, welche 
die Bedingung erfiillen, daB eine irreduzible Gleichung 


(84) F(z) =0, 


deren Wurzel zur zyklischen Gruppe (S,)* in & (x) gehért, rationale Wurzeln 
hat, wenn sie als Kongruenz modulo p aufgefaBt wird. Dies ist aber 
auch im §3 bewiesen. Alle f* Komplexe sind hier auch im weiteren 
Sinne zulassig. Daraus schlieBen wir, daB die Dichtigkeit der Menge von 
Primzahlen, die zur Abteilung der Substitution S, f,-ter Ordnung gehéren 
und gleichzeitig in einem von unseren Komplexen liegen, gleich 


n 
+ en 
i; ad 

ist, 


Nun kommen wir zur Betrachtung des Kérpers (x, 9,, 42, .--s 1,)- 
Zuniachst fiihren wir folgende Definition ein: 
Definition 14. Das System von Komplexen 


(Paty, Pligg «+09 Py)» 


wo (@,,@,,...,@,) ein primitiver Komplex ist, waihrend r die Werte 
0,1,2,...,f—1 durchléuft, nennen wir den Strahl (a,,«,,..., @,). 
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Durchlauft r nur die 2u f, relativ primen Werte aus der Reihe 0, 1, 2,...,4—1, 
so nennen wir das sich so ergebende System den primitiven Teil des 
Strahles («,,«,,...,@,). 

Liegt die Zahl in einem der Komplexe des Strahles («,, «,,..., «,)» 
so sagen wir, daB sie im Strahl (a,,a,,...,a,) Wegt. 

Aus dieser Definition flieBen folgende evidenten Satze: 


Satz 10. Hin primtiver Komplex kann nicht in mehr als einem 
Strahl liegen. 


Satz 11. Die Anzahl aller méglichen primitiven Teile der Strahlen 
der Ordnung f, ist gleich 





1 

. a {l-—— 
(83) ri) _ ges, oy a) 
= (1-4) 

% 


Satz 12. Damit eine Primzahl p gleichzeitig zur identischen Sub- 
stitution in R(x) gehére und im primitiven Teil des Strahles (a, , ,,..-,%,) 
liege, ist notwendig und hinreichend, da sie im Korper 8 (x, ,, Ng, +++ Ny) 
zur Abteilung der Substitution 1-U;"-U;"---U;* gehére. 

Jetzt bilden wir eine Gleichung 
(84) ®(é,)=0, 


deren Wurzel §, zur zyklischen Gruppe (S,-U;"-U;"-- -Ug*)* in 
K(X, Ny, Ng,--+5 My.) GehSrt, wo (a,, @,,...,@,) irgendein primitiver Kom- 
plex ist. Dann wollen wir den folgenden Satz beweisen: 

Satz 13. Von den drei Behauptungen: 

1. Hine Primzahl p gehért im Kérper R(x) zur Klasse der Substi- 


tution S;; 
2. eine Primzahl liegt in einem der Komplexe 





. v (f;) 
(rT. @,, Voge -'o-» Ope) (u=1, 2....,8= aE 
wo die Zahlen r,,17,,...,17, 80 genommen sind, dap die Substitutionen 


Si'> Si*,..., Sit zur Klasse der Substitution S;, gehdren (alle r, sind zu 
fi relativ prim, da die Ordnung von Sj" gleich f, sein mu); 
3. die Kongruenz 
(85) (&,) = 0 (mod p) 
hat rationale Wurzeln, 
ist jede eine Folge der beiden anderen. 


A) 3. wird aus 1. und 2. so abgeleitet. Die Wurzeln der Gleichung 
(84) driicken sich durch 2,7, .,.--, 1, ational aus. Es sei also 
£, = p(X, Ny, Na» -++> My)» Erheben wir diesen Ausdruck in die p-te 
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Potenz und betrachten ihn modulo $, wo §§ einer der Primdivisoren von 
p in &(2) ist, so sehen wir, da& die GréBen x in unseren Ausdriicken 
die Substitution 8S; erleiden, wahrend die mit »,, Ma» +5), konjugierten 
GréBen, auf Grund von 2., bzw. die Substitutionen U’*“', Ug«, ..., Ug 
erleiden (die letzteren kann man modulo p betrachten, da & R (1 7;) Kreis- 
teilungskérper sind). 

Nun bemerken wir, daB auch Sj" in der Klasse von S, vorkommt, 
wenn r;, Wurzel der Kongruenz 


(86) r,°* =1 (mod f;) 
ist. Denn erheben wir beide Seiten der Relation 
T,, 8; _. = Sj" 


in die r/,-te Potenz, so ergibt sich 7, S{*77*= S,, oder Sj*=- T7'8,T,,. 
Hier ist 7,, eine in die Gruppe G eingehende Substitution. 

Nun fassen wir diejenige Wurzel der Gleichung (84) ins Auge, welche 
zur Gruppe (S/4U." U3"... Us “*)* gehért. Diese Gruppe kann sich auch mit 
Hilfe der Substitution (S/*-Uy"-Uy*- --Ug*)'" = 8,-Uj#™ -Uge™. « -Uye™ 
reproduzieren, und der Schénemannsche Satz lehrt uns, uae unsere Wurzel 
mit ihrer eigenen p-ten Potenz nach dem Modul 8, und a fortiori nach 
einem Primidealdivisor von p in & (x, ,, %.,---, %,) kongruent ist, und 
demnach ist unsere Wurzel auf Grund des verallgemeinerten Fermatschen 
Satzes nach diesem Modul einer rationalen Zahl kongruent, die gewiB 
Wurzel der Kongruenz (85) ist. 


B) Wir setzen die Giiltigkeit von 3. voraus. Es gehére p in (2) 
zur Klasse irgendeiner Substitution S, dagegen in &(7,, y,,...,,) zur 
Substitution U/'.Us*.--Uf* (mit anderen Worten: p liege im Komplex 
(B,, By, +++, 8,)). Dann gehért es, wie wir uns soeben iiberzeugt haben, 
zur Klasse der Substitution S-U/.Uf*..-Uf* in &(x, oS Aa 8S 
Frobenius aber hat bewiesen (Note *), 8. 701), daB fiir die Existenz von 
rationalen Wurzeln in der Kongruenz (85) notwendig und hinreichend ist, 
daB mindestens eine der Substitutionen 75 7~-U/'- = -Uf* in der 
Gruppe vorkomme, zu der &, gehért, d.h. in (8;,-U;"-Us"---U“*)*, Es 
sei mithin 

TST .UP.Uf---Uf' = SP-U2"-Us"---Ur, 
wo R eine der Zahlen 0,1, 2,..., f;—1 ist. Da aber in S; und S nur 
die GréBen x, in U, nur », vorkommen, und dabei alle GroBen x, 7,, 7, ..-, 1, 
rational unabhingig sind, so muB sein: 


(87) TST*=sS?, uf=vus", uS=UF",..., Uf*= UE”. 
Daraus folgt, daB p im Strahl («,, «,...,@,) liegt. 
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C) Nehmen wir nun an, da gleichzeitig mit 3. auch die Behauptung 
1. erfiillt ist, dh. S=S,, so kann man in der Gruppe @ eine solche 
Substitution 7’ finden, daB 7'S,T~*=S* wird. Dies zeigt uns, daB R 
in der Reihe r,,7,,...,7, vorkommen mu8, und somit ist die Behaup- 
tung 2. bewiesen. 


D) Aus 3. und 2. folgt 1. In der Tat, die fiir die Behauptung 2. 
charakteristischen Kongruenzen lauten so: 


B, = r,«,; (mod f; ) (¢ = 1, 2, ..., &), 
was mit den Kongruenzen 

B, = Ra, (mod f,) (f= 1, 2,..., &) 
die folgenden Kongruenzen ergibt: 


(R — r,) @;, = 0 (mod f;) (¢ = 1,2,..., 8). 
Wir bilden daraus: 


(RB — rq)(Xyey + Xyey+--. + Xe) = 0 (mod fi), 


indem wir das System von Zahlen X,, X,,...,X, so wiahlen, daB 
X, a, + X,a, + ...+X,a, zu f, relativ prim wird. Dies ist immer még- 
lich, da (@,,@,,...,@,) ein primitiver Komplex ist. Dies erfordert, daB 


R = r, (mod f;) 


sei, und somit ergibt sich S = T'SfeT, ah. S gehért zur Klasse der 
Substitution S,. Also ist der Satz in allen seinen Teilen bewiesen. 

Wir wollen nun das Gesetz der Verteilung auf die Komplexe fiir 
solche Primzahlen finden, fiir welche die Kongruenz (85) rationale Wurzeln 
hat. Aus dem Vorigen (siehe B des vorstehenden Beweises) ist ersicht- 
lich, da8 fiir diese Gleichungen nur f; Komplexe des Strahles («,, «,, ..., «,) 
zulassig sind. Andererseits sind sie wirklich zulissig, da die Gruppe dieser 
Komplexe zyklisch ist, und daher die Gesamtheit von primitiven Kom- 
plexen des Strahles («,,«,,...,@,) der Abteilung von S,;-U;"-Uz*- + -U;" 
in (2, ,, Ya,--+> ),) entspricht. Dann lehrt uns der Hauptsatz des 
§ 3, daB diese Primzahlen sich gleichmaBig auf die /, Komplexe verteilen. 

Nun betrachten wir diejenigen zur Abteilung von S; gehérigen Prim- 
zahlen, die im primitiven Teil des Strahles («,,«,,..., «,) liegen. Gehéren 
inige von ihnen zur Klasse S; in &(2), so liegen sie wegen D) in einem 
cer Komplexe 
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(hier fiihren wir der Kiirze wegen die Bezeichnung («;) statt (a, ,«,,...,@,) 
ein). Es ist leicht zu sehen, daB die Reihe r,,7r,,..., 7, eine multipli- 
kative Gruppe modulo f, darstellt. Denn ist z. B. 
St=7,8:7", Si=7;8,7;", 
so muB auch sein: 
Sit = (S1)9 = (7,817, *) = 7,89 To * = 7,7, 817; * Te 
aa (1,7;) 8,( 7,7)". 
Diese Gruppe ist Teiler der Gruppe aller zu /, relativ primen Kongruenz- 


klassen modulo f,;. Bezeichnen wir beide Gruppen mit r bzw. Rt, so kann 
man §t so in Nebensysteme nach r zerlegen: 


(88) R=r+ Ry-r+ R-t+...+ Rt. 
Daraus ist klar, daB die Substitutionsklassen von S,, S®,..., SF* die 
ganze oe erschépfen. Wir wollen diesen Klassen die Indizes bzw. 
1, 2,..., 4%, guordnen. So ordnen wir jeder Primzahl zwei Indizes zu: 
der erste bezeichne die Klasse, zu welcher sie in (2) gehért, die zweite 
den Komplex, in welchem sie liegt. Die Primzahlentypen 

P,, v.07 7 P,,9, a, 


wollen wir in einem Symbol p 


».ta, Vereinigen. 
Jede Primzahl, die zur Abteilung von S,-U;" ---U,* in 
R(x, H,, N2,++-,%,) gehdrt, muB zu einem der folgenden aa gehéren : 
Pi, va,’ Po, Ryra;? ** " Pe, Rt 


Ihre gleichmaBige Verteilung auf die Komplexe kann in den folgenden 
Formeln ihren Ausdruck finden: 


(89) > Px! ta; =>) Prk cet ! P(s—1)=. =D Pin, ra, + P(s —1) 
ee 


cod 
»~ 


- y 


— 


+ 


2p M, 1 Ryka, + P(s —_ 1). 


Nun nehmen wir als (@;,) in dieser Formel jeden der Komplexe 
(a;), (Ry@;),--+, (Ry, &;) und addieren alle so erhaltenen Formeln. Dabei 
bemerken wir, 1. daB die Gesamtheit aller Nebensysteme (88) nur eine 
Vertauschung nach der Multiplikation mit R,, erleidet, 2. daB dabei keines 
der Nebensysteme ungeindert bleiben kann. Das letztere flieBt daraus, 
daB R als Abelsche Gruppe keine Reprisentation durch eine nicht-normale 
Substitutionsgruppe zulassen kann. Aber eine normale Substitutions- 
gruppe besteht aus reguldren Substitutionen, d. h. solchen, die Zyklen 
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mit derselben Zahl Glieder enthalten. Wenn somit eine Substitution 
einige Symbole ungeindert lat, so muB8 sie eine identische Substitution 
sein. Demnach wird die Summe, die auf der rechten Seite der so er- 
haltenen Formel erscheint, iiber diejenigen Primzahlen erstreckt, welche zur 
Abteilung von S,; in &(2) gehéren und gleichzeitig in den k,-t = p(fi) 
Komplexen liegen, die den primitiven Teil des Strahles («,,«,,..., «,) 
erzeugen. Da die zur Abteilung von S, in &(2x) gehérenden Primzahlen 
sich ebenfalls gleichmaBig auf die f;‘ Komplexe verteilen, so ist die ge- 
samte Dichtigkeit der betrachteten Primzahlmenge gleich 





v (f,) n, 
ft ees 
und wir — somit zu der Formel 
: ¥ (f,) n 1 
(90) Se - Fas 87 t+ P(s— 1), 


unl p 
wo die Summe auf der linken Seite sich iiber alle Primzahlen erstreckt, 
die gleichzeitig zur Klasse von S, in &(x) gehéren und im primitiven 
Teil des Strahles («,, @,,..., @,) liegen. 


ae bilden wir die der Formel (90) ahnlichen Formeln fiir alle 
a 7.) primitiven Teile der Strallen und addieren diese Formeln. Damit 
werden nicht alle zur Klasse von S,; in &(2) gehérenden Primzahlen er- 
schépft, da darin die zur Klasse von S, gehérenden Primzahlen nicht 
vorkommen, welche im Nullkomplex oder in den singularen Komplexen 
liegen. Daher ist der Ausdruck auf der linken Seite der soeben ge- 
wonnenen Gleichung 

s P+ ‘eee P(s al 1), 
P 


und somit gilt die Ungleichung 





v(f,) 1 
Wenden wir die Ungleichung (82) an, so erhalten wir: 
sad 1 
(92) Sr7*> (1— i) yes + P(e 


Diese Formel erméglicht uns, das gewiinschte Resultat zu ermitteln. Zu- 
nachst wollen wir beweisen, da8 
Zp; 
(93) lim inf > 
s=1 lg " 





i 
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ist. Ware namlich 





Dp,’ 
. . = n 
lim inf 2 C= ~ — a, 
e=1 ae. ae! 
rs | 


wo «> 0 ist, so kénnten wir 
Ign,—Ign+lIga—Igea 





ni lee 
nehmer. Dann gilt die Ungleichung 
(94) %—«<% (1-4). 


Dividieren wir andererseits die Ungleichung (92) durch lg + j und nehmen 
wir fiir beide Seiten liminf, so ergibt sich: 

a=1 

ms a a\ % 
Diese Ungleichung steht zu (94) im Widerspruch. Damit wird die Rich- 
tigkeit der Ungleichung (93) bewiesen. Dieselbe Ungleichung gilt fiir 


jede Klasse unserer Abteilung. Um nun 





Zp," 
lim sup * 
on Mb) 


abzuschatsen, nehmen wir die mit Hilfe der Frobeniusschen Methode ge- 
wonnene Formel: 





Zp; Z Zp; =?;° =P, 

P a p a Pe 2 % P(s—1) 
( 96) ee algae T +... | : i au i 

5-1 ts id 1) "sa 


Nehmen wir auf beiden Seiten limsup, so folgt auf Grund der evidenten 
Ungleichung rity 

lim inf(«¢ + 6+...) >liminfe + liminff+... 
und der Ungleichung (93). auf die 2-te, 3-te, ..., k,-te Klasse unserer 
Abteilung angewandt : 





k,—1-mal 
=r," n n n tn n 
. p 2 2 a P 2 ee | 

(97) re: —% Smet — (4% 4...4 8) 2%. 

83-1 

Nun stellen wir die Ungleichungen (93) und (97) zusammen: 
Zp," Z?,° 
(98) “* < lim int 2—— < lim sup ?—— <™. 
” s=1 Ig —_ = bk, * 
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Man kann diese Ungleichungen nur im Falle von lauter Gleichheitszeichen 
befriedigen. Also gilt: 














Zp," =p, * > Va 
(99) lim inf ?—;— = lim sup = lim ” = =, 
i) ei eed 
und somit ist die gesuchte Dichtigkeit gefunden. 
§ 6. 
Der Hilbertsche Satz tiber die Existenz der Primzahlen mit gegebenen 
Resteigenschaften. 


In diesem Paragraphen will ich den folgenden Satz beweisen, den 
Hilbert (Zahlbericht, 8. 426, Satz 152) in weniger scharfer Fassung be- 
wiesen hat. 


Satz. Es sei ein normaler Kérper 8 gegeben, welcher die l-ten Ein- 
heitswurzeln enthalt. Wir entnehmen t ganze Zahlen aus &: 


Ms 5 Ging sven Me 
und dabei so, daB das Produkt 
(100) ccf" «ecg» + eg 


nur dann |-te Potenz einer Zahl aus 8 sein kann, wenn jede der Zahlen 


M,,M,,...,m, durch | teilbar ist. Es gibt dann in & eine unendliche 
Menge von solchen Primidealen 8, daB gilt: 
fey _ pe feel _ pe fm \ pe 
2a 


wo (= e! , Cy, Cy, «++, ¢, ein System von beliebig vorgeschriebenen Zahlen 
aus der Reihe 0,1,2,...,1—1 ist und {=} das verallgemeinerte Rest- 
symbol bezeichnet, d. h. 

pf-1 


{gpa wenn a | =C* (mod §), 


wo f die Ordnung des Ideals §& ist. 


(Es ist zu bemerken, daB die Zahl p/—1 durch / teilbar sein muB, 
da der Kérper & in sich den Kérper k(¢) der /-ten Einheitswurzeln ent- 
halt und daher die Ordnung jedes Primidealteilers von p in k(¢) Teiler 
von f ist.) 

Mathematische Annalen. 95. 15 
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Wir wollen nur solche Primideale in & in Betracht ziehen, fiir 
welche f=1 ist; mit anderen Worten, die zur identischen Substitution 
in & gehérenden Primideale. 

Wir betrachten den Kérper &(/,, 8,,...,8,), der aus & durch die 
Adjunktion der GréBen 

as e nae 
fb, =Va,, b, = Va,, ed | B, = Ve, 
entsteht. Wenn wir den Kérper & als Rationalititsbereich auffassen, so 
ist die Gruppe des Kérpers &(,, 8,,...,8,) Abelsch und besteht aus 
Substitutionen, welche die GréBen f; in ¢,f; iiberfiihren, wo ¢, l-te Ein- 
heitswurzeln sind. Es ist nun zu beweisen, daB die Ordnung dieser 
Gruppe gleich 7‘ ist. Wir nehmen das Gegenteil an, d. h. daB die Gruppe 
von kleinerer Ordnung ist. Dazu ist notwendig, daB es, wenn wir der 
Reihe nach Wurzeln von Gleichungen 


(102) z'—«,=0, z24—a,=0, ..., 24-—a,= 


zu & adjungieren, eine Stelle gibt, fiir welche eine Gleichung zerlegbar 
ist. Es sei z'— «,=0 die erste von solchen Gleichungen. Dann zerfallt 
sie in &(f,,8,,..-,8,-1) in Faktoren von demselben Grade, da alle 
diese Kérper normal iiber & sind. Dieser Grad mu8 gleich Eins sein, 
da / Primzahl ist. 


Es gilt demnach: 


(103) B, = 7(B,, Bs: --+» Bra): 
Andererseits mu8 die Ordnung des Kérpers 8(/,,/,,..-, 8-1) gleich 
l’~* sein. Es bezeichne S, die Substitution unter den GréBen f,, f,,..-, By—1, 
die f;in ¢ f; iiberfiihrt, wahrend die iibrigen GréBen £,, ..., By—1, Bi+1,---s By—2 
ohne Anderung bleiben. Dann besteht die Gruppe von &(f,, f,,.--, By-1) 
aus den Substitutionen vom Typus 

St-S3+ + S853, 


ez 


Da ihre Ordnung gleich /”~* ist, so mu8 jeder der Exponenten &,, &,, ..., &—1 
alle Werte aus der Zahlenreihe 0,1,2,...,1—1 ganz unabhingig von 
anderen durchlaufen. Insbesondere mu8 die Substitution S,; in der 
Gruppe von &(f,, 8,,.-., 8-1) vorkommen. Demzufolge ist die GréBe 
(Pi, Bo, ---, Bi-1, 0 Bi, Bisa, -.-, By-1) eine mit £, konjugierte GréBe, d. h. 
sie ist gleich ¢°-8,, wo ¢ eine der Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,...,1 —1 
ist. Wenn wir demnach die Relation (103) so schreiben: 


By = Ay + A, Bry + Ay Bo-a +... + Ap-aBe=3, 











ees” 
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af 


wo A,,A,,...,A4,-, GréBen des Kérpers (;,, B.,..., 8-1) sind, so 
miissen auch folgende Relationen gelten: 


' »2 2 ' -t-1 i-1 
oe) cee ey ey ee eg a SY ef 
+2 > 2 ~2-2 2 » 2-1) i-1 
sat ne Ee Pe Re ew S 


wate Ayt- At" +B, - A, 078-9. BPs +...- hoe ee 
Aus diesen Gleichungen schlieBt man leicht, daB die GréBen A gleich Null 
sind, A, ausgenommen. Wenn wir diese Untersuchung in bezug auf 
die GréBen f,-2, B,-s,-.., Ps, B, fortfiihren, so kommt es darauf hinaus, 
daB die Relation (103) von der Gestalt 


104) Bp = A-By' By BLS ' 


sein muB, wo A Element des Korpers & ist. Erheben wir die Relation 
in die 7-te Potenz, so erhalten wir: 
(105) c= Ata" rate serrnd, 

Aber die Méglichkeit dieser Relation ist bei der Formulierung des 
Satzes ausgeschlossen. Somit haben wir bewiesen, da die Ordnung der 
Gruppe des Kérpers 8 (,, 2,, ..-, ,) gleich U' ist. Dieselbe Betrachtung 
wie im Vorigen erlaubt uns zu schlieBen, daB diese Gruppe aus den 
Substitutionen 


+ 5. a3 
Si'- Ss see See 


besteht, wo jede S; die GréBe f; in ¢f;, iiberfiihrt, wihrend die iibrigen 
ohne Anderung bleiben und die Exponenten §£,, &,,..., §, die Werte 
YW, 1, 2,...,2—1 ganz unabhingig voneinander durchlaufen. 

Diese Substitutionen miissen auch in der Norm des Kérpers 
R(f,, B,, ..., B,) auftreten, d. h. in der Gesamtheit aller mit R (/,, f,,..-,8,) 
konjugierten Koérper, und daraus schlieBen wir, daB es eine unendliche 
Menge von Primzahlen gibt, welche zur Klasse der Substitution 


€ 1s ay 
S = Si'-S3- ° “Si! 


gehéren. Diese Primzahlen zerfallen in & in Primideale erster Ordnung, 
da die Substitution S die GréBen von & nicht dndert. Diese letzteren 
zerfallen in der Norm vou &(f,, 8,,..., 8,) in Primideale, von welchen 
mindestens eins zu S gehért. Wir bezeichnen ein solches Primideal mit §. 
Die diese Zugehérigkeit charakterisierende Kongruenz lautet so: 


(106) wo” ow 8 (mod), 


15* 
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wo @ eine beliebige ganze GréBe aus der Norm von &({,, f,, ..., B,) 
ist. Setzen wir fiir w der Reihe nach die GréBen £,, f,,..., 8,, 80 er- 
halten wir: 

BP=C%-Bi, PR=C%-Bs, ..., BP=CO%*-B, (mod f). 


Ferner dividieren wir diese Kongruenzen bzw. durch £,, £,,..., ,: 


pr*=c", prot =e, ..., BP *=C% (mod $f) 
und beachten, da8 p—1 durch / teilbar ist, da in unserem Falle f=1 
ist. Es gilt somit: 


p-1 p-1 p-1 


(107) aw,” =l%, a” =C%, ..., a’ Sl*(mod§). 


Da aber in diesen Kongruenzen nur Groen aus & vorkommen, so sind 
sie auch modulo § statthaft, wenn wir mit % das durch § teilbare 
Primideal in & bezeichnen. 


Nun schlieBt man aus der Kongruenz 
de 
i |) 
c= {5} (mod $8) 
und den Kongruenzen (107): 


(108) {gh=c*, (3) = au foeh = Oe (mod $). 


Diese Kongruenzen miissen Gleichungen sein, da verschiedene /-te Ein- 
heitswurzeln nicht modulo % kongruent sein kénnen. Denn die Differenz 
zweier verschiedener /-ter Einheitswurzeln ist Teiler der Diskriminante 
der Gleichung 

ot et +o 4+1=0, 


welche als Potenz von! zu p relativ prim sein muB. Also ist das 
Primideal §§ von der verlangten Eigenschaft, w. z. b. w. 


(Eingegangen am 5. 9. 1924.) 











Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkérper. 
Von 


Helmut Hasse in Halle a. d.S. 


1. In Beantwortung einer von Herrn W. Krull aufgeworfenen Frage’) 
beweise ich folgenden Satz: 

Satz 1. Es sei k ein beliebiger algebraischer Zahikérper, ferner p,, 
(c= 1,..., 8) trgendwelche s verschiedenen Primideale aus k und zu jedem 
dieser p, ein System (€,,, fix), (*=1,..., 7.) von r, Paaren natiirlicher 
Zahlen gegeben, die nur der einen Bedingung geniigen, dap alle s Summen 


Seufix einen und denselben Wert n haben. Dann existieren unendlich 


to | 
viele algebraische Korper K tiber k, in denen fiir die p, Zerlegungen der 
Form 


py, = 1B", ¥.. vom Relativgrade /,,., (em 1,..., 8) 
x=1 


tn Primidealpotenzen bestehen. 


Beweis. Es sei p eines der gegebenen Primideale, das zur natiir- 
lichen Primzahl p gehére und den Grad f, habe, und (e,, f,) eins der 
zu p gegebenen Zahlenpaare, das Relativordnung und Relativgrad eines 
Primteiles 8%, von p in dem zu bestimmenden Oberkérper von & werden 
soll. Ferner sei k(p) die zu p gehérige Henselsche Erweiterung von k 
und 2 eine genau durch p' teilbare Zahl (Primzahl) aus k(p). Wir kon- 
struieren dann zuerst den durch eine primitive (p’—1)-te Einheits- 
wurzel w, erzeugten zyklischen Kérper k(w,,p) vom Grade f, iiber k(p) 
und dariiber den durch eine Wurzel J/, der reinen Gleichung x — 2 = 0() 


1) iehe W. Krull, Algebraische Theorie der zerlegbaren Ringe, Math Ann. 92, 
S. 207—208. Die dortige Frage bezieht sich auf den Spezialfall: ,k rational“ des 
Satzes. Fiir ,k rational, s = 1“ vgl. auch 0. Ore, Math. Zeitschr. 20, § 4. Nach brief- 
licher Mitteilung an den Verf. kann Herr Ore auch den allgemeinen Fall meines 
Satzes 1 mit den dortigen Hilfsmitteln erledigen. 
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erzeugten Kérper k(J/,, w,,) vom Grade e, tiber k(w,,p), also e,-f, 
iiber k(p). Nach den Elementen der Henselschen Theorie der algebraischen 
Zahlkérper hat dann der Primteiler , von k(JI,, w,,p)=—k(P,) den 
Relativgrad f,, und die Relativordnung e, beziiglich p. Es sei g, (x)= 0(p) 
die in k(p) irreduzible Grundgleichung mit héchstem Koeffizienten 1 fiir 
ein ganzes, primitives Element (etwa w,-+ J/,) von k($,). Ist dann 
g.(2) irgendein ganzzahliges Polynom e,-f,-ten Grades mit héchstem 
Koeffizienten 1 in k(p), fiir das 


g.(x) == 9.(z) mod p***? 


gilt, so hat auch der Primteiler %, des durch 9,(x)=0(p) definierten 
algebraischen Kérpers k (§,) den Relativgrad f,, und die Relativordnung e,,, 
wenn nur N, hinreichend groB gewahlt ist, nimlich so groB, daB erstens 
auch g,(x) in k(p) irreduzibel ist, (wozu nach K. Hensel, Theorie der 
algebraischen Zahlen, Leipzig 1908, 8.68 geniigt, daB N, nicht kleiner 
als die Ordnungszahl (in p) der Diskriminante von g,(zx) ist), und zweitens 
die kleinstmégliche positive Ordnungszahl f, der Relativnorm eines ganzen 
Elementes von k(§,,) dieselbe Bedeutung auch fiir & ($8,) hat, ( wozu N, > f, 


geniigt, weil dann die Restklassenringe mod p™*? von 
k(B.) ~ k(x, p; modg,(x)) una k(®,) ~ k(x, p; mod 9, (x) 


isomorph sind, und somit auch in k(§,,) kein Element von niedrigerer 
positiver Relativnorm-Ordnung als /, existiert, aber sicher eins mit dieser 
Minimalordnung der Relativnorm vorhanden ist) . 

Wir denken uns nun ein System von solchen ganzzahligen Polynomen 
g.x(%) mit héchstem Koeffizienten 1, wie eben g,(2) fiir alle gegebenen 
(€.x» fix) in den betreffenden &(p,) konstruiert, bilden damit die Produkte 


(1) G.(2) = I 9..(2) (p.); Cho Perey 2 


die nach Voraussetzung simtlich denselben Grad n und héchsten Koeffi- 
zienten 1 haben, und bestimmen dann ein Polynom G(x) mit ganzen 
Koeffizienten aus k und héchstem Koeffizienten 1 durch die Kongruenzen 


(2) G(x) == G,(x) mod g™*", (e=1,...,8), 


in denen iiber die M, weiter unten verfiigt wird, und die nach dem iiber 
die G,(z) Bemerkten und wegen der Verschiedenheit der p, immer erfiill- 
bar sind. Damit @(2) irreduzibel in & wird, fiigen wir zu (2) noch eine 
Kongruenzbedingung ; 


G(x) = 2" + y mod q? 
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fiir ein von den p, verschiedenes Primideal q hinzu, wobei y irgendeine 
genau durch q* teilbare Zahl aus & ist, so daB G(x) irreduzibel in k(q) 
und um so mehr in k wird. 

Der durch G(x) = 0 iiber & definierte Reiativkérper K vom Grade n 
hat dann die verlangten Eigenschaften, wenn die M, hinreichend grols 
gewahlt sind. In der Tat zerfaillt G(x) gemaB (2) und (1) nach dem 
Modul p“*? in die irreduziblen Faktoren 9.x(x), («= 1,...,7,) und 
somit auch in k(p,) in irreduzible Faktoren 7,,(x) mit héchstem Koeffi- 
zienten 1: 


G(x) = I9..(2) (p.), 


wenn M,> alle obigen N,,, (x= 1,...,7,) gewahlt ist (K. Hensel, 1. c.). 
Dabei ist (1. c. 8S. 69, Anm.) 
G.»(#) = 9x (w) mod p 


M,+1-e, 
‘ > 


wobei 9, eine feste, allein durch die Ordnungszahlen gewisser Resultanten 
aus den g,,(%), (x=1,...,7,) bestimmte, natiirliche Zahl. Wahlt man 
also jeweils M,> alle N,,,+ 0,, so entsprechen den r, irreduziblen Fak- 
toren 9,.(%), (x =1,...,7,) von G(x) in k(p,) nach obigem sicher 
Primteiler §8,, der vorgeschriebenen Relativordnungen und Relativgrade 
von p, in K. 

Indem man zu den gegebenen Zerlegungsbedingungen des Satzes noch 
eine weitere fiir ein von p,,..., p, verschiedenes Primideal p,,, hinzufiigt, 
die von der im eben erhaltenen Kérper XK realisierten abweicht, erhilt 
man einen weiteren, von K verschiedenen Kérper der verlangten Art, usf. 
unendlich viele. Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen. 

Auf die schwierigere Frage, ob ein entsprechender Satz gilt, wenn man 
verlangt, daB K relativ-Galoissch zu k ist, und dementsprechend die zu 
einem p, gegebenen (e,,, f,.) samtlich dasselbe Paar ( ey f.) und dann alle 
Produkte e,/,r, =n sind, gedenke ich an spiterer Stelle einzugehen. 

2. Die ahnliche Frage, ob es zu einer irgendwie vorgegebenen, end- 
lichen Gruppe © stets einen (bzw. unendlich viele) Galoissche Relativ- 
kérper K iiber & mit der Galoisschen Relativgruppe © gibt, gehért be- 
kanntlich zu den schwierigsten, bis heute ungelésten Problemen der héheren 
Algebra. Ich behandle im folgenden eine damit verwandte Frage, die 
sich auf den speziellen Fall, daB @ eine Abelsche Gruppe ist, bezieht. 
Dann ist zunichst die Existenz unendlich vieler relativ-Abelscher Kérper 
iiber k mit der Gruppe @ nicht schwer einzusehen. Sind namlich J’, ..., 1,* 
die Invarianten von @ und p,,..., p, irgendein System von verschiedenen 
natiirlichen Primzahlen mit den Kongruenzeigenschaften 


p, = 1 mod 1”, (c= ],....8), 
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deren es bekanntlich unendlich viele gibt, so hat der Kérper p, ... p,-ten 
Einheitswurzeln einen Unterkérper K,, der iiber dem rationalen Kérper R 
die Gruppe @ hat. 

Da k nur mit endlich vielen der bei jedesmaliger, durchweg neuer 
Wahl des Systems p,,..., p, entstehenden Kreiskérper Teilkérper gemein- 
sam haben kann, kénnen so auch unendlich viele zu & teilerfremde K, ge- 
funden werden, und dann ist jedesmal der komponierte Kérper K = (k, K,) 
relativ-Abelsch zu k mit der Gruppe @. 

Die bei dieser Konstruktion auftretenden, das genannte Problem fiir 
den speziellen Grundkérper R lésenden Kérper K, haben iiberdies die be- 
sondere Eigenschaft, daB die sie zusammensetzenden, den s Invarianten 1 
entsprechenden zyklischen Kérper je nur eine einzige, zu der betreffenden 
Invariante prime Primzahl p, in ihrer Diskriminante enthalten, und alle 
diese p, verschieden sind. Diese Eigenschaft geht fiir die obigen K = (k, K,) 
relativ zu k verloren, weil ja die p, in k im allgemeinen in verschiedene 
Primidealpotenzen zerfallen. Es gelingt jedoch, indem man den obigen 
Gedankengang zur Konstruktion von K, iiber R von vorneherein im 
Grundkérper & durchfiihrt, also unter Vermeidung der nachtriglichen Kom- 
position mit &, ein ganz entsprechendes Resultat auch fiir k zu gewinnen. 
Wenn ich diesen Beweis im folgenden mitteile, so geschieht es nicht so 
sehr des Resultates halber, als vielmehr wegen der eigentiimlichen 
Schwierigkeiten, die sich der Durchfiihrung des obigen, einfachen Gedanken- 
ganges infolge des Auftretens von Einheiten in k entgegenstellen, und die 
ich mit einer im Prinzip auf das Reziprozititsgesetz der 1"-ten Potenz- 
reste hinauslaufenden SchluBweise iiberwinde. Ich beschrinke mich daher 
auch auf die folgende, eine nicht unbetrichtliche Einschrankung der obigen 
allgemeinen Behauptung in sich tragende Formulierung des zu beweisenden 
Satzes: 

Satz 2. Hs sei G eine endliche Abelsche Gruppe mit den Invari- 
anten 1)", ...,1;* und k ein algebraischer Zahlkérper, der die l,-ten,..., 
L.-ten und fiir l,=2 sogar die 2°-ten Hinheitswurzeln enthalt und dessen 
Klassenzahl prim zu allen 1,, also zur Ordnung von © ist. Dann 
existieren unendlich viele relativ-Abelsche Kérper K mit der Relativgruppe © 
tiber k derart, daf in den Relativdiskriminanten der K zusammensetzenden, 
den s Invarianten 1”* entsprechenden s relativ-zyklischen Kérper jé nur 
ein einziges, zu der betreffenden Invariante primes Primideal ersten Grades 
p, von k enthalten ist, und alle diese », voneinander verschieden sind. 

Nach allgemeinen Satzen ist iibrigens dann die Relativdiskriminante 
von K nach k durch 
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gegeben, wo n= JJ'l”* die Ordnung von @, gleichzeitig den Relativgrad 
von k bezeichnet. 
Dem eigentlichen Beweis schicke ich folgenden, auch an sich wegen 


seiner einfachen Formulierung bemerkenswerten Hiltssatz voraus: 
Hilfssatz. Hs sei k ein beliebiger algebraischer Zahlkérper und K 

der durch Adjunktion der m-ten Einheitswurzeln zu k entstehende relativ- 

Abelsche Koérper tiber k. Dann ist K Klassenkérper zu der durch 


N(a)=1 mod m 


definierten Idealgruppe in k, einerlei, welche Hinheitswurzeln schon in k 
vorkommen. 

Beweis. Nach bekannten Sitzen iiber Klassenkérper*) geniigt es, den 
Beweis fiir den Fall zu fiihren, daB m eine Primzahlpotenz /° ist. Wir 
verwenden dann das Kriterium T. Satz 32 und stellen zur dazu erforder- 
lichen Herleitung der Zerlegungsgesetze in K genau dieselben Betrachtungen 
an, die man zur Herleitung der Zerlegungsgesetze im Kérper der /°-ten 
Einheitswurzeln iiber dem rationalen Kérper verwendet. 

Es sei p ein zu 7 primes Primideal ersten Grades aus k und f der 
kleinste positive Exponent, fiir den 

(N(p))! = p’ = 1 mod I* 
ist, wobei p = N(p) die p zugeordnete rationale Primzahl bezeichnet. Ist 
dann § ein Primteiler von p in K, so entsteht der (endliche) K6rper 
der Restklassen mod 8 aus dem Restklassenkérper mod p durch Adjunktion 
einer primitiven J°-ten Einheitswurzel ¢. Da letzterer mit dem Rest- 
klassenkérper mod p identisch ist (p hat den Grad 1), laBt sich jede Rest- 
klasse Amod § in der Form 


A= (¢) mod 
als ganze, ganzzahlige rationale Funktion von ¢ darstellen, und daraus 
folgt in bekannter Weise: 
ar! — » (¢?") = p(t) =Amod R, 
so daB jedenfalls f>f, gilt, wo f, der Grad von § ist. Andererseits 
gilt fiir diesen Grad f, nach dem Fermatschen Satz: 
et 4 mod §, 


*) T. Takagi, Uber eine Theorie des relativ-Abelschen Zahlkérpers, Journ. Coll. 
Science, Tokio 1920, 41, Art. 9, im folgenden zitiert mit T. Obige Sitze siehe T., Satz 6 
sowie den aus der Definition S. 18 oben und Satz 6 sich unmittelbar ergebenden Satz, 
daB dem Durchschnitt mehrerer Klassengruppen das Kompositum der zugehdérigen 
Klassenkérper als Klassenkérper zugeordnet ist. 
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und somit p/—1= 0 mod /*, weil § prim zu / ist. Nach Bestimmung 
von f ist also f,> f, und somit nach obigem f,=f. Hieraus folgt, dab 
ein zu / primes Primideal ersten Grades p aus k, da ein solches iiberdies 
nicht in der Relativdiskriminante von K aufgeht, dann und nur dann in 
K in verschieaene Primidealfaktoren ersten Grades zerfallt, wenn 


N(p)=1 modl* 
ist. Nach T. Satz 32 ist demnach K Klassenkérper zur Idealgruppe 
N(a)=1 mod/*, w. z. b. w.°) 


Wir wenden uns nunmehr zum Beweis von Satz 2. Auch hier geniigt 
es, wie ohne weitere Ausfiihrungen leicht einzusehen ist, sich auf den 
Fall, da8 @ zyklisch von der Ordnung /” ist, zu beschrinken, also zu 
beweisen : 


Satz 2a. Ist l’ irgendeine Primzahlpotenz und k ein algebraischer 
Korper, der die l-ten und im Falle | = 2 sogar die 2°-ten Hinhettswurzeln 
enthdlt und dessen Klassenzahl prim zu | ist, so existieren unendlich viele 
relativ-zyklische Kérper l’ -ten Grades tiber k, in deren Relativdiskriminante 
nur ein einziges, zu | primes Primideal ersten Grades p aus k aufgeht. 


Beweis. Es seien die /“-ten Einheitswurzeln die héchsten in k vor- 
kommenden, deren Ordnung eine Potenz von / ist (also « >1 und sogar 
w>2 fiir 12), und K der durch Adjunktion der /“*”-ten Einheits- 
wurzeln zu k entstehende, relativ-zyklische Kérper iiber k. (K ist auch 
fiir 1 = 2 relativ-zyklisch zu k, eben infolge unserer Annahme yu > 2 fiir 
l= 2, die gerade in Hinsicht hierauf, abweichend gegen 1+ 2, gemacht 
ist.) Bezeichnet allgemein k&, den Kérper der /°-ten Einheitswurzeln (iiver 
R), so haben & und k,,, den Durchschnitt k,, so daB K der aus den 
relativ zu k, teilerfremden Kérpern k und k,,, komponierte Kérper ist 
und somit denselben Relativgrad 1” iiber k, wie — bekanntlich — k, 4, 
iiber k, hat. (Hier tritt die Annahme ~ >1 in Erscheinung; fiir « = 0 
ware ja der letztere Relativgrad /”-*(/—1)). Ersetzt man in dieser Be- 
trachtung » durch »+1, so ergibt sich, daB K nicht die primitiven 
1“****.ten hinheitswurzeln enthalt, was fiir das Folgende wesentlich ist. 

Nunmehr seien 


Ctra «ce, tom £, 8; 6, 258 


je ein vollstandiges System von Grundeinheiten fiir k bzw. K. Dabei be- 
zeichnen £ bzw. Z je eine primitive 1"-te bzw. 1“*’-te Einheitswurzel 


%) Man darf nicht etwa schlieBen, daB die Idealgruppe N(a)=1 mod ™m eine 
reine Kongruenzklassengruppe ohne Vorzeithenvorschriften sei. Schon im Falle k= R 
bedeutet ja unsere Forderung: N(a)=|a|=1 modm, definiert also eine Kongruenz- 
klassengruppe mod m mit Vorzeichenbedingung. 
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(als die héchsten in & baw. K), deren Ordnung eine Potenz von 1 ist, 
ferner € bzw. = je eine Einheitswurzel héchster zu / primer Ordnung in 
¢ baw. K und «,,...,¢, bzw. E,,...,E, je ein System von Einheits- 
wurzeln verschiedener Grundeinheiten in k bzw. K von den bekannten 
Anzahlen r bzw. s, die uns hier nicht naher interessieren. Es bestehen 
dann Relaticnen der Form 


(3) a= Z° E61 ES, (cml, ..., r). 
Wir zeigen zuniachst, da8 mindestens eine der hierbei auftretenden r-reihigen 
Determinanten der rechteckigen Matrix (c,,), (' > = iG 4 prim zu / 


ist. Waren namlich diese Determinanten simtlich durch / teilbar, so 
waren die r Zeilen von (c,,) mod/ linear abhingig, und somit bestande 
eine Relation 


r r 
= 4%, 2 »?,%, 


em =t=1 l 
exe'...e'=Z & Gs, 


wo nicht alle z,=0modl, also e eine Einheit aus & ist, die in & nicht 
l-te Potenz ist, und wo E, eine Einheit aus K bezeichnet. Da = sicher 
l-te Potenz einer Einheit aus K ist, kann diese Relation unter Einfiihrung 
einer neuen Einheit E,, aus K und mit der Abkiirzung Sa,2,=6 in 


t=] 


der Form 
e=Z*E}, 


geschrieben werden. Ware hierin a == 0 modl, so wiirde folgen, dab 
Bs ie 
K(Ve) = K(VZ) 


wire. Da aber K (V2) als relativ-zyklischer Kérper /”**-ten Grades iiber 
k nicht mit dem iiber & aus zwei zyklischen Kérpern der Grade / und 1” 
komponierten K6rper 


K (V2) =(k(V2), K) 
identisch sein kann, miiBte a = 0 mod! sein, also unsere Relation die Form 
e=E! 
mit einer weiteren Einheit E aus K haben. Daraus folgte aber, daB der 
Kérper k(Ve), der nach dem Gesagten zyklisch vom Grade / iiber & ist, 


*® 
in K enthalten und somit mit dem einzigen Unterkérper k(V¢) dieser 
Art von K identisch wire, was 


e= Ce, (0<e<l) 
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zur Folge hatte. Eine solche Relation widerspricht aber, wenn man fiir 
e und «, ihre Darstellungen durch die Grundeinheiten einfiihrt, der Unab- 
hangigkeit der letzteren. Also sind die r Zeilen von (c,,) modl linear 
unabhangig (insbesondere r<s, was natiirlich auch anderweitig klar), 
und somit mindestens eine der r-reihigen Determinanten prim zu /, so 
daB das lineare Kongruenzensystem 


Sint = — 4, mod /*”, (cum l,..., 9) 
x=1 
eine (ganzzahlige) Lésung (x,,...,2,) mod/“*” zulaBt. Setzt man dann 
E, = Z™H,, (x == 1, ...,8), 
so sind auch H,,...,H, ein mit E,,...,E, gleichberechtigtes Grundein- 


heitensystem fiir K, bei dessen Einfiihrung die Relationen (3) iiber- 
gehen in 


8 
(4) e = STH, > ees yo 


x=] 
ute 4) 
> 


Es sei jetzt C der Komplex derjenigen Idealklassen mod/ 
fiir deren Ideale % 


N(M)=1+cl“*" modl**"*?, (0<c<l) 
ist. Ferner sei H diejenige Idealgruppe in K, nach der der Kérper 


ese gee 
x-x(Va,..., Va) 
Klassenkérper ist. Da die Relativdiskriminante von K nach XK nur Prim- 
teiler von / enthilt, so ist das eine gewisse Gruppe von Idealklassen nach 
einem Modul &, der nur Primteiler von 7 enthalt. Ware nun fiir alle 
Ideale M aus H 
N(U) = 1 modi**’*?, 


b 
so wire H in derjenigen Idealgruppe enthalten, zu der der Kérper K YZ) 
der /“*”**-ten Einheitswurzeln iiber K nach unserem Hilfssatz Klassen- 


kérper ist, also nach T. Satz 6 umgekehrt der Kérper K (Vz) in K ent- 
halten. Das bedeutete aber, daB ersterer Kérper mit einem der zyklischen 
Unterkérper /-ten Grades von K iiber K identisch ware, und somit eine 
Relation bestande : 


Z=H?...H¥%H' (nicht alle y, = 0 mod?), 


*) D. h. Nebengruppen in der Gruppe aller zu 7 primen Ideale in K zu dem 
Kongruenzstrahl 
A=1 mod l“*"*1, 
Die Vorzeichenbedingung A total positiv, die eigentlich noch hinzuzufiigen wire, ist 
wegen « >1 bzw. « >2 iiberfliissig, da k und K deswegen total imaginir sind. 
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wo H eine Einheit in K ist, was genau wie oben der Unabhingigkeit des 
Grundeinheitensystems Z, =, H,,..., H, widerspriche. 

Somit haben H und C Ideale gemeinsam, und dann natiirlich auch min- 
destens eine ganze Idealklasse mod/"*’**@. In letzterer gibt es dann 
nach T. Satz 5 unendlich viele Primideale {8 vom ersten Grade. 

Es sei jetzt §8 ein beliebiges solches Primideal ersten Grades aus dem 
Durchschnitt von H und C, p = N($%)=1 mod/"*”, aber += 1 mod/“*”*" 
die zugeordnete natiirliche Primzahl und p=n() die Relativnorm 
nach k, gleichzeitig das $8 in k& zugeordnete Primideal. Wegen der Zu- 


“te 
gehérigkeit von $$ zu H zerfallt $ in jedem Relativkérper K (Vin), 


(x =1,...,8) in verschiedene Primideale ersten Grades, und daher sind 
H,,..., H, samtlich /"*’-te Potenzreste mod. In der Tat sind ja wegen 
des Zerfallens von § die Gleichungen 

a” *”_H, = 0(§), (x—=1,...,8) 


in der Henselschen Erweiterung K(8) simtlich in Linearfaktoren zerlegbar, 
also auch die entsprechenden Kongruenzen mod 8. Da = sicher /“*”-ter 
Potenzrest mod § ist, sind dann nach (4) auch ¢,,...,¢, samtlich 1“*”-te 
Potenzreste mod, aber auch modp, weil die Restklassen mod und 
mod p dieselben sind (naémlich 0, 1,...,—1). Ebenso ist natiirlich das 
obige & ein 1"*"-ter Potenzrest modp. Da nun p—1 genau durch /"*’ 
teilbar ist, haben &,¢,,...,¢, als 1“*"-te Potenzreste modp zu / prime 
Exponenten mod p, wiahrend ¢ als einzige der Grundeinheiten von k 
natiirlich den durch / teilbaren Exponenten 1“ nach dem Modul p hat. 

Nun betrachten wir die Gruppe der primen Restklassen modp in k, 
die zyklisch von der Ordnung p—1 ist. Die Anzahl der durch sie ge- 
lieferten Idealklassen (nach dem Strahl « =1modp) ist nach T. Satz 7 
durch OES gegeben, wo (H:£H,) den Index der Gruppe Z, aller Ein- 
heiten = 1 modp in der Gruppe £Z aller Einheiten von k bezeichnet. Da 
nun nach obigem alle Grundeinheiten von & bis auf ¢ zu / prime Expo- 
nenten modp haben, wahrend ¢ den Exponenten /“ hat, ist (Z:£,) =I" q, 
wo g ein zu / primer Teiler von p —1 ist, und somit Fae genau durch 
l” teilbar. Somit hat die durch Hauptideale gelieferte Untergruppe der 
Gruppe aller Idealklassen modp einen direkten zyklischen Faktor der 
Ordnung J’. Es sei nun (y,),...,(y,) ein Reprisentantensystem (von 
Hauptidealen) fiir diese Untergruppe, wobei (y,) dem direkten Faktor der 
Ordnung /” entsprechen mége. Ferner sei a,,...,a, ein solches zu p 
primes Repriisentantensystem der absoluten Basisklassen von k, daB die 
friihesten, in der Hauptklasse liegenden Potenzen aj' = («,), ..., da" = (a) 
sogar in der durch (y,),...,(y,) erzeugten Idealgruppe mod p liegen. 
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DaB eine soleche Wahl der a,,.... a, méglich ist, ergibt sich aus unserer 
Annahme iiber die Klassenzahl von k, nach der e,,...,¢, prim zu / sind. 
Man kann namlich aus diesem Grunde a,,..., a, als 1"-te Potenzen eines 
anderen solchen Reprisentantensystems aj,...., 0, wahlen, und dann liegen 
ersichtlich («,) = (as'’), ...,(@,)=(«g") in der verlangten Idealgruppe 
mod p, weil y= 1 mod p ist. Durch diese Konstruktion ist nun erreicht, 
daB die durch ( y,) erzeugte Idealgruppe mod p auch direkter Faktor der 
Gruppe aller Idealklassen mod p (nicht nur von deren aus den Haupt- 
idealen bestehenden Untergruppe) ist. Der zum komplementiren direkten 
Faktor gehérige Klassenkérper % hat dann die verlangten Eigenschaften. 
Erstens ist namlich & relativ-zyklisch zu k vom Grade l’, weil die zu- 
gehérige Klassengruppe den Index 1” und eine zyklische Faktorgruppe hat. 
Zweitens kann die Relativdiskriminante von & nach k héchstens das zu / 
prime Primideal ersten Grades p enthalten, weil die zugehérige Klassen- 
gruppe entweder den Fiihrer p oder den Fiihrer 1 hat. Der Fiihrer jener 
Klassengruppe ist aber wirklich p, und nicht 1, da die absoluten Ideal- 
klassen immer nur ,zum /”-ten Teil“ zu ihr gehéren. Daher enthalt die 
Relativdiskriminante auch sicher p. (T. 8. 96 Mitte und Satz 23.) 

Da fiir p nach dem Beweis urendlich viele Primideale zur Auswahl 
stehen, gibt es somit unendlich viele verschiedene Kérper der verlangten 
Art, womit Satz 2a und somit Satz 2 bewiesen ist. 

Da8 man die Annahme iiber die Klassenzahl von k in Satz 2 und 2a 
entbehren kann, gedenke ich an spiterer Stelle im Rahmen einer Ver- 
allgemeinerung der beiden in dieser Arbeit untersuchten Problemstellungen 
darzulegen. Ob man aber mit den Mitteln des hier durchgefiihrten Be- 
weises auch in den ausgeschlossenen Fallen, wo k nicht die erforderlichen 
Einheitswurzeln enthalt, zum Ziele kommt, vermag ich nicht zu iibersehen, 
halte es jedoch fiir sehr wahrscheinlich. 


Kiel, den 15. Dezember 1924. 


(Eingegangen am 16. 12. 1924.) 




















Uber die Bedeutung der Fundamentalgleichung in der 
Theorie der algebraischen Kérper. 
Von 
Oystein Ore in Oslo (Norwegen). 


Es sei K ein algebraischer Zahlkérper n-ten Grades und es sei weiter 
SS =e 
eine Minimalbasis des Kérpers. Dann sind alle Zahlen des Kérpers in 
der Form 
(1) Wy = 1,0, + %,0,+...+ 2,0, 


darstellbar, wobei die x; rationale Zahlen bezeichnen. LaSt man in (1) 
die x, unabhingige Variable sein, so wird w, die Fundamentalform des 
Kérpers genannt, und diese kann als Reprisentant aller Zahlen des 
Kérpers gelten. 


Bildet man weiter die Norm der Differenz w—w,, wo w eine 
Variable bezeichnet, also 


F(w; %,,%4,°++°%,) = N(w — w,) = N(w — 2,0,—...— 2, ,), 
so hat man 
F(w; 2, ..+) %) = w* + U, (a,,..-, %,) w+... +U (4, . 205%) 
und die Fundamentalform geniigt folglich der Gleichung 
F(w,,2,,...,2,) = 0, 


welche die Fundamentalgleichung des Kérpers genannt \ird. Dabei sind 
die Koeffizienten U;(x,,..., 2,) ganze rationale und g:nzzahlige Funk- 
tionen der Unbestimmten z. Aus der Fundamentalgleichung erhailt man 
durch Einsetzen von Zahlenwerten fiir die x alle Gleichi agen des K6rpers. 


Im folgenden werde ich Formen 


f(wW; By 00+) %) = wP+ Vi (a, ...,%,) oP? +... + V, (a, ..0) %) 
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behandeln, und wo kein MiSverstandnis zu befiirchten ist, soll kurz 
f(w) =f (w; x,,...,%,) gesetzt werden. Der Grad einer solchen Form 
ist stets der Grad von f(w) in bezug auf w. 

Die Fundamentalgleichung ist zuerst von Kronecker’) in die Theorie 
der algebraischen Zahlen eingefiihrt worden; ihre volle Bedeutung ist aber 
durch die Arbeiten von Herrn Hensel*) erkannt worden. Durch diese 
Untersuchungen laB8t sich mittels der Fundamentalgleichung fiir jede Prim- 
zahl die entsprechende Primidealzerlegung einfach ableiten. Weiter be- 
weist man, da8 die Diskriminantenform der Fundamentalgleichung mit 
der Kérperdifferente aquivalent ist, und daraus folgt leicht der Dedekind- 
sche Satz, daB die Kérperdiskriminante, vom Vorzeichen abgesehen, gleich 
der Norm der Kérperdifferente ist. Dadurch erhilt man auch einfach die 
Zusammensetzung der Kérperdifferente und Kérperdiskriminante in den 
meisten Fallen. Nur in den Ausnahmefillen, wo in der Primidealzerlegung 
der Primzahl p einige Exponenten durch p teilbar werden, versagt diese 
Bestimmung. 


Es sollen hitr einige weitere Sitze iiber die Fundamentalgleichung 
aufgestellt werden, und es mag von Interesse sein, da8 man dadurch eine 
ausnahmslose Bestimmung der Kérperdifferente und Diskriminante erhilt. 
Weiter wird ein sehr einfacher Beweis der Dedekind-Henselschen Unglei- 
chungen fiir die Differentenexponenten gegeben. 


§ 1. 


Die Primidealzerlegung einer Primzah] p wird durch den folgenden 
Henselschen Satz vollstindig bestimmt: 


Satz 1. Besteht fiir die linke Seite der Fundamentalgleichung die 
Primfunktionszerlegung 


F(w) = P, (w)"--- P,(w)** (mod p), 


wobei eine Primfunktion P,(w) die Form 


P,(w) = w™ + Uf w™ "+... +00 
hat, so ist 


P= Pi' ps"... Pr” 
die Primidealzerlegung von p, und hier ist ein Primideal p; vom Grade m,, 
also Np; = p™. 


*) L. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
GréBen. Journ. f. Math. 92 (1882). 

*) K. Hensel, Untersuchung der Fundamentalgleichung einer Gattung fir eine 
reelle Primzahl als Modul und Bestimmung der Teiler ihrer Diskriminante. Journ. 
f. Math. 113 (1894). 

















Fundamentalgleichung algebraischer Kérper. 241 
Weiter ist auch das Primideal »; mit dem Inhalte der Form 
PXniit P,( wo) 
aiquivalent. Daraus schlieBt man sofort, daB wenn e;>1 ist, die Form 
P;(w,) nur die erste Potenz von p; enthalten kann, 


Wenn ®(w;2,,...,%,) eine beliebige Form in w ist mit Koeffi- 
zienten, welche ganze rationale, ganzzahlige Funktionen von z,, 2, ..., 2, 
sind, so beweist man auch einfach, daB man, wenn ®(w,) durch p, teilbar 
sein soll, eine Kongruenz von der Form 

P(w) = P;(w)®, (w) (mod p) 
haben muB. 
Nach Satz 1 kann man 
F(w) = P, (w)"P, (w)"...P, (w)*-+ pM (w) 
schreiben, wobei der Grad von M(w) kleiner als n ist. Daraus folgt 
aber fiir w = w, 
P, (wo)... P,(w»)* + p M(t) = 0 

und wenn fiir ein Primideal p, der Exponent e,>1 ist, wird, wie man 


sofort sieht, die Form M(w,) nicht durch p, teilbar, und daher ist M (w, ) 
nicht (mod p) durch P;(w) teilbar. 


Die Fundamentalgleichung hat die Form 
F(w) = P,(w)*...P,(w)** + pM (w), 
wo M(w) nicht (modp) durch P;(w) teilbar ist, wenn e;> 1. 
Aus dieser Tatsache leitet Herr Bauer*) den folgenden wichtigen 
Satz iiber die Fundamentalgleichung ab: 


Satz 2. Besteht fiir die Fundamentalgleichung die Zerlegung des 
Satzes 1 (mod p), so besteht fiir jeden Modul p* die eindeutige Zerlegung 
in trreduzible Faktoren 


(2) F(w) = ®{" (w)... 6 (w) (mod p*), 
wobet allgemein 
(3) ®;" (w) = P,(w)“ (mod p) 


ist. 
Dieser Satz bildet die Grundlage der folgenden Untersuchungen. Setzt 
man in (2) w= w,, erhalt man 


D{” (w,)... Of (w,) = 0 (mod p*) 


%) M. Bauer, Zur Theorie der Fundamentalgleichung. Journ. f. Math. 149 (1919), 
S. 89-96. 
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und folglich auch 
(4) { (wy)... Of” (we) = 0 (mod pf*). 


Eine Form %(w,) kann aber nicht durch p, teilbar werden, wenn i + j 
ist, wie man aus der Kongruenz 


®}” (w) = P;(w)® (mod p) 
ersieht. Es ist daher 
(5) &" (w,) = 0 (mody,), i+ j, 
und also nach (4) 
(6) &{” (w,,) = 0 (mod pf"*). 
Setzt man nun nach (3) 


bY (w) = P,(w)" + pN,(w), 
so folgt aus (6) 
(7) P, (wy) + pN,(w,) = 0 (mod pi"), 


daB, wenn e,>1 ist, N,(w,) nicht durch p, teilbar sein kann, und folg- 
lich ist nach einer friiheren Bemerkung N,;(w) nicht (mod p) durch P;(w) 
teilbar. 


Man kann also sagen: 


Satz 3. In der Zerlegung (2) der Fundamentalgleichung hat ein 
Faktor immer die Form 


OP (w) = P,(w)" + pN,(w), 


wobet der Grad von N,(w) kleiner als e;m; ist und wo weiter N,(w) 
nicht (mod p) durch P,(w) teilbar ist, wenn e;>1 ist. 


§ 2. 


Um die Kérperdifferente zu bestimmen, braucht man nur die Form 
F’(w,) zu untersuchen, indem der Inhalt dieser Form gleich der Kérper- 
differente ist. 


Wird nun 
IT,(w) = Of (w)... BS (w) Of ,(w)... O (w) 


gesetzt, so folgt nach dem Bauerschen Satze 


{ F’(1w,) = I1(wo) [¢¢ Pf (109) P:( 109)" + pN’ (wo) 
+ II"( we) (P;(w,)” + p N(w,)) (mod p*), 


(8) 
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wobei die Differentiation immer in bezug auf w ausgefiihrt werden soll. 
Die Kongruenz (8) bleibt nun auch fiir den Modul p** richtig. Aus (7) 
folgt aber sofort 


F’(w,) - IT (we) { e& Pi (wy) P;( wy)? + p Ni (w,)] (mod pf*). 


Hier kann man die Zahl & so groB wihlen, daB e;k gréBer als der Ex- 
ponent wird, mit dem yp, in der Kérperdifferente vorkommt. Da weiter 
die Form //(w,) nach (5) nicht durch p, teilbar ist, wird folglich die 
Form 


(9) e; P; (wy) Pi(wy)”* + p Ni(w,) 


dieselbe Potenz von p,; wie die Kérperdifferente > enthalten. 


Da nun bekanntlich P; (Ww ) nicht durch p, teilbar sein kann, so wird, 
wenn man voraussetzt, daB e; nicht durch p teilbar ist, das Ideal b genau 
durch pf‘~* teilbar, wie schon von Dedekind *) bewiesen worden ist. Ist 
aber e, durch p teilbar, wird } sicher durch p“ oder eine héhere Potenz 
von p, teilbar. Man kann daher sagen: 


Satz 4. Die Koérperdifferente ist durch die Potenz p{‘~***' genau 
teilbar, wobei 9, = 0, wenn e, nicht durch p teilbar ist und 0,;>1, wenn 
e, durch p teilbar ist. 


Die Zahl 9; soll die Supplementzahl des Primideals p; genannt werden. 
Es soll zuniichst gezeigt werden, daB man fiir die Supplement- 
zahlen 9, eine obere Grenze angeben kann. Ist namlich e; genau durch 
p* teilbar, also 
€,= p" ej, (ej, p)=1. 
so wird 


(10) 0; S 8;@;. 


Diese Ungleichung ist zuerst von Herrn Hensel*) unter Anwendung 
seiner Theorie der p-adischen Zahlen bewiesen worden. Der hier folgende 
einfache Beweis flieBt direkt aus den Eigenschaften der Fundamental- 
gleichung. 

Wire nimlich 0,> 8,e,, so wiirde die K6rperdifferente mindestens 
durch 


ei—1+s, +1 a ** alead 
é 


Yi 





*) R. Dedekind, Uber die Diskriminanten endlicher Kérper. Abhandlungen der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 29 (1882). 
5) K. Hensel, Uber die Entwicklung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen. 
Math. Annalen 55 (1902). 
16* 
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teilbar werden und man wiirde folglich nach ({) eine Kongruenz 
(11) €; Pi (wy) P;(wy)"~* + p Nj (wy) = 0 (mod p{"*”*) 
haben. Es soli im folgenden untersucht werden, ob eine solche Kongruenz 
bestehen kann. 
Man zeigt sofort, da allgemein eine Kongruenz 
{(w,) = 0 (mod pj | 
nur dann bestehen kann, wenn f(w) die Form 
(12) f(w) = P,(w)” f, (w) (mod p) 
hat. Denn zunachst muB man, da f(w,) durch p, teilbar ist, 
{(w) == P;(w) A, (w) (mod p) 
haben. Daraus folgt aber, da P:(w,) nur die erste Potenz von p, ent- 
halt, daB A,(w,) durch p, teilbar sein muB, und folglich ist auch A, (w) 
(mod p) durch P;(w) teilbar. In dieser Weise erhalt man einfach die 
Bedingung (12). 
Ist aber der Grad von f(w) kleiner als e;m;, mu8 man daher 
f(w) = 0 (mod p) 
haben. Allgemeiner sieht man ein, wenn noch immer der Grad von f(w) 
kleiner als e;m, vorausgesetzt wird, daB eine Kongruenz 
f (w,) = 0 (mod p?) 


nur dann bestehen kann, wenn 





f(w) = 0 (mod p*) 
ist. Wendet man diese Betrachtangen auf (11) an, so kommt sofort 
(13) e; P;(w) P;(w)"* + p N;(w) 0 (mod p**") 


und es soll die Unméglichkeit dieser Kongruenz nachgewiesen werden. 
Besteht fiir eine Form f(w)=/f(w;2z,,...,2,) die identische Kon- 
gruenz 
f’(w) = 0 (mod p*), 
so ist notwendigerweise 
f(w) = A(w?") (mod p), 
wobei A(w) = A(w;2,,...,%,) auch eine ganzzahlige Form ist. Wendet 


n/ 


man dies auf (13) an, so kommt identisch 
P,(w)"-+ pN,(w) = A(w?"**) (mod p), 


also auch 


P,(w)* == A(w?"**) (mod p). 











Fundamentalgleichuug algebraischer K6rper. 245 
Da aber e,= p* ej ist, so folgt daraus auch 
P,(w)% = B(w?) (mod p), 


wobei B(w) wieder eine ganzzahlige Form ist, und wie eine einfache 
Uberlegung zeigt, mu8 daraus 


P;(w) == C(w? ) (mod p) 
folgen. Eine solche Kongruenz ist aber nicht méglich, indem daraus 
P;(w,) = 0 (mod p) 


kommt, was nicht méglich ist. Die Unméglichkeit der Kongruenz (13) 
ist also nachgewiesen. 


§ 3. 
Es soll nun gezeigt werden, wie die Supplementzahlen 0; bestimmt 


werden kénnen. Die Kérperdifferente enthailt genau dieselbe Potenz von 
p; wie die Form 


Di" (we) = e Pj (wy) Py(wy)* + p Ni (wo), 
und es geniigt hier, wie aus dem eben Bewiesenen folgt, die Zerlegung 
der Fundamentalgleichung (mod p*+?) vorzunehmen. 
Durch sukzessive Divisonen durch P,(w) kann man ®;(w) = Of" (w) 


in die Form 
¢i-1 


(14) P;(w) = >) A,(w) p% P,(w)' 
t=0 
schreiben, wobei der Grad von A,(w) = A,(w; 2z,,..-,2%,) kleiner als m, 
ist. Wenn A,(w)= 0 ist, wird das entsprechende Glied in (14) in den 
folgenden Untersuchungen einfach weggelassen. Wenn aber A,(w) nicht 
verschwindet, wird der Exponent «, so gewahlt, daB A,(w) == 0 (mod p) 
ausfallt. 
Setzt man dann in (14) w= w,, wird ein Glied 

A, (wy) p% P;( wy)’ 
genau durch 
pitt 
teilbar, indem A,(w,) nicht durch p, teilbar sein kann. Weiter kénnen 
zwei solche Glieder nicht durch dieselbe Potenz von p, teilbar werden, 
indem aus 

e&, + i= ey + t, 
notwendigerweise t, = t, folgt. Wenn daher R,; die kleinste unter de. 
Zahlen e,«,-+¢t ist, kann folglich die Form ®;(w,) durch keine hdher: 
Potenz von yp; als p* teilbar werden. Es ist daher bewiesen: 
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Satz 5. Ist R, die kleinste unter den Zahlen 
e,a,-+-t (¢=0,1,...,e¢,—1), 


so ist die Korperdifferente durch pj; genau teilbar und die Supplement- 
zahl 0, ist also durch 

o, = R;—e,+1. 
bestimmt. 

Durch diese Untersuchungen ist auch die Kérperdifferente vollstandig 
bestimmt, indem sie, vom Vorzeichen abgesehen, gleich der Norm der 
Kérperdifferente ist. Es folgt daher, daB die genaue Potenz, worin die 
Primzahl p die Kérperdiskriminante teilt, gleich 
. n~ s mj (o;-1) 


t=1 t=1 


P =_ 


ist. 


(Eingegangen am 12. 11. 1924.) 




















Uber die Seltenheit der reduziblen Polynome 
und der Normalgleichungen. 


Von 


Karl Dérge in Berlin. 


Die vorliegende Note steht mit meiner in den Math. Annalen 95 
erschienenen Note ,,Zum Hilbertschen Irreduzibilitatssatz‘* in dem Zu- 
sammenhange, da8 es mir jetzt gelungen ist, in einigen wichtigen Fallen 
eine Zahl «, deren Existenz dort bewiesen wurde, wirklich anzugeben. 
Die Hauptresultate dieser Note sind folgende: Wnter R’(S) verstehen wir 
die Anzahl] der positiven oder negativen ganzen rationalen Zahlen ?, 
-deren Betrag unterhalb S liegt und fiir welche die Funktion f(z, t) 
=a) ¢" + a, 2*-'+...+a,-12%+14, in welcher a), a@,,...,@,-1 feste 
ganze rationale Zahlen bedeuten, im natiirlichen Rationalititsbereich P 
reduzibel wird. Fiir hinreichend groBe S gilt dann R’(S) < C-8*, worin 
C eine nur von n und a, abhingige Konstante bedeutet. In dieser Ab- 
schitzung laBt sich bei geradem n der Exponent } nicht mehr verkleinern, 
wie das Beispiel x” +- ¢ zeigt, wo das Polynom fiir jede negativ genommene 
Quadratzahl zerfallt. Entsprechende Abschitzungen ergeben sich, wenn 
f(a, t) dadurch entsteht, daB man nicht a,, sondern ein beliebiges a, 
durch ¢ ersetzt. 

In § 3 wird u. a. folgendes bewiesen: Die Ordnung der Gruppe von 
f (x, t) = 0 sei in dem Kérper, welcher aus dem natiirlichen Rationalitats- 
bereich durch Adjunktion der Variablen ¢ entsteht, gréBer als n. Verstehen 
wir dann unter N(S) die Anzahl der positiven oder negativen ganzen 
rationalen Zahlen ¢, deren Betrag unterhalb S§ liegt und fiir die f(z, t) 
eine ee 6a wird, so ist fiir hinreichend groBe S die Anzahl 


N(S)<c.- 3° in wo C nur von n, a, und a, abhangt. 


In § 4 wende ich meine Uberlegungen an auf den Fall der haupt- 
sichlich von Thue und Siegel betrachteten Gleichungen U (x, y) = V(z, y), 
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worin U eine Form k-ten Grades bedeutet, deren Diskriminante nicht 
verschwindet und V(z,y) ein Polynom des Grades / sei. Die Grade 
von U in bezug auf x und in bezug auf y seien beide mindestens 1. Von 
dem hier erhaltenen ist, soviel ich weiB, folgendes neu: Ist k —1>2 
und bedeutet L’ (8) die Anzahl der positiven oder negativen ganzzahligen"') 2, 
deren Betrag unterhalb S liegt und fiir die U(x, y) = V(x, y) eine ganze 
rationale Wurzel y hat, so ist L’(S) < C-log(logS), worin C eine von S 
unabhangige Konstante bedeutet. 


§ i. 
Zwei Hilfssitze. 
Wir betrachten eine Reihe von der folgenden Gestalt 


k k-1 
p(z)=azr'+be* +...+e¢+d—-+..., 


wobei & eine ganze und gq eine positive ganze Zahl sei. g(x) mége fiir 
geniigend groBe x konvergieren und sich nicht auf ein Polynom in z redu- 
zieren. Die Folge derjenigen ganzen positiven Zahlen x, fiir die g(x) einen 
ganzen rationalen Wert annimmt, sei z,<2,<2,<.... Die Anzahl 
derjenigen Zahlen unter ihnen, welche kleiner als S sind, bezeichnen wir 
mit A(S). Dann gelten folgende zwei Hilfssitze: 

Hilfssatz 1. Es sei 0< . <1. Bedeutet dann « irgendeine positive 


Zahl, so gilt fiir jedes hinreichend groBe S 
k 
1 jel i lg 
A(8)< (|<a|+«)—s*. 
24-1 
Ist dagegen = <0, so liegt offenbar A(S) unterhalb einer von S unab- 
hdngigen Schranke. 





Wir kénnen nimlich zunichst annehmen, daB in g(a) die Aus- 


4 
driicke x¢ reell und positiv sind. Denn ist das nicht der Fall, so mul- 


tiplizieren wir die a, b,... mit den Einheitswurzeln, um welche sich die 
a 


Ausdriicke x von den entsprechenden reellen und positiven Ausdriicken 


a 


unterscheiden. Deshalb kénnen wir annehmen, daB in g(x) die x? von 
vornherein reel] und positiv sind. 


) Ganzzahlig hei8t hier und im folgenden ,ganz und rational“. 
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Es sei nun zunachst nicht jede der Zahlen a,b,... reell. Dann sei 


J 
etwa s die erste, welche nicht reell ist. Zu s gehére der Term sx?. 
Darin kann o auch negativ sein oder verschwinden. Die Summe der Terme, 


welche sx? vorausgehen, ist fiir reelles, positives x reell. Die iibrigen 
Glieder von lassen sich auf die Gestalt bringen 


est (1 40--+...]. 
Pa 

Die Amplitude von 1 + ?- ' +... aber liegt fiir hinreichend groBes x 

a® 
beliebig nahe bei 0 oder 22. Deshalb liegt die Amplitude des ganzen 
Ausdrucks fiir hinreichend groBes reelles positives x beliebig nahe bei der 
Amplitude von s, ist also dafiir mit dieser von 0 und 2 verschieden. In 
diesem Falle kann also » nur fiir endlich viele ganzzahlige, positive z 
ganz und rational werden. In diesem Falle ist also unser Hilfssatz ge- 
wiB richtig. 

Sei also jede der Zahlen a,b,... reell. Dann ist nach dem Mittelwertsatz 


¥ (% 41) — 9(2,) * * 


“Weer =p" (x,"), 


v+1 





worin x,* einen Wert zwischen x, und 2,,; bedeutet. g’(2) kann nicht 
identisch verschwinden. Fiir hinreichend gruBe », auf die wir uns be- 
schranken wollen, ist daher q’(z,*)+ 0. Deshalb ist der Zahler des 
linken Ausdrucks der Formel eine ganze Zahl, dem Betrage nach gréBer 
oder gleich 1. Dann aber ist 





1 
tii — zr, => 7 (28) ° 
g' (x) beginnt mit dem Gliede = -a—. Ist deshalb ¢ eine positive 


ia = 
z qd 
Zahl, so gilt von einem Index » ab fiir alle Indizes 
k 
1 1 ~ 
+1 —-22——s STC 
+1 = »' (x) = |= rae 
q 





Also betrigt die Anzahl der xz, zwischen*) B und 28 fiir hinreichend 

k 
groBes B_ hiéchstens (|Ea) 4 e) B*. Betrachten wir nun die Inter- 
valle 8S, + o ‘; :: Le ..-, 80 gilt bei hinreichend groBem S fiir 


*) Dabei werden die Grenzen B und 2B ausgeschlossen. 
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alle Intervalle bis auf die kleineren unsere Abschitzung. Ist daher « 
eine positive Zahl, so gilt fiir hinreichend groBes S 


: k (* log S}+1 
A(8)<(|Fal+ete’)s*- 3) <a, 


v=1 9 ¢@ 


das aber bedeutet, indem wir ¢-+-e’ durch « und die Teilsumme durch 
die ganze Summe ersetzen, 


k 
k ; 1 
A(8) < (|£-|+.¢)+-s". 
2¢-1 
Hilfssatz 2%) Es sei 0< <2, aber =+1. Bedeutet dann « 
eine beliebige positive Zahl, so gilt fiir hinreichend grofe positive S 


4(s) <2|(/E(E—1)a|+«)" acl 





Hierzu setze man den Mittelwertsatz zweimal hintereinander an‘). 
Dann erhalt man 


ei al gy’ (x?*), 





+2 %y41 


y (2, .,)—#(2,) 


, * 
= p (2, ) 
241-7 


und 
p(x") ~- yp’ (xr) inti yp" (x, 


* 


= ). 
Zz -—Z 


Hier laBt sich —’(x7*) — ’(z*) also als eine rationale Zahl mit dem 
Nenner (2,,. — %4,)(%+; — 2) darstellen. Der Zahler dieser rationalen 
Zahl kann wieder fiir hinreichend groBe » nicht verschwinden, ist also 
dafiir dem Betrage nach mindestens 1. Deshalb ist wieder analog dem 
Friiheren 


%) Anmerkung bei der Korrektur: Ein wesentlich allgemeinerer Satz wird 
auf Grund einer Bemerkung von Herrn Professor E. Schmidt ebenso einfach in meiner. 
ebenfalls in dieser Zeitschrift erscheinenden Note ,,Einfacher Beweis des Hilbertschen 
Irreduzibilitatesatzes“ bewiesen. Hilfssatz 2 kann also iibersprungen werden. 





*) Da man wieder, wie bei Hilfssatz 1 annehmen kann, daB die Ausdriicke rf 
reell und positiv und simtliche Koeffizienten von ¢ (x) reell sind. 
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1 1 
(42-8) (B49 ~ Fy 41) (Sp41 —%) (xe —2°) 
\k ;k a 1 
< (\é-(E -1)e +e)--4 
ay 
oder 
k 
“@ 
Ly+2 —2z%,=> a e ee —— 2, 3 
|(|k(k | 
(1g — e+e) | 


Hieraus ergibt sich ganz ahnlich wie bei Hilfssatz 1 die behauptete 
Formel. Der Faktor 2 tritt hier deshalb hinzu, weil wir nicht die Diffe- 
renz von zwei aufeinanderfolgenden z,, sondern erst die von solchen z,, 
deren Indizes sich um 2 unterscheiden, abschiitzen kénnen. 

Zusatz 1. Ist < 1, so kénnen wir offenbar ebenfalls diese Be- 
trachtung anwenden. Wir erhalten dann dhnliche Abschdtzungen. 

Zusatz 2. Die analogen Abschdtzungen erhalten wir natiirlich auch 
fiir die Rethe der negativen Zahlen x{ >2xj>23>..., fiir die p(x’) 
einen ganzen rationalen Wert annimmt. Das folgt daraus, daB wir den 
Hilfssatz ja nur fiir ein sclches p(x) mit positivem x anzusetzen brauchen, 
welches dadurch aus dem urspriinglichen entsteht, daB wir dessen Koef- 
fizienten lediglich mit gewissen Einheitswurzeln multiplizieren. 

Bei den Abschitzungen der Hilfssitze kommt es natiirlich immer 
darauf an, méglichst kleine Exponenten von S zu erhalten. Wir werden 


daher immer fiir =< M Hilfssatz 1, fiir : >% Hilfssatz 2 anwenden. 


§ 2. 
Die Seltenheit der reduziblen Polynome. 


Es sei y> - Dann betrachten wir 


f(z, t) =a,x* +a, 2*-'+...+4,-12"-"*! 
lL alii ee ells ee 
mit festen ganzzahligen Koeffizienten a,, ..., @)~1, @y+1, +--+, @, und fragen: 
Fiir wieviele ganzzahligen ¢ Werte wird f (x,t) in P reduzibel? 

Es sei natiirlich a, + 0; also ist f(x, t) bei variablem ¢ gewi8 in P 
irreduzibel. Wir setzen x’ a,x und f*(x',t)=af-'f (x,t). Dann ist 
f(a, t) fiir den festen Wert ¢, dann und nur dann in P reduzibel, wenn 
das Polynom f*(zx’,t,) in P reduzibel ist. Dieses jedoch hat den héchsten 
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Koeffizienten 1 und zerfallt daher, wenn iiberhaupt in P, in normierte 
Faktoren mit ganzen Koeffizienten. 

Die Gleichung f*(z’,¢)= 0 definiert x’ als algebraische Funktion 
von t. Unter den n Wurzeln z{, x},..., 2, lassen sich dann fiir absolut 
groBe t gewisse »y Wurzeln in der Gestalt 

1 
amas 4 BM 4 cL... 


ar 
und n —» Wurzeln in der Gestalt 
La » I 
a, =a” —-+b%—_4.. 
t"-” t™-" 


darstellen. 
Nun mége f*(x’, t,) in P durch einen Faktor vom virade x teilbar 


. * : n , ° 
sein. Dann kénnen wir x <5 annehmen. Unter den n Wurzeln z, greife 


man auf alle (*) méglichen Arten solche in der Anzahl x heraus. Eins 


dieser herausgegriffenen Systeme mu8 dann fiir ¢=1t, in die Wurzeln 
unseres Faktors iibergehen. Dies System bestehe aus x;,, %i,,.--, %u,- 
Dann also muBb 


g(x’) = (a — xe,)(2 — zu,)...(2" — 2a,) 


fiir #1, in ein Polynom von zx’ mit ganzzahligen Koeffizienten iiber- 
gehen. Die Koeffizienten von g(x’) sind gewisse Funktionen von t. Min- 
destens ein Koeffizient ist, weil f*(x’, t) irreduzibel war, nicht ein Polynom 
von ¢ mit rationalen Koeffizienten. Diesen greifen wir heraus. Wenn 
dieser ein Polynom von ?¢ ist und fiir wenigstens 2 Werte ¢ einen rationalen 
Wert annimmt, so miiBte er rationale Koeffizienten haben. Daher kénnen 
wir annehmen, da8 der betrachtete Koeffizient auch nicht ein Polynom in 
t sei. Also ist er eine Funktion p(t), wie wir sie in § 1 betrachtet haben 
und muB fiir die ¢,, fiir die f in Faktoren zerfallt, von denen einer die 
vorgeschriebenen Wurzeln hat, einen ganzzahligen Wert annehmen. 


Der héchste Exponent von ¢(t) ist héchstens ~< 1. Die Hilfssitze 
liefern uns also Abschiatzungen fiir die Anzahl A(S) der ganzzahligen t, 
fiir die p(t) eine ganze rationale Zahl wird. Wir wenden dabei fiir Reihen, 
deren héchster Exponent < } ist, Hilfssatz 1, fiir solche, deren héchster 
Exponent zwischen 5 und 1 liegt, Hilfssatz 2 und fiir die, bei denen er 1 
ist, Zusatz 1 an. Dazu brauchen wir Abschitzungen nach oben von den 
héchsten Koeffizienten von g(t) und bei Verwendung des Zusatzes Ab- 
schatzungen eines andern Koeffizienten. Diese erhailt man in jedem Falle 
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ohne Schwierigkeit. Die im folgenden auftretenden Konstanten C gebe 
ich nur fiir den Fall » =n an, weil ich vermute, daB in den andern Fallen 
die erhaltenen Exponenten von S verbesserungsfihig sind, die C deshalb 
ganz ohne Interesse sind. Man erhalt die folgenden Abschatzungen: 


Fiir ees 
, 


A(8)<C,8", 
fiir 


lA 


<1 


1 y 
A(8)<o,s* ™, 


9? 


x= > 


fir ~—1, also y= 5 
> 


1 «a-? 


% + 3 
A(s)<Cjs° *, 
wo, wie immer im folgenden, die C von S unabhiangige Konstanten bedeuten. 


Wir wollen uns naher mit dem Falle y= beschiftigen, also mit 
der Funktion ay x" + ...-+a@,-,x-+4. Hier wollen wir die Anzahl der 
positiven (negativen) ganzzahligen ¢ unterhalb (oberhalb) S (bzw. — 8), 


fiir die f(z,¢) einen Teiler des vorgegebenen Grades x (< >) enthilt, 
mit B(S) bezeichnen. Dann ist offenbar 


B(s) <(*) a(s) <(*) 0,8". 


Dabei ergibt sich hier, sofern wir nur auf hinreichend grobe S achten, 


| 


n-1 
a (le*|+) a. 
=f 


to 
aix 


In dieser Abschitzung von B(S) ist es, wenn x/n, nicht méglich, den 
Exponenten von S durch eine kleinere Zahl zu ersetzen. Das lehrt das 
Beispiel x" +t, welches immer, wenn ¢ eine negativ genommene * -te 
Potenz ist, einen Teiler x-ten Grades enthalt. Hier lat sich also unsere 
Abschitzung nicht mehr wesentlich verbessern.. Fiir die Anzahl R(S) der- 
jenigen positiven (negativen) ganzzahligen t unterhalb (oberhalb) S (bzw. — 8), 
fiir welche a,x" +-...+ a,-,2 +1 in P zerfalit, ergibt sich 


R(S)<0,8°. 


Bei geradem n laBt sich dies, wie wieder x" + ¢ zeigt, nicht mehr im 
Exponenten von § verbessern. 


Allgemein erhalten wir, wenn wir nicht a,, sondern a, durch t er- 
setzen, fiir R(S) die Abschatzungen: 











=? 

R(S)<C,8"* Br 

und fir v = - 
i n—2 


+ 


R(s)<c,s* ™. 
Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, daB die Konstanten C,. 
C,, C,, C, nur von n und a,, C, und C, nur von n,a,,a, abhdngen, 


sofern wir nur auf hinreichend groBe S achten. Simtliche Exponenten 


von S sind kleiner als 2. 





Diese Formeln gelten nicht nur fiir den Fall » >. sondern auch 
im Falle » < ; gelten analoge Formeln. Das folgt daraus, da8 ein Polynom 


dann und nur dann in P reduzibel ist, wenn das reziproke Polynom 
x" (2) in P reduzibel ist. 


§ 3. 


Die Seltenheit der Polynome mit Galoisscher Gruppe kleiner Ordnung 
und der Normalgleichungen. 


Wir fragen jetzt, fiir wieviele ganzzahlige ¢ die Gleichung f(z, t) = 0, 
worin f das in § 2 betrachtete Polynom ist, eine Galoissche Gruppe hat, 
deren Ordnung kleiner als 2y ist. Jedoch miissen wir voraussetzen, dab 
die a, @,,-.., @y-1, @y41,---,@, nicht derart gewahlt sind, daB unsere 
Gleichung in dem Kérper, der durch Adjunktion der Variablen ¢ zu den 


rationalen Zahlen entsteht, eine Galoissche Gruppe hat, deren Ordnung 
kleiner als 2» ist. 


21, %,---,%, seien wieder die Wurzeln von f(z,t)=0. Ferner 
seien u,U,,U,,..., %, unabhangige Variable. Wir betrachten dann 
eee ee ee 
! ' 
= ap TT (u — (Uy Lay + Ug Zug +--+ + U, Zu,)), 


wobei iiber alle n! Permutationen der Wurzeln z,, x,, ..., 2, multipliziert 
wird. Wir sehen von vornherein von den endlich vielen Werten ¢ ab, 
fiir welche f(2,t)=0 eine Doppelwurzel hat. Dann ist die Ordnung der 
Gruppe von f(z,t)= 9 dann und nur dann kleiner als 2y, wenn F als 
Funktion der u einen Faktor mit rationalen Koeffizienten von einem 
Grade unter 2» enthilt. Das aber ist, wie man fast genau wie in § 2 
schlieBt, héchstens fiir die ganzen Zahlen ¢ der Fall, fiir die eine von 


rm + (*') +...4 as ) Funktionen g(t), wie wir sie in den Hilfs- 
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sitzen betrachtet haben, ganz und rational wird. DaB diese kritischen 
Funktionen y(t) wieder nicht nur nicht Polynome mit rationalen Koeifi- 
zienten, sondern iiberhaupt keine Polynome von ¢ sind, erschlie8t man 
genau wie auf Seite 252. Der héchste Exponent von y(t) ist héchstens 
2*—! Daraus folgt fiir die Anzahl G(S) derjenigen ganzzahligen posi- 
tiven (negativen) t Werte unterhalb (oberhalb) S (bzw. —S), fiir die die 
Ordnung von f(x,t)=0 héchstens 2v—1 ist: 





1 


j= == 
a(s)so,s ™. 


Die Anzahl N(S) der t, fiir die f(x,t)=0 eine Normalgleichung 
wird, tst offenbar héchstens gleich der Anzahl dert, deren zugehdrige 
Gruppe als Ordnung héchstens n hat. Daher ergibt sich: 

Fiir x <von 
i iin 
n(s)<o,s* *™, 
t eS 
n(s)sc,s* **. 
Dabei hangen C, und C, wiederum nur von n und a,, C, nur von n, a, 
und a, ab fiir hinreichend grobe 8. 


§ 4. 


Die Seltenheit der ganzzahligen Lésungen gewisser Gleichungen 
U(x,y) = V(x, y). 

U(x,y) sei eine Form von x und y vom Grade k. Dividiert man 
U(a, y) durch x*, so erhilt man ein Polynom U *(2). Die Diskriminante 
von U* soll nicht verschwinden. V(x, y) sei ein Polynom vom Grade 1. 
Die Grade von U in x und in y seien beide mindestens 7. Es sei 
k—l=d>0O. Ferner sei U(x, y)—V(z,y) nicht durch ein in y 
lineares Polynom mit rationalen Koeffizienten teilbar. Der Grad von 
U(x2,y)—V(z,y) in y sei n. Dann 1aBt sich bekanntlich jede der 
n Wurzeln y als eine nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihe 
darstellen, Diejenigen unter diesen Reihen, welche nicht mit einer Kon- 
stanten oder einer negativen Potenz von x beginnen, beginnen mit einem 


Gliede der Form const.2. Ihre Anzahl sei n’<n. Diese n’ Reihen 
miissen die Form haben ‘ 


firy=n 


y= aM2+ "T+... [y»=1,2,...,’]. 


-_ -_ . y 1 . . 
Kame namlich zwischen a®’x und b”—5-; noch ein Glied Da vor, 80 
zx 
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wiirde die Relation folgen D-U*’(a”)—0, wo U*’ die Ableitung von 
U™ ist. Hieraus aber folgt wegen U*’ (a”)) + 0 — weil U* keine Doppel- 
wurzel hat und U*(a”’) = 0 ist — D=0. Sei zunichst d>1. Bedeuten 
dann 2x{" < 2f’ <... die ganzen positiven Zahlen oberhalb einer geeigneten 


Zahl C, fiir die y, ganz wird, so gilt nach dem Hilfssatz 2 


arta — are K,z, *, 
wobei K, eine geeignete Konstante bedeutet. Hat man nun 2n-+-1 Zahlen 
Duy Cutis +++> Turon, fiir die U(x, y)— V(x, y) =O eine ganze rationale 
Wurzel y hat, so mu es mindestens ein » geben, so daB unter den 
2n-+1 Zahlen mindestens 3 Zahlen mit dem oberen Index » vorkommen. 
Daraus folgt, wenn man beachtet, daB die von den betrachteten y, ver- 
schiedenen, fiir die Wuzeln erhaltenen n — n’ Reihen nur fiir endlich viele 
ganze rationale x einen ganzen rationalen Wert annehmen, wenn K die 
kleinste Zahl der K, bedeutet: Sind 2, < x, < z,... die positiven ganzen 
Zahlen, fiir die U(x, y) — V(x, y) =0 eine ganze rationale Wurzel y hat, 


so gilt von einem Index yu an ne 
+ 


Ln+2n — Ly > Kz,’ . 
Ist d= 1, so haben unsere Wurzeln die Gestalt 


vr) 1 
te +b + ' =r ¢ 


Y= a” 
Dann folgt analog bei geeigneter Wahl von K 
Cut+2n =— Ty > K. Lue 


Daraus ergibt sich zusammenfassend: Verstehen wir unter L(S) die 
Anzahl der positiven (negativen) ganzen Zahlen x unterhalb (oberhalb) 
S (bzw. —S), fiir welche U(x, y)—V(x,y)=0 eine ganze rationale 
Wurzel y hat, so gelten: 

Fiir d= 1,2 L(S8) < const tog S *), 
fir d>3 ° L(8) < const log (log S). 
5) Dies findet sich bereits bei Th. Skolem: ,Untersucnungen iiber die miglichen 


Verteilungen ganzzahliger Lisungen gewisser Gleichungen“, Kristiania, Videnskabs- 
selskabets Skrifter. I. Mat. Naturv. Klasse 1921. Nr. 17. 


(Eingegangen am 15. 4. 1925.) 

















Zum Grenziibergange von Differenzengleichungen in 
Differentialgleichungen. 


Von 


Alwin Walther in Géttingen. 


Als (erste) Differenz einer Funktion f(x) mit der Spanne w bezeichnen 
wir mit N. E. Nérlund*) den Ausdruck 


(1) A f(a) = Letel=fe) 
und bilden allgemein die n-te Differenz (n =1, 2,...) mit den Spannen 


@,, @,,-+.-,@, nach der Vorschrift 


n n~-1 
(2) A f(z)=A( A f(z), 
wobei fiir n=1 die Klammer f(x) bedeuten soll. Eine Differenzen- 
gleichung fiir die Funktion f(z) ist dann eine Beziehung zwischen f(z) 
und einer Anzahl von Differenzen von f(z), in der auch die unabhingige 
Veranderliche x explizit vorkommen kann. 

Durch Nérlund sind in gewissen Fallen die Lésungen von Diffe- 
renzengleichungen in Abhangigkeit nicht nur von z, sondern auch von 
den als beliebige komplexe Variable gedachten Spannen untersucht worden, 
und zwar handelt es sich bei Nérlund zunichst*) um das sogenannte 
Summationsproblem, d.h. um die Definition der Umkehroperation zur 
Differenzenbildung oder um die Auflésung der Gleichung 


(3) Af(z)= p(x), 


in der g(x) eine gegebene Funktion bedeutet. Fiir diese Gleichung gibt 








*) N. E. Nérlund, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, Berlin (Julius Springer) 
1924, 8. 3. 


*) N. E. Nérlund, Mémoire sur le calcul aux différences finies, Acta math. 44 
(1922), S. 71-211 und a. a. O.*), 8S. 87—97. 
Mathematische Annalen. 95. 17 
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es unter gewissen Voraussetzungen iiber (2) in der Menge aller Lésungen 
eine Hauptlésung 


I 
‘ > 
F(x|@) = Q(z)Az, 
die Summe von (x), welche, als Funktion von z und m betrachtet, 
durch einfache funktionentheoretische Eigenschaften ausgezeichnet ist und 
insbesondere fiir w-—+ 0 in die Lésung der alsdann entstehenden Diffe- 
rentialgleichung 


2 
(4) qz f(x) = 9(2), 
also in das Integral { p(z)dz, iibergeht. Die Bestimmung des Integrals, 


das im allgemeinen eine mehrdeutige Funktion von x darstellt, ist hierbei 
verschieden zu wahlen, je nach der Art, wie die Spanne w im komplexen 
Gebiet nach Null konvergiert. Nimmt man (z) als eindeutige, mero- 
morphe, von @ unabhangige Funktion von z mit einer endlichen Anzahl 
singulairer Stellen im Endlichen, die auBerhalb eines geniigend groBen 
Kreises einer gewissen Wachstuzasbeschrankung geniigt, so ist F(xzj|m) in 
der Umgebung des Punktes m= 0, der in der w-Ebene eine wesentlich 
singulire Stelle bildet, bei festem x eine mehrdeutige analytische Funktion 
von w vom Charakter 


F(z|@) = konst -log w + eindeutige Funktion von w, 
deren singulare Stellen auf gewissen Radienvektoren liegen und sich nach 
dem Nullpunkte zu haufen. 
Wihrend bei der Gleichung (3) und ebenso bei der analogen Gleichung 
( @)+ 


fiir den ersten Mittelwert das Problem der Abhangigkeit der Lésungen von w 
in einer gewissen Umgebung der Stelle » = 0 fiir beliebige komplexe 
bei Erfiillung der Voraussetzungen iiber g(x) vollstandig erledigt ist, 
sind fiir die Hauptlésungen der durch naturgemaBe Verallgemeinerung 
von (3) zustande kommenden Gleichung 


(5) A f(x) = p(x) 


und der analogen Gleichung fiir den n-ten Mittelwert die Betrachtungen 
bisher nur fiir positive Spannen bis zu Ende durchgefiihrt*). Insbesondere 


*) N. E. Nérlund, Sur certaines équations aux différences finies, Trans. Amer. 
Math. Soc. 25 (1923), S. 13—98 und a. a. O.*), 8S. 161—197. 
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geht die n-fache Summe F,(z|@,...@,) bei hinschwindenden Spannen 
in das Integral 


z 
(x cm z)"-1 


“Gant 7 (2) a2 
a 
iiber, welches der Gleichung 


(6) 4 f(z) =9(2) 
geniigt. 

Weitere Untersuchungen iiber Fragen der geschilderten Art, also all- 
gemein gesprochen. iiber das Problem, die Lésungen von Differenzen- 
gleichungen als Funktionen der eingehenden Spannen zu studieren und 
insbesondere den Grenzfall hinschwindender Spannen der Betrachtung zu 
unterziehen, liegen bisher nicht vor. Dies erklart sich aus zwei Griinden. 
Erstens ist man von den Anwendungen der Differenzenrechnung aus dazu 
gekommen, sich die Spanne fest zu denken und ihr durch passende Nor- 
mierung etwa den Wert Eins zu erteilen. Diese Annahme ist jedoch in 
Wahrheit fiir die Theorie nur hemmend; erst Nérlund hat sie durch- 
brochen. Zwettens pflegt man eine Differenzengleichung meist als Beziehung 
zwischen aufeinander folgenden Funktionswerten f(x), f(z+-1), f(a+2), ... 
zu schreiben, also z. B. eine homogene lineare Differenzengleichung in der 
Gestalt 


n 

Ps p,(x)f(x+s)=0, 

s=0 
und diese Form ist selbst bei Einfiihrung beliebiger Spannen w,, ag, ... 
fiir den Grenziibergang w,—-0, w,—+0,... wenig geeignet. Um das 
oben formulierte Problem erledigen zu kénnen, macht sich vielmehr eine 
Umschreibung oder Neufassung vieler der bisherigen Ergebnisse iiber 
Differenzengleichungen notwendig. Als Resultat darf man dann u. a. 
mancherlei neue Einblicke in die Theorie der Differentialgleichungen er- 
hoffen. 

In dieser kurzen Abhandlung wollen wir genauer nur einige sehr ein- 
fache Fille studieren, bei denen wir die Verhiltnisse leicht bis in alle 
Einzelheiten iibersehen kénnen. Wir setzen alle Spannen als gleich voraus 
und betrachten zunachst eine homogene lineare Differenzengleichung mit 
konstanten Koeffizienten fiir eine Funktion u(x) 


(7) do, Au(z)=0, 


wobei die c, nicht nur von x, sondern auch von w unabhingig sein sollen 
17* 
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und ohne Beschrankung der Allgemeinheit c¢,+0, c,—1 angenommen 
werden darf; die entsprechende Differentialgleichung lautet 


a’ 
(8) 2'¢.gq5*(2) = 0. 
e= 
Machen wir fiir die Lésung u(a) der Differenzengleichung (7) den Ansatz 
(9) u(x) = t* v(z), 


so geht die Differenzengleichung wegen 





A (t* v(a)) = “>'(*) eo(S= . ibe A v(x) 
ao k=0 ow 
iiber in : nie 
ao) Sete Ave) F(i)e (FS) =o. 
k=0 og - 


Die letzte Gleichung 148t sich am iibersichtlichsten schreiben, wenn wir 
die charakteristische Funktion 


(11) f(z) = D'e,2" 
s=0 


der Differenzengleichung (7) einfiihren. Dann erhalten wir aus (10) 
n 
(12) Sate a1 A v(2) 70 (H=") =0. 
s=0 7 
Dieser Gleichung wird offenbar geniigt, wenn wir fiir die GréBe — 
eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 


(13) f(z)= > ¢,2°=0 


unserer Differenzengleichung einsetzen und v(z)=1 nehmen. 

Sind die Wurzeln a,,a,,..., a, der charakteristischen Gleichung alle 
voneinander verschieden, so bekommen wir auf diese Weise mn linear 
unabhangige Lésungen 


(14) x, (2) =(1-+¢,0)" (e=1,2,..., 2) 


der Gleichung (7). Befinden sich hingegen unter den Nullstellen von f(z) 
einander gleiche, ist etwa 


a oe Se fe Se Be a 
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so werden 


u,(z) =(l+a,o), u,(z) =2z(1+a,o)° ,...,u,(z)—2"-'! (1+a,o 
Uy4s () = (1+ 4,0)”, Uy+9(%) = 2(1+a,,, @)*, weep Uj (2) = ai-h-? (1+4,,1¢ 


>» © @¢ ©. 0) @4.2" 2, s> Bs Wim 4. 8 OC. 0 8 eee SS a Be 76: ue 6° 6 eee eee Ss 


U,..1(%)= (1+a,,,,0), U4, (2) = site ae psec, 6, (2) = o*-O—1(1-+-4,,, 


n linear unabhiangige Lésungen. 

Die Lésungen (14) bzw. (15) der Differenzengleichung (7) sind, wie 
man sieht, bei festem x in der w-Ebene mehrdeutige Funktionen von w 
von einfachem Charakter. Die endlichen Verzweigungsstellen liegen in 


1 1 1 = ‘ . 
den Punkten — Re eee es ee erhalt sie also, indem man 
1 1 


die voneinander verschiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung (13) 
am Einheitskreise und an der imaginaren Achse spiegelt (Fig. 1). Beim 
Umlauf um einen dieser Verzweigungspunkte fndert sich der Wert der 














z 
zugehérigen Lésungen im System (15) um den Faktor . *e 
\ 
=. 
Bhor® Ps 
Fig. 1. Fig. 2. 


Schlitzt man die w-Ebene von den Verzweigungspunkten aus nach 
| dem Unendlichen zu auf, etwa in der Verlingerung der Radienvektoren 
vom Nullpunkte nach den Verzweigungspunkten (Fig. 2), und wahit man 
in der zerschnittenen Ebene fiir die Logarithmen der Gré8en 


1+a,o, 1+4,,,,..., 1+4,4,@ 
die Hauptwerte 
log* (1+ a,m), log*(1+ a,.,@),--+, log* (1+ 4,,,,@), 


welche fiir w = 0 verschwinden, so darf man den Grenziibergang w —+ 0 
vornehmen, der die Differenzengleichung (7) in die Differentialgleichung (8 ) 
iiberfiihrt. Bei diesem Grenziibergange konvergieren die auf die eben 











262 A. Walther. 


angegebene Weise bestimmten Lésungen (15) der Differenzengleichung (7) 
nach den Funktionen 


u, (x) = ems, U, (2) = ze%s, eee u, (x) —_ azh-leaz 
j—-h-1 
(16) U, 4, (2) = eM +1" Uy 49 (2) == zewsti” éavie u; (x) == g’ eth +1® 
Uy, 44 (2) = e%mtr®, Un 49 (2) = ze®mtr, “<i a u, (x) = 2" etm t1®, 


welche bekanntlich ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differential- 
gleichung (8) bilden. Nehmen wir hingegen nicht die Hauptwerte der 
Logarithmen, so haben die Funktionen (15) bei a+ 0 im allgemeinen 
iiberhaupt keine Grenzwerte. Wahlen wir z. B. 


log* (1+ a,@) + 22% 
als Logarithmus von 1+ a,, so wird 


© log* (1+0,0)+224 = 
u,(z) =e °. 


Dieser Ausdruck konvergiert fiir w—- 0 bei festem 2+ 0 dann und nur 


dann nach einem Grenzwerte, wenn der Quotient = von der Form 
zx os P k 
@ ~e&t+e(o)+ 
ist, wobei « nicht von m abhingt, e(m) fiir w—-0 gegen Null strebt 


und k& ganzzahlig ins Unendliche wichst ‘). 


Zur Anstellung ahnlicher Betrachtungen fiir die inhomogene Diffe- 
renzengleichung 


(17) D> ¢, A u(x) =9(z), 

s=0 o 
in der g(x) von m unabhangig sein mége, haben wir zuniichst die be- 
kannte Methode von Lagrange®) in sinngeméBer Weise zu iibertragen. 
Vorgelegt sei die inhomogene Differenzengleichung 


n-1 


(18) A u(2)+ 3'4,(2)Au(z)=9(2), 


@ 2=0 





rT 
*) Lichtvolle Ausfiihrungen iiber den Grenziibergang von (1+a,@)® in e®” 
bei reellem z findet man in F. Klein, Elementarmathematik vom héheren Standpunkte 


aus, 1. Bd., 3. Aufl., Berlin (Julius Springer). 1924, S. 173—174. 
‘) N. E. Nérlund, a. a. O. *), 8S. 388—390. 
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ferner sei u,(x), u,(z),...,u,(2) ein Fundamentalsystem von Lésungen 
fiir die entsprechende homogene Gleichung 
n-1 


(19) Au(z) + > a,( z)Au(e )=0. 


e=0 
Dann setzen wir eine Partikularlésung U(x) der Gleichung (18) in der 
Form 
(20) U(x) = h, (x) u, (a) + h(x) u(x) + --- +h, (2) u, (2) 
an, wobei h,(x),h,(x),...,,(2) Funktionen von 2 bedeuten, die derart 
zu bestimmen sind, daB der Ausdruck (20) der Gleichung (18) Geniige 
leistet. Da wir iiber n Funktionen zu verfiigen haben und nur eine Be- 
dingung zu erfiillen ist, diirfen wir noch *— 1 weitere Bedingungen hinzu- 
nehmen. Diese wihlen wir so, daB sich A U(x) fir s=0,1,...,.n—1 
in der Gestalt 


(21) AU(2) = h(x) A u,(z) 
@ r=1 @ 
schreiben laBt. Wegen 
A (h, (2) u,(2)) = u,(2 + @) Ah, (2) + h(x) A u,(2) 


ist dies der Fall, wenn fiir s =1,2,...,n—1 die Gleichungen 
n 
(22) > u,(z +8) Ah, (x) =0 
r=1 o 


erfiillt sind. Durch Eintragen der Ausdriicke (21) in die Gleichung (18) 
gewinnen wir an Stelle der Forderung, daB U(x) die Gleichung (18) be- 
friedigen soll, zu ( (22) die weitere Beziehung 


(23) y'u,( z-+nw) Ah, (x) =o" 9(2). 
r=1 
Die Gleichungen (22) und (23) stellen ein System von n linearen 
Gleichungen fiir die n Unbekannten Ah,(x) dar. Seine Auflésung labt 


sich immer durchfiihren, weil seine Determinante als Determinante eines 
Fundamentalsystems fiir alle zu den singuliren Stellen der Differenzen- 
gleichung (19) inkongruenten Werte von x von Null verschieden ist*). 
Am bequemsten kommen wir zum Ziele, wenn wir die Multiplikatoren u, (zx) 
der Differenzengleichung (18) verwenden, d. h. die Quotienten aus den 
Unterdeterminanten der letzten Zeile in der Determinante 


*) N. E. Nérlund, a. a. O. *), 8. 274-276. 
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+o) u,(2 -+- w) «ee =U, (2 4-@) 
u,(z+2m) u(xe#+2m) ... u,(x+2a) 
cies allan’ u,(xr+nw) ... u,(a+nm) 


und der ne. Determinante. Da niamlich offenbar 


0 fir s=1,2,...,.n—1 
(24) ¥ me) u,(x-+ sw) = 


1 fir s=n 
gilt, echalten wir , 
Ah, (x) = w*-* p(x) m,(x), 


und, wenn die rechtsstehende Funktion summierbar ist, geht hieraus 


(25) h, (2) = § om" 9(2)4,(2) Az 


a 
hervor; die gewiinschte Partikularlésung der Gleichung (18) heiBt demnach 


(26) ve)= Su, (2) Sarg 1 u (2) Az. 


Zur Anwendung pose italia auf die inhomogene Gleichung (17 ) 
mit konstanten Koeffizienten schreiben wir zunichst fiir die entsprechende 
homogene Gleichung (7) die Multiplikatoren (x) explizit auf. Bedeutet 
wie friher f(z) die charakteristische Funktion der Gleichung (7) und 
setzen wir der Einfachheit halber ihre Nullstellen simtlich als verschieden 
voraus, so findet man mit Hilfe bekannter Satze iiber Potenzdeterminanten 


—n+i1 S 2 
(27 nt Sagem {2 ~- s « 
(27) Hu, (x) Wa) (1+ a,@) 


Wir kénnen also eine Partikularlésung der Gleichung (17) von der Gestalt 


-1 zs 


(28) (2) = Spitser”— 5 (1+4,0) “9(2)d2 
r=1 @ 


z 
angeben. Wie man sieht, treten unter dem Zeichen S die auch von w 
abhangigen und in w» mehrdeutigen Funktionen 6 
(1+a,o) °9(z) 
auf; unter gewissen Voraussetzungen ist fiir die Partikularlésung (28) der 
Grenziibergang w —+ 0 statthaft und fiihrt zu der Funktion 


(29) U(x) = y ad “*# o(z)dz, 
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welche eine Partikularlésung der aus (17) hervorgehenden inhomogenen 
Differentialgleichung 


(30) D5 u(2)=9(2) 
darstellt. es 


Das allgemeine Studium solcher Summen, wie sie in (28) vorkommen, 


bei denen die unter dem Zeichen S stehende Funktion auch von der 


a 
Spanne w abhingig ist, steht bisher noch aus. Wir wollen uns durch ein 
einfaches Beispiel eine Vorstellung der zu erwartenden Verhiiltnisse ver- 
schaffen. Dazu betrachten wir die Differenzengleichung 1. Ordnung 


(31) A u(x) — u(x) =e’®. 
Die zugehérige homogene Gleichung 
Au(x)— u(r) =0 


hat die Fundamentallésung 
x 


u,(z)=(1+o)”, 


die eine in w mehrdeutige Funktion mit dem einzigen Verzweigungs- 
punkte w = —1 ist und in der von w = —1 langs der negativen reellen 
Achse nach dem Unendlichen hin aufgeschnittenen w-Ebene bei Wahl des 
Hauptwertes von log(1-+) fiir w—+0 nach 


u, (x) =e", 
der Fundamentallésung der homogenen Differentialgleichung 
u'(z)— u(x) =0, 
konvergiert. Eine Partikularlésung der inhomogenen Differenzengleichung (31) 
lautet daher 
#48 lh ie 
O(z)=(1+o)” $ (+e) "e As 
0 ow 


oder 
z (r- ete), 


. 
U(z)=(1+o)° Se Az. 
Nun ist bekamntlich *) : 





*) N. E. Norlund, a. a. O. »), 8.81. 
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die Partikularlésung U(x) kann deshalb auch in die Gestalt 


(32) U(x) = 2 w(1+@)° 
e?—1l—w@ yo—log(|+o) 


-1 





gebracht werden. Hiernach ist auch U(x) eine mehrdeutige Funktion 


von @ mit dem Verzweigungspunkte »=—-—1. In der zerschnittenen- 


Ebene ist U(2) durchweg regulér in w; wir diirfen in ihr den Grenz- 
iibergang w —- 0 vornehmen und bekommen dadurch die Funktionen 
e* 


e”* 
wie dal 3 ee Sas 


fir y+1, 


U(x)= ze" fir y=1, 

welche Partikulirlésungen der Differentialgleichung 

u’ (x) — u(x) =e"* 
sind. Offenbar besitzt die Gleichung (31) auch die Partikularlésung 

ye 

vias bat r= 
die eine eindeutige Funktion von @ ist; fiir diese Lésung ist jedoch bei 
y =1 der Grenziibergang w-—- 0 nicht erlaubt. 


Noch mannigfaltiger gestalten sich die Verhaltnisse, wenn die Ko- 
effizienten c, der homogenen Gleichung (7) oder die in der inhomogenen 
Gleichung (17) rechtsstehende Funktion von » nicht unabhangig sind, 
wie es beispielsweise bei der Gleichung fiir den ersten Mittelwert 





> 


V u(z)= s(sto)ts(s) = p(z) 
oder 
2 
A u(z) +2 u(z) = 2 9(2) 
der Fall ist, wobei g(x) von w nicht abhingen soll. Doch wollen wir 
hierauf nicht naher eingehen. 


Dresden-Briesnitz, 18. Januar 1924. 


(Eingegangen am 18. 2. 1925.) 














Beweis fiir die Maximaleigenschaft der Kugel nebst 
einem Beitrag zur Theorie der konvexen Kérper. 


Von 


T. Bonnesen in Kopenhagen. 


I, Das isoepiphane Problem. 


1. Mit diesem Ausdruck bezeichnen wir die Aufgabe, unter allen 
Kérpern gleicher Oberfliche denjenigen Kérper zu bestimmen, welcher ein 
Maximum von Volumen besitzt. Die Kugel liefert bekanntlich die einzige 
Lésung des Problems. Wenn die Oberfliche eines beliebigen Kérpers 
mit F und dessen Volumen mit V bezeichnet werden, dann kann diese 
Tatsache durch die Ungleichung 

1 7 
(1) éya F?—V2E0 
— die klassische isoepiphane Ungleichung — ausgedriickt werden. Das 
Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Kugel. Der Ausdruck auf der linken 
Seite von (1) sei isoepiphanes Defizit des K6rpers benannt. 

Fiir die Ungleichung (1) babe ich vor kurzem einen neuen Beweis 
geliefert*), welcher hier kurz wiedergegeben wird, wobei die nétige Rech- 
nung auch vereinfacht wird. Zum SchluB werden einige Bemerkungen zu 
Minkowskis Theorie der konvexen Kérper hinzugefiigt. 

Die Ungleichung nimmt bei dieser Methode die verschirfte Form 


1 pi_y>_ P_2ra) (VF +15) 
(2) ah — VS gg F-208)7 (1F +18) 


an, wo S ein inneres oder auBeres QuermaB des Kérpers bedeutet. 
Unter einem fuBeren Querma8 eines Kérpers verstehen wir den 

Flacheninhalt einer senkrechten Projektion des K6érpers auf eine Ebene. 

Wird ein Kérper mit parallelen Ebenen geschnitten, so nimmt der 


‘) Festskrift til ©. Juel. Matematisk Tidskrift B. (Kebenhavn 1925.) Boll. 
dell’ Unione Mat. Italiana 4 (1925). 
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Flacheninhalt des Durchschnittes einen maximalen Wert an, welchen wir 
als ein inneres QuermaB des Kérpers bezeichnen. 

2. Die Grundlage des Beweises bilden die beriihmten Konstruktionen 
von Steiner und H. A. Schwarz, die ,,Symmetrisierung und die ,,Ab- 
rundung“ eines Kérpers. Es sei K ein von beliebigen Flachen begrenzter 
Kérper, der sich auch ins Unendliche ausdehnen kann, oder die Gesamt- 
heit von mehreren Kérpern, deren totaler Rauminhalt bzw. totale Ober- 
fliche mit V bzw. F bezeichnet seien. Durch Steiners Symmetrisierung 
des Kérpers in bezug auf eine Ebene £ wird ein Kérper K’ mit dem- 
selben Rauminhalt V erhalten, dessen Oberfliiche F’ jedenfalls nicht gréBer 
als F ist, F’ < F. Es ist namlich nicht schwierig zu zeigen, dab F’ < F, 
wenn XK ein Polyeder ist, den Fall ausgenommen, wo K’~ K. Demnach 
gilt allgemein F’< F. Eine auf EZ senkrechte Gerade, welche nicht teil- 
weise in der Oberflache von K’ enthalten ist, kann héchstens zwei Punkte 
mit der Oberfliche von K’ gemein haben. Der Durchschnitt von K’ 
und £ ist mit der Projektion von K auf £ identisch. 

Durch die Konstruktion von Schwarz wird aus K ein Drehkérper K’ 
erhalten, dessen Achse A beliebig gewahlt werden kann. K und K’ haben 
denselben Rauminhalt, und die Oberfliche F’ von K’ ist nicht gréBer 
als F. Leonida Tonelli, der den ersten fiir alle Kérper giiltigen Beweis 
der Ungleichung (1) gegeben hat*), hat ganz elementar bewiesen, dab 
F’<F wenn K ein willkiirliches Polyeder ist. Demnach gilt fiir jeden 
Kérper, daB F’< F. Eine auf A senkrechte Gerade, die nicht teilweise 
in der Oberfliche von K’ enthalten ist, hat héchstens zwei Punkte mit 
der Oberfliche von K’ gemein. Der Flacheninhalt des gré8ten Parallel- 
kreises von K’ ist dem inneren Querma8 von K gleich, welches in einer 
auf A senkrechten Ebene gemessen wird*). 

3. Wir werden jetzt den Kérper K um eine beliebige Achse A ab- 
runden und dann den Drehkérper in bezug auf eine auf A senkrechte 
Ebene Z symmetrisieren. Wir erhalten somit einen symmetrischen Dreh- 
kérper K’ mit den obengenannten Eigenschaften. Der groBte Parallel- 
kreis von K’ gibt ein inneres Querma8 von K. Wenn umgekehrt K erst 
in bezug auf #2 symmetrisiert, und dann der neue Kérper um A abgerundet 
wird, dann gibt der gréBte Parallelkreis von K’ ein duBeres QuermaS von K. 

Wir wahlen ein rechtwinkeliges Koordinatensystem mit A als Z-Achse 
und £ als XY-Ebene. Die Meridiankurve des Drehkérpers ist so 
beschaffen, daB z auf dem im ersten Quadranten der XZ-Ebene gelegenen 


*) L. Tonelli: Sulle proprieta di minima della sfera. (Rend. di Palermo 
39 (1915).) 

*) Die Konstruktionen von Steiner und Schwarz werden in W. Blaschke: Kreis 
und Kugel, 2. bis 3. Teil (Leipzig 1916), eingehend besprochen. 
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Viertel der Kurve eine nie wachsende Funktion von z ist, wenn man 
von den zu A parallelen Strecken der Kurve absieht. Wird die Meridian- 
kurve durch eine Reihe von Polygonen approximiert, dann bestimmen 
diese Polygone eine Reihe von Drehkérpern, deren Rauminhalt und Ober- 
fliche den Rauminhalt bzw. die Oberfliche von K’ als Grenzwerte be- 
stimmen. In jedem Punkt der approximierenden Drehkérper gibt es dann 
entweder eine Tangentialebene oder zwei Halbtangentialebenen. Nur auf 
der Achse A kénnen Spitzen mit unendlich vielen Tangentialebenen vor- 
kommen. Bei der folgenden Konstruktion geniigt es, solche Kérper in 
Betracht zu ziehen. 


4. Uber den in EZ gelegenen gréBten Parallelkreis von K’ als Haupt- 
kreis sei eine Kugel vom Halbmesser r konstruiert, und es sei C der 
um K’ umschriebene Kreiszylinder. Wir setzen vorlaufig voraus, daB die 
Oberfliche von K’ keine zu A parallelen Strecken, auBer den auf C ge- 
legenen enthalt. Wir fiihren dann die folgende Konstruktion aus. Es 
sei P’ ein Punkt der Oberfliche von K’, T’ die entsprechende Tangenten- 
ebene, 7'” die zu 7’ parallele Tangentenebene der Kugel, deren Beriihrungs- 
punkt zu derselben Seite von EZ wie P’ liegt. 7” wird von einer zu A 
parallelen Geraden P’P” in P” geschnitten. Wenn P’ die Oberfliche 
von K’ duzchlauft, wird P’’ die Oberfliche eines neuen Drehkérpers K” 
beschreiben. Wenn 7’ + A, wird P” ins Unendliche gefiihrt, es sei denn, 
da8 7” Tangentenebene des Zylinders C ist. Wenn zwei Teile der Ober- 
fliche von K’ lings eines Parallelkreises als Kante zusammenstofen, gibt 
es in jedem Punkt der Kante zwei verschiedene Tangentialebenen und der 
Parallelkreis wird dann bei der Konstruktion in zwei verschiedene Kreise 
von K” iiberfiihrt. Die beiden Kreise werden mit einem zu A parallelen 
Zylindermantel verbunden, welcher der Oberfliche von K” hinzugerechnet 
werden soll. 

Der Rauminhalt von K” kann jetzt leicht berechnet werden. Es 
seien z’ und 2” die Ordinaten von P’ und P”, H’ der Abstand des 
Anfangspunktes von 7”, 0 der spitze Winkel (Z, 7’). Das P’ und 7” ent- 
entsprechende Flichenelement von K’ werde mit dF’ bezeichnet. Wird 
der Kérper erstens in auf £ senkrechte zylinderférmige Elemente eingeteilt, 
zweitens in Kegel eingeteilt mit dem Anfangspunkt als Spitze, so kann 
der Rauminhalt V von K’ durch die beiden Integrale 


f fear’ cos 0 = i fara F, 


ausgedriickt werden. Die Integrationen erstrecken sich jeweils iiber die 
ganze Oberfliche von K’. Aus einer Figur sieht man sofort, daB 


(2"’ — z')cos0 =r — H’. 
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Der Rauminhalt von K” wird dann 

Sez" dP’ cos 0 = f2z'dF’cos0+rfaF’ -fH'dF’=rF' — 2V. 
Weil die Kugel im Inneren des Kérpers K” gelegen ist, gilt die Un- 


gleichung 
rF’—2V— oar > 0. 


Hier gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn K” mit der Kugel 
zusammenfallt, das hei8t, wenn entweder K’ selbst eine Kugel vom Halb- 
messer r ist, oder wenn K’ von zwei Halbkugeln und einem Teil eines 
Kreiszylinders zusammengesetzt ist. (Der letzte Kérper kann dadurch er- 
zeugt werden, daB die dem Zylinder einbeschriebene Kugel lings des Zy- 
linders wie ein Fernrohr ausgezogen wird. ) 

Wir haben noch den Fall zu erwahnen, in dem die Oberflaiche von 
K zylinderférmige Teile enthilt, welche nicht auf C liegen. Solche 
Kérper kénnen aus den bisher betrachteten durch Hinausziehen in der 
Richtung A hervorgebracht werden. Die angegebene Konstruktion wird 
genau zu demselben Kérper K” fiihren wie vorher. Der auf jedem 
zylinderférmigen Teil entfallende Beitrag zur GréBe r F’ — 2 V ist positiv. 
Die Ungleichung (3) bleibt also immer richtig. 

Da fiir den urspriinglichen Kérper K das Volumen gleich V und die 
Oberfliche F> F’ ist, besteht also auch die Ungleichung 


rF—2V—ar*>D0. 


Wir schreiben diese Ungleichung in der Form 


] 4 ! 1 inate mee is eee ie 

( eT oe = —2)8)° + ; 

4) Trial Veg? 1S) (VF +18) 

wobei wir 2r?=S gesetzt haben. Es sei bemerkt, daB das Defizit 
ioe — V das Maximum des Polynoms in r, -eP —V— jar’, dar- 


6) 
stellt, Weil die Drehachse A beliebig gewahlt werden kann, gilt die Un- 
gleichung (4) fiir jedes innere oder auBere QuermaB S des Kérpers K. 
5. Um das isoepiphane Problem zu lésen, steht noch aus zu unter- 
suchen, wann das Defizit gleich Null ist. Dafiir ist notwendig, daB die 
rechte Seite von (4) fiir alle inneren und duBeren QuermaBe § gleich 
Null sei. Alle imneren und auBeren QuermaSe des Kérpers miissen also 
gleich } F sein. Das kann nur dann eintreten, wenn der Kérper konvex 
ist. Um das zu beweisen, projizieren wir jeden Teil der Oberflache von K 
in einer willkiirlichen Richtung M senkrecht auf eine Ebene. Es sei Q 
die Summe dieser Projektionen. Q ist dann eine Funktion des der Rich- 
tung M entsprechenden Punktes m der Kugeloberflache mit Halbmesser Eins. 
































Maximaleigenschaft der Kugel. 271 


Die Oberfliche F von K kann dann einem Satze von Cauchy zufolge 
durch das Integral 


F=},[@do 
22 


ausgedriickt werden. Hier bedeutet dw das dem Punkt m entsprechende 
Flachenelement der Einheitskugel, und das Integral erstreckt sich iiber 
die ganze Kugelfliche. Nun ist fiir jede Projektion Q>2S, und wenn 
K nicht konvex ist, dann gibt es sicher solche Richtungen M, fiir welche 
Q> 28 ist. Die Annahme, daB S=}F, wiirde dann auf den Wider- 
spruch F > F fiihren. 

Es sei dann K ein konvexer Kérper. Wenn ein inneres Quermai 
von K dem entsprechenden fuBeren Querma® gleich sein soll, muB die 
Beriihrungskurve des entsprechenden umschriebenen Zylinders eine ebene 
Kurve sein. Und wenn das fiir alle Richtungen des Zylinders eintreten 
soll, mu8 der Kérper, wie Blaschke bewiesen hat‘), ein Ellipsoid sein. 
Und wenn weiter alle QuermaBe gleich groB sein sollen, muS der Kérper 
eine Kugel sein. 

Es ergibt sich also, daB das Defizit =F! —V nur fiir die Kugel 


gleich Null ist. Die klassische isoepiphane Ungleichung (1) ist somit 
bewiesen und verschirft worden ohne Anwendung anderer Grenzprozesse 
als der fiir die Bestimmung von Volumen und Oberfliche notwendigen. 


II. Zu Minkowskis Theorie der konvexen Kérper. 


6. Die oben fiir den Beweis der isoepiphanen Ungleichung angewendete 
Konstruktion kann auch dazu benutzt werden die Ungleichungen von 
Minkowski fiir zwei konvexe Kérper zu beweisen in dem speziellen Fall 
wo die beiden Kérper demselben Zylinder oder ahnlich gelegenen Zylindern 
einbeschrieben sind. 

Es seien K, und K, zwei konvexe Kérper, 7, und 7’, zwei Stiitz- 
ebenen, deren duBere Normalen parallel und gleichgerichtet sind und 
P, und P, die Stiitzpunkte von 7, und 7,. Fiir jeden Kérper sei ein 
Anfangspunkt O, bzw. O, gewahlt, und es seien H, und H, die mit einem 
Vorzeichen versehenen Entfernungen von O, bis 7, bzw. O, bis T,. End- 
lich bezeichnen wir mit dF, und dF, die P,, 7, und P,, 7, entsprechen- 
den Fliachenelemente der Oberflichen von K, und K,, und betrachten 
dann die vier Integraie 


3V,,—J H,dF,, 3V,,—Jf H,dF,, 3V,,=JS H,aF,, 
Ps 3Vy, =f H,dF,, 
*) Kreis und Kugel 8S. 157. 
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wobei die Integrationen iiber die ganzen Oberflichen der Kérper erstreckt 
werden. Das Flaichenelement kann gleich Null werden. Dieser Fall tritt 
ein, wenn der Stiitzpunkt eine Spitze ist oder auf einer Kante liegt. Hat 
die Stiitzebene eine endliche Flache mit der Oberflache gemein, so wird 
die ganze Flache als Element im Integrale auftreten. V,, und V,, sind 
die Volumina von K, und K,, V,, und V,, die sogenannten gemischten 
Volumina der beiden Kérper. Alle vier Integrale sind von der Wahl der 
Anfangspunkte unabhangig, und sie werden nicht durch Parallelverschiebung 
eines der Korper geindert. Aus K, und K, kann ein neuer konvexer 
Kérper x, K, + 2, K, mit der Stiitzfunktion x, H, + x, H, gebildet werden, 
wo z, und 2, positive Zahlen sind. Dieser Kérper kann dadurch erhalten 
werden, daB K, und K, homothetisch im Verhiltnis z,:1 bzw. z,:1 ver- 
groBert werden, und die so entstandenen Kérper geometrisch addiert werden. 
Der Rauminhalt dieses Kérpers ist gleich 


zi V,, + 32} 2, V,, +32, 23 V,, + 23 Vio- 
Minkowski hat die folgenden Ungleichungen bewiesen‘): 
Vn Vn Ve Vad Van un 
oe A ae A ae 
welche auch so gefaBt werden kénnen: 


Vie Vax 
Vi oe. Vie 2 


(5) 


Veo 
Vax” 

7. Wir setzen jetzt voraus, daB die Projektionen der beiden Kérper 
in einer bestimmten Richtung durch Parailelverschiebung kongruent sind, 
oder anders gesagt, daB die Kérper durch eine Parallelverschiebung dem- 
selben Zylindermantel einbeschrieben werden kénnen, und fiihren dann 
die vorher benutzte Konstruktion aus. Der Stiitzpunkt P, wird in der 
Richtung des Zylinders in den in der Stiitzebene 7, gelegenen Punkt P; 
verschoben. Der Punkt P; wird die Oberfliche eines im allgemeinen nicht 
konvexen Kérpers beschreiben, welcher K, in seinem Innern enthilt. Es 
sei bemerkt, daB wenn P, eine Spitze des Kérpers K, ist, es unendlich 
viele entsprechende Punkte P; gibt, welche eine zu der Zylinderrichtung 
parallele Strecke ausfiillen, und eine Kante von K, erzeugt einen Zylinder- 
mantel. Wenn K, und K, auf dasselbe Koordinatensystem bezogen werden, 
und die Ordinaten von P, und P{ in der Zylinderrichtung mit z, und z; 
bezeichnet werden, findet man gleich, daf 


(2; — 2,)cos@ = H, — H, 


‘) Hermann Minkowski: Volumen und Oberfliche (Ges. Abh. Bd. 2). 
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und bei derselben Rechnung wie vorher, findet man das Volumen des 
neuen Kérpers gleich 


J eid F,cos 0 = f2,dF,cos0+ fH,dF, — f H,dF,=3V,,—2V 


11? 


und somit die Ungleichung - 
(6) 3 Vy— — 2V,, — Veg 2 0- 


Das Gleichheitszeichen gilt hier nur, wenn entweder K, und K, kon- 
gruent sind, oder wenn K, aus K, dadurch gebildet werden kann, daB 
man K, lings des umschriebenen Zylindermantels wie ein Fernrohr aus- 
zieht. Durch Vertauschung der Indizes erhilt man aus (6) 


(7) 3 Ve, — 2Veg — Vi, > 9. 


8. Setzen wir 
A=3V,, — 2V,, — Vag; 


B=3V,, — 2Va,— Vi; 
so wird 


24 — B=3(2V,,— Vz, — Vaa)s 
2B — A=3(2 Ve. — Vos — Vis)s 


und wir kénnen zeigen, daB diese zwei letzten GréBen nicht negativ sein 
kénnen. Hierfiir wenden wir einen von Minkowski benutzten Kunstgriff 
an. Erstens konstruiert man den Kérper (1 — s) K, +8 K, (wo0<s< 1), 
welcher demselben Zylinder wie K, und K, einbeschrieben ist, und dann 
den Kérper 


az, K,+2,{(1 —s)K, +8K,} = {z,+2,(1—s8)} K, +2,8K,. 
Das Volumen dieses Kérpers ist gleich 
23 V,,+32?2,{(1—s)V,, +8V,,} 

+- 32,23 {(1 — 8) V,,+2(1—8)8V,,+ 8° Va} 

+ a? {(1—8)°V,, +3(1—s)°*sV,.+3(1—8)s° Vy, +(1—#)” Veo}. 


Hier sind die Koeffizienten eben die Volumina und die gemischten Volu- 
mina von K, und (1—s)K,+s8K,. Die drei ersten Koeffizienten des 
Polynoms in z,, 2, liefern somit die Ungleichung 


s*{3(1— 8)(2V,, — Vz, — Vay) +8 (30,4 — 204, — Vog)} [0, 
welche fiir alle Werte von s richtig ist. Dafiir ist aber notwendig, da8 


(8) 205 5 Via = Vax =0 
und analog wird 
(9) 2Ve, — Vox — Vig = 0. 


Mathematische Annalen. 95. 18 
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Wenn (8) mit 2 multipliziert und dann zu (9) addiert wird, erhilt man 
wiederum (6). Dagegen kénnen (8) und (9) nicht auf solcher Weise aus 
(6) und (7) abgeleitet werden. 

9. Sind die Projektionen von zwei Kérpern K, und K, in einer 
bestimmten Richtung nicht kongruent, aber doch miteinander ahnlich 
und dhnlich gelegen im Verhiltnis ¢:1, dann konstruieren wir den 
Koérper ¢K,, welcher dann demselben Zylinder wie K, einbeschrieben 
werden kann. Dabei wird H, mit ¢ unddF, mit ¢* multipliziert, und es 
gelten dann die Ungleichungen 


3tV,, —2V,, — t* Vn >0, 


3t*V,, — 2t* V., — V,,=>9, 
welche auch so geschrieben werden kénnen: 
foot fo 42 l- 
Vs ly, Vie\ (- Vie \ 
) 12 so —V/ ) (. 4.9]/ 2: 
(10) | w—u2s Vas (t | “a + 2y 7), 
oe ee Ya)'(3 eh 
aid Vy — Vn Vale —V v8) (ae +20 v8): 


oder 
2Vig> Vu +tV ys, 
2V ig >t Von ++ Vis 
oder 
(12) Ve. — Vz, Ve, > (8 Ve, — Vac)’ 
(13) V5, — Vee Vas 2 (+ Vie — Vn) - 


Die Ungleichungen (5) von Minkowski sind also unter diesen speziellen 
Voraussetzungen iiber die konvexen Kérper bewiesen. 

10. Minkowski hat die Bedingung fiir die Gleichheit V;, = V,, V, 
angegeben, ohne den Beweis auszufiihren, niamlich das K, entweder mit K, 
oder mit eimem Kappenkérper von K, homothetisch sein mu8. Unter 
einem Kappenkérper eines Kérpers K versteht man folgendes: Es sei M 
ein Punkt auBerhalb von K. Den von M aus sichtbaren Teil der Ober- 
fliche von K ersetze man durch den K umschriebenen Kegelmantel 
mit M als Spitze. Den dadurch entstandenen konvexen Kérper nennt 
Minkowski einen Kappenkérper von K. K kann auf diese Weise mit 
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unendlich vielen eg” versehen werden. Wenn V,, == V,,V,,, mu der 


Relation (12) zufolge + V0 ae a ae sein, und wenn t= 1, V,,=V,,=V,,. 


a 
Es sei jetzt K, ein + i von K,. Die Punkte P, von K, 
werden dann bei der in $7 ausgefiihrten Konstruktion in der Regel nicht 
verschoben. Nur die Spitze M, eines Kegelmanteis von K, wird in 
Punkte M; verschoben, welche eine zu der Zylinderrichtung parallele Strecke 
ausfiillen. Diese Strecke gibt keinen Beitrag zu der Oberfliche des neuen 


Kérpers, welcher also insofern mit K, zusammenfillt. Hieraus folgt 
V,,=V,.- Weiter ist 
3V,,— J H,dF, = f(H, — H,)dF,+ f H,dF,. 

Fiir den gemeinsamen Teil der Oberflichen von K, und K, ist H, ~ H,. 
Das Glied (H, — H,)dF, kommt also nur fiir die durch M, gehenden 
Stiitzebenen, welche K, nicht beriihren, in Betracht. Der Integrand 
i (H, — H,\dF, stellt den Rauminhalt eines Kegels vor, dessen Spitze M, 
ist und dessen Basis dF, ist. Die Summe der beiden letzten Integrale 
ist also gleich 3V,,. Und wir haben gesehen, daB V,, = V,, = V,,, wenn 
K, ein Kappenkérper von K, ist. 

11. Wir betrachten jetzt speziell einen Kérper K,, welcher in einen 
Kreiszylinder vom Halbmesser r einbeschrieben werden kann. Und als den 
Kérper K, betrachten wir die Kugel vom Halbmesser r. Dann ist 


3V,=JfrdF,=rF, 
_—JH,dPF,=r'fH,do, 
wenn F die Oberfliche von K, bezeichnet und dm das der Richtung von 


H, entsprechende Flaichenelement der Einheitskugel bedeutet. Das Vo- 
lumen V,, von K, bezeichnen wir mit V, und wir setzen 


M= SA, do. 


Die mittlere Breite von K, ist dann gleich 7M. Wenn K, ein Polyeder 
ist, wird 2M gleich die Summe der Produkte einer Kante mit dem an- 
liegenden auBeren Raumwinkel des Polyeders. Und wenn die Oberfliche 
von K, stetig gekriimmt ist, dann wird M de: iiber die ganze Oberfliche 
von K, erstreckte Integral der mittleren Kriimmung gleich. Dieses Inte- 
gral ist von Steiner eingefiihrt worden. 


Die Ungleichungen (6) und (7) nehmen jetzt die folgenden Ge- 
stalten an 


rF—2V— *ar'D0, 
rM—sart—V>0 
18* 
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oder . 
Trl a > 5g (WF 2r a) (F + 212), 
1 3 7 @ 
qa,3 M — J = az (M—4ar) (M+ 82r). 


Aus (8) und (9) erhalten wir 
*rF—V—19rM>O0, 


- ea 
5° M—szar?— > rFo0 
oder 


F*—~3MV>(F-—rM)’, 


1 1 \3 
jz MM — F275 (M —4ar) ° 


Minkowski hat fiir jeden konvexen Kérper bewiesen, das F* — 3 MV > 0 
und M*°—42F>0. Die Gleichheit F* -3MV=0 gilt, wenn K, eine 
Kugel oder ein Kappenkérper einer Kugel ist. Die Gleichheit M”° — 4x F = 0 
gilt aber nur fiir die Kugel. Fiir die Ungleichung M° —42F>0 habe 
ich in diesen Annalen Bd. 84 (1921) einen anderen fiir alle konvexen 


Koérper geltenden Beweis geliefert. 


(Eingegangen am 3. 4. 1925.) 
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§ 1. 


Uber den Begriff der Kurve. 


Wir bezeichnen mit dem Wort ,Kurve“ so zahlreiche interessante 
geometrische Gebilde, da8 wir erwarten diirfen, aus einer zweckmaBigen 
begrifflichen Prizisierung unserer Kurvenvorstellung eine ausgedehnte 
Theorie herleiten zu kénnen. Die alteren Kurvendefinitionen wurden frei- 
lich, wie sich herausstellte, den Forderungen der Anschauung nur in ge- 
ringem Mae gerecht: Sowohl die Jordanschen Kurven (die eindeutigen 
stetigen Bilder der Strecke), als auch die irreduziblen Kontinua kénnen 
bekanntlich ganze Flachenstiicke enthalten, — zu den einfachen Kurven- 
bégen (den topologischen Bildern der Strecke) gehért anderseits schon 
eine so einfache Kurve, wie die Kreislinie, nicht, — und die Cantorsche 
Definition der ebenen Kurven als nirgends dichte Kontinua ist auf andere 
Euklidische Raume prinzipiell uniibertragbar. Es ist angesichts der 
Schwierigkeiten, welche insbesondere das Ausgehen vom Abbildungsbegriff 
mit sich bringt, nicht verwunderlich, wenn Hausdorff‘) geradezu leugnet, 


*) Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 369. 
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da8 sich unsere heterogenen Kurvenvorstellungen unter einen verniinftigen 
Sammelbegriff iiberhaupt bringen lassen. 

Fragen wir uns allerdings ganz unvoreingenommen nach dem an- 
schaulichen Wesen der Kurven, so ist die Abbildbarkeit dieser Gebilde 
auf gewisse andere keineswegs deren wichtigstes Kennzeichen. Um ein 
solches zu erhalten, vergleichen wir vielmehr eine Kurve mit einer Flache 
und einem Kérper. Die Kurve denken wir uns durch feine Drihte 
reprasentiert, die Flache aus diinnem Blech hergestellt, den Kérper aus 
Holz. Da sehen wir: Um einen Punkt der Fliche samt allen Punkten 
seiner Nachbarschaft aus der Fliche zu entfernen oder von der iibrigen 
Flache zu trennen, miissen wir die Flache mit einer Schere lings kon- 
tinuierlicher Linien schneiden. Um aus dem Kérper einen Punkt nebst 
Nachbarschaft herauszuholen, miissen wir ganze Flachen durchsigen. Um 
dagegen einen Punkt der Kurve, sie mag noch so veristelt und verwickelt 
sein, samt seiner Nachbarschaft aus der Kurve zu entfernen, geniigt es, 
wenn wir die Kurve mit einer Zange in diskreten Punkten durchzwicken. 
Diese Tatsache, die von der speziellen Gestalt der betrachteten Fliche 
und Kurve unabhiangig ist, gestattet eine strenge begriffliche Priazisierung: 


Ein Kontinuum K heiBt Kurve, wenn zu jedem Punkt von K beliebig 
kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen keine Kontinua enthalten. 
Ein Kontinuum K, welches in einen Raum eingebettet ist, heiBt Kurve, 
wenn zu jedem Punkt von K beliebig kleine Umgebungen existieren, deren 
Begrenzungen keine Kontinua mit K gemein haben. Dabei bezeichnen 
wir in tiblicher Weise als Kontinuum eine mehr als einen Punkt ent- 
haltende abgeschlossene Menge, die sich nicht spalten lapt in zwei fremde 
abgeschlossene Teile, es sei denn, da einer von beiden leer ist. 


Da8 durch diese Definition tatsichlich das anschauliche Wesen unserer 
Kurvenvorstellung erfaBt wird, verbiirgt eine allgemeine Theorie der 
Dimension von Punktmengen*). Mit ihr ist die angefiihrte Kurven- 
definition verbunden durch den Satz: In Euklidischen (und noch all- 


*) Vgl. meine Arbeiten iiber die Dimension von Punktmengen in den Monats- 
heften f. Math. u. Phys. 1 (1923), S. 148; IL (1924), S. 137 (im folgenden zitiert als I 
und II); ferner Proc. Ac. Amst. 27 (1924), sowie die daselbst zitierten Arbeiten von 
L. E. J. Brouwer und P. Urysohn. — Eine Menge M heiBt dieser Theorie zufolge 
héchstens n-dimensional in jenen Punkten, fiir welche beliebig kleine Umgebungen mit 
héchstens (m — 1)-dimensionalen Begrenzungen existieren, wobei von der leeren Menge 
als der (—1)-dimensionalen ausgegangen wird. Diese Definition ordnet jeder Menge 
eines Euklidischen Raumes eine Dimension zu (im R, gerade den Mengen, die einen 
offenen Teil enthalten, die Dimension n), und steht nebst allen ihren Folgerungen 
mit unserer Anschauung in Einklang. Bis in die kombinatorische Topologie hinein 
laBt sich der Gedanke verfolgen, da8 das Wesentliche eines n-dimensionalen Ele- 
mentes darin besteht, daB es von (m—1)-dimensionalen Elementen begrenzt wird. 
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gemeineren) Raumen sind die Kurven identisch mit den eindimensionalen 
Kontinua. Dabei nennen wir éine nicht leere Menge M nulldimensional 
(oder auch total zusammenhangslos), wenn zu jedem Punkt von M beliebig 
kleine Umgebungen mit leeren (bzw. wenn M in einen Raum eingebettet 
ist, mit zu M fremden) Begrenzungen existieren; — und wir nennen eine 
nicht leere und nicht nulldimersionale Menge M eindimensional, wenn zu 
jedem Punkt von M beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Be- 
greazungen nulldimensional sind (bzw. wenn M in einen Raum eingebettet 
ist, mit M nulldimensionale Durchschnitte haben). 

Die topologischen Bilder der Kurven sind stets eindimensional, also, 
wenn sie abgeschlossen sind, Kurven*). Das Intervall des R, und folg- 
lich jeder einfache Kurvenbogen ist eine Kurve; auch die Summe abzahl- 
bar vieler kompakter Kurven ist eindimensional‘). Dagegen ist eine 
Quadratfliche und iiberhaupt jede Menge, die in einem nicht linearen 
Euklidischen Raum (in einem R,, n > 2) einen offenen Teil enthialt, keine 
Kurve’). In einem R,, n=>3, ist das Komplement einer Kurve zu- 
sammenhangend*). In der Ebene sind die Kurven identisch mit den 
nirgends dichten Kontinua, also mit den Kurven im Cantorschen Sinn’). 

Da8 wir durch unsere Kurvendefinition mit der Anschauung in Kon- 
flikt geraten, haben wir also nicht zu befiirchten; wir wollen daher im 
folgenden die Struktur der Kurven naher untersuchen. 


§ 2. 
Uber die Ordnung der Kurvenpunkte. 


Wenn zu einem Punkt p des Raumes beliebig kleine Umgebungen 
mit endlichen Begrenzungen existieren, dann heiBe p ein reguldrer Punkt. 
Wenn zum Punkt p insbesondere eine endliche Zahl n existiert, so daB 
es beliebig kleine Umgebungen gibt, deren Begrenzungen eine Michtig- 
keit <n haben, dann sagen wir, p sei ein Punkt von einer Ordnung < n. 
Von der Ordnung n heiBt demnach ein Punkt p, wenn m die kleinste 
natiirliche Zahl ist von der Eigenschaft: Es existieren beliebig kleine Um- 
gebungen von p, deren Begrenzungen die Machtigkeit n haben. Die regularen 
Punkte, welche von keiner bestimmten endlichen Ordnung sind, — d. h. also 
jene Punkte, zu denen zwar beliebig kleine Umgebungen mit endlichen 
Begrenzungen existieren, bei denen aber die Michtigkeit dieser Umgebungs- 


begrenzungen notwendig iiber jede vorgegebene endliche Zahl wiichst, wenn 


%) I, S. 149, vgl. auch Satz I der vorliegenden Arbeit. 
*) Il, 8. 147. 

5) I, 8. 152; II, 8. 153. 

®) II, 8. 156. 

*) I, S. 156 
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die Umgebungen hinlanglich klein werden, — nennen wir von wachsender 
Ordnung oder von der Ordnung w. Die nichtreguliren Punkte eines 
separablen vollstindigen Raumes zerfallen in solche von der Ordnung xy, 
d.s. die Punkte, zu denen beliebig kleine Umgebungen mit abzihlbaren 
Begrenzungen existieren, — und in Punkte von kontinuierlicher Ordnung 
oder von der Ordnung c, d.s. jene Punkte, fiir welche die Begrenzungen 
aller hinlainglich kleinen Umgebungen unabzihlbar, also von der Machtig- 
keit des Kontinuums sind. 

Einige einfache Beispiele werden diesen Ordnungsbegriff erlautern: 

B,. Ein Punkt erster Ordnung ist der Endpunkt eines Intervalls 
im R,. 

B,. Ein Punkt zweiter Ordnung ist ein innerer Punkt des Intervalls 
des R,. 

B;. Ein Punkt vierter Ordnung ist der Kreuzungspunkt einer sich 
durchsetzenden Lemniskate. 

B,. Einen Punkt von wachsender Ordnung besitzt im Nullpunkt die 
Kurve des R,, welche in Polarkoordinaten ausgedriickt folgende Strecken 
enthalt: 


a 


P=—, 0O<r< (n=1,2,... adinf.), 


z\— 


lA 


a 

B;. Die Kurve des R,: sient I 

g=0, 0 
ist von der Ordnung y, in allen Punkten der Strecke p=0, VSr<l. 

Be. Verbinden wir im R, mit rechtwinkeligen kartesischen Koordi- 
naten die Punkte einer im Einheitsintervall der X-Achse perfekten nir- 
gends dichten Menge durch Strecken mit dem Punkt (0,1) der Y-Achse, 
dann erhalten wir eine Kurve, deren samtliche Punkte von kontinuier- 
licher Ordnung sind. 

B; mége einem naheliegenden Mi®verstindnis vorbeugen. Durch die 
Kurvendefinition wird fiir jeden Punkt einer Kurve gefordert, daS fiir ihn 
beliebig kleine Umgebungen mit diskontinuierlichen Begrenzungen exi- 
stieren; nicht verlangt ist, daB die Begrenzungen aller hinlanglich kleinen 
Umgebungen diskontinuierlich sind. Betrachten wir z. B. die Kurve des R, 
bestehend aus der Strecke — 1<2<1, y=0, und den Kreisen um den 


. c a bse 1 aif ‘ re 
Nullpunkt mit den Radien r = - (n=1,2,...adinf.) und r= a am 


(m,,m, = 1, 2,... ad inf.). Der Nullpunkt O ist ein Punkt zweiter Ordnung 


r<l1 (n=1,2,... ad inf.) 
<r<l 


dieser Kurve; dennoch existieren beliebig kleine Umgebungen von 0, 
deren Begrenzungen Kontinua sind, nimjich die Kreisumgebungen 


U (0; 3) n= 1,2,... ad inf. 











Se 
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Wir erkennen, daB die Definitionen des Kurvenpunktes und der ver- 
schiedenen Ordnungen von Punkten unter dasselbe Schema fallen, wenn 
wir allgemein als E-Punkt einen Punkt bezeichnen, zu dem beliebig kleine 
Umgebungen einer gewissen Eigenschaft £ existieren*). Die Kurvenpunkte 
sind jene Punkte, zu welchen beliebig kleine Umgebungen mit Begrenzungen 
ohne Teilkontinuum existieren; es sind also die E-Punkte, wenn als Eigen- 
schaft ZH der Umgebungen bezeichnet wird: Diskontinuitaét der Umgebungs- 
begrenzung. Wir erhalten als Z-Punkte die reguliren Punkte, wenn wir 
unter der Eigenschaft 2 Endlichkeit der Umgebungsbegrenzung verstehen; 
die Punkte von einer Ordnung < x, bzw. <n, wenn E bedeutet: Machtig- 
keit der Umgebungsbegrenzung <», bzw. <n. 

Die Tatsache, daB zu einem Punkt p beliebig kleine Umgebungen 
einer bestimmten Eigenschaft Z existieren, kénnen wir auch in der Form 
aussprechen: Es existiert eine auf p sich zusammenziehende Folge von 
Umgebungen mit der Eigenschaft 2, d.h. eine Folge von Z-Umgebungen 
des Punktes p, von der in jeder vorgegebenen Umgebung U(p) fast 
alle Glieder enthalten sind’). Da nun durch topologische Abbildungen 
Umgebunggsfolgen, die sich auf einen Punkt zusammenziehen, iibergefiihrt 
werden in Umgebungsfolgen, die sich auf den Bildpunkt zusammenziehen, 
so ergibt sich: 

Satz I. Wenn das topologische Bild jeder Umgebung mit der Higen- 
schaft E auch selbst die Higenschaft E besitzt, dann ist das topologische 
Bild jedes E-Punktes ein E-Punkt. 


Nennen wir Umgebung mit der Eigenschaft ZH jede Umgebung mit 


*) Die Bedeutung dieser Definition beruht auf der (bisher allerdings wenig be- 
achteten) Tatsache, da’ wichtige Struktureigenschaften der Mengen ihren Ausdruck 
finden im Verhiltnis der Mengen zu gewissen Umgebungsfolgen, welche sich auf die 
einzelnen Punkte zusammenziehen, und speziell zu den Begrenzungen dieser Um- 
gebungen. Zu diesen Eigenschaften gehért insbesondere die Dimension von Punkt- 
mengen, wie sie in den sub *) zitierten Arbeiten definiert wird. Dieselbe fallt gleich- 
falls unter das obige Schema, so da8 einige der im folgenden bewiesenen allgemeincn 
Sitze der abstrakte Kern auch von dimensionstheoretischen Satzen sind. Wir erbalten 
nimlich die Punkte, in denen der Raum eine Dimension <n hat, als Z-Punkte, 
wenn wir unter der Eigenschaft Z der Umgebungen verstehen: Dimension < n —1 der 
Umgebungsbegrenzung. In einer Flachen- und Kérpertheorie werden wir ferner auf 
ein hdherdi ionales Analogon der Ordnung im oben definierten Sinn stoBen, welches 
gleichfalls unter das allgemeine Schema fillt. — SchlieBlich kénnte eine Theorie von 
Verzweigungen aufgebaut werden, indem man zur Definition der Verzweigungs- 
ordnungen die Umgebungsbegrenzungen nicht nach ihren Miichtigkeiten (wie bei der 
obigen Definition der Ordnung), sondern nach den Miichtigkeiten der Mengen ihrer 
Komponenten einteilt. 

*) In der Hausdorfischen Terminologie ist dann das System der Umgebungen 
von p mit einem System von Umgebungen der Eigenschaft E gleichwertig. 
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diskontinuierlicher Begrenzung, dann ergibt Satz I die topologische In- 
varianz der Kurvenpunkte. Verstehen wir unter der Eigenschaft 2 der 
Umgebung, daB deren Begrenzung a) eine Machtigkeit <n hat, b) end- 
lich ist, ¢) héchstens abzahlbar ist, dann ergibt sich, da durch topologische 
Abbildung jede dieser drei Eigenschaften erhalten bleibt, der Satz: Durch 
topologische Abbildung des Raumes kann die Ordnung keines Punktes 
erhéht werden. Da die inverse Abbildung einer topologischen Abbildung 
topologisch ist, kann bei topologischer Abbildung des Raumes die Ordnung 
eines Punktes auch nicht erniedrigt werden. Wir haben also: 

Satz Il. Die Ordnung eines Punktes ist eine topologische Invariante. 

Wir wenden uns nun wieder allgemeinen Z-Punkten zu und beweisen 
iiber deren Verteilung im Raum: 

Satz III. Die Menge aller E-Punkte des Raumes ist ein G). 

Dabei nennen wir G; das Produkt abzihlbar vieler offener Mengen, 
F, die Summe abzihlbar vieler abgeschlossener Mengen. — Sei nun R, 
die Menge aller Punkte p des Raumes mit folgender Eigenschaft: Es exi- 
~—_ von p eine Umgebung mit der Eigenschaft 2, deren Durchmesser 


-=- ist. Die Menge R, ist fiir jedes k& offen. Die Menge M = IR, i 


ri, ein Gs; anderseits ist sie identisch mit der Menge aller E. “Punkte. 
Denn, sei erstens p ein Z-Punkt, dann existieren von p beliebig kleine 
Umgebungen mit der Eigenschaft 2; also liegt p in jeder der Mengen R, 
und folglich auch in M. Ist zweitens p Punkt von M, dann existieren 
von p beliebig kleine Umgebungen mit der Eigenschaft Z, also ist p ein 
E-Punkt. Damit ist Satz III bewiesen. 

Satz III ist der abstrakte Kern u. a. des Satzes, daB die Menge aller Punkte, in 
denen der Raum héchstens n-dimensional ist, einen Gs bildet. Fiir die Kurven- 
theorie ergibt sich aus ihm: 

SatzIV. Die Menge aller Punkte von einer Ordnung < « der Kurve K, 
wo « eine natiirliche Zahl, w oder ~, bedeutet, ist ein Gs. Bezeichnet K“ 


die Menge aller Kurvenpunkte, deren Ordnung genau « ist, so gilt das Schema: 
x 











eS a ee A oe 
ee , ’ 
G, P 
— 
Gs 
Gs Pus 
Gs P y 
Gs fe 


Dabei bezeichnen wir mit P eine Menge, die zugleich G;, und F,,, ist 
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Der erste Teil von Satz IV ist eine Folge von Satz III. Ferner sieht 


n-1 n 
man: Fiir jedes natiirliche n ist sowohl .Y K*, als auch S K* ein G,, 
a=1 a=1 


also K" ein G,,, d.h. Differenz zweier Mengen Gj. Ferner ist sowohl 


K— SK , als auch K — aK ein F,, also K” auch ein F,,, d. h. Diffe- 


renz zweier Mengen F,. Jedes K" ist also eine Menge P. Die Menge 
aller Punkte von irgendeiner endlichen Ordnung ist ein Gs,, d. h. Summe 
abzihlbar vieler Mengen @, (nimlich der Mengen K"). Folglich ist K” 
Komplement eines G;, zu einem G;, also ein F,,5, d.h. Produkt abzahl- 
bar vieler F,. K"° ist wieder eine Menge P. Damit ist Satz IV bewiesen. 


$ 3. 
Uber die Endpunkte der Kurven. 


Wir untersuchen nun niher den G; K’ der Kurvenpunkte erster Ord- 
nung oder, wie wir auch sagen wollen, der Endpunkte von K, eine Be- 
zeichnungsweise, die sich durch das Beispiel B, rechtfertigt. Dabei legen 
wir die betrachtete Kurve als Raum zugrunde. Es gilt diesbeziiglich der 
fundamentale 


Satz V. In jeder total vollsténdigen Kurve, d.h. in jeder Kurve, 
deren sdmtliche beschrankte Teile kompakt sind, liegen die Punkte von 
hoherer als erster Ordnung dicht und bilden einen kondensierten, in jedem 
Punkt der Kurve eindimensionalen F,, der in jedem nicht leeren, offenen 
Teile der Kurve Kontinua enthdlt. Die Menge der Endpunkte ist ent- 
weder leer oder nulldimensional. 

Wir bezeichnen die Menge aller Punkte von héherer als erster Ord- 
nung der Kurve K mit ‘K und leiten zunichst einen Widerspruch her 
aus der Annahme, da8 *K im Punkt p von K nicht eindimensional, also 
nulldimensional in p sei. In der Tat, diese Annahme besagt, da8 beliebig 
kleine Umgebungen von p existieren, deren Begrenzungen bloB Endpunkte 
enthalten. Wir geben eine Umgebung V(p) so klein vor, daB K — V(p) 
nicht leer ist; und nun betrachten wir eine Umgebung U(p), die samt 
ihrer abgeschlossenen Hille U (p) in V(p) liegt, — wir driicken dies durch 
das Symbol U(p)<V(p) aus, — und deren Begrenzung B bloB8 End- 
punkte enthalt. Jedem Punkt von B kann eine p nicht enthaltende Um- 
gebung < V(p) zugeordnet werden, deren Begrenzung genau einen Punkt 
enthilt. Nach dem Borelschen Theorem iiberdecken endlich viele von 
diesen Umgebungen, etwa U,, U,,...,U,, die Menge B. Die Begrenzung 
jeder dieser Umgebungen enthialt genau einen Punkt, die von U, etwa den 
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Punkt b,. Es mégen die Punkte ,, 5;,,...,5;, in U(p), die Punkte 
bj,, bj,, -+ +, bj, auBerhalb von U(p) liegen. Dann ist aber 
+ a 
W(p) = U(p) + 2 U,— U(p)- 2X Us, 


eine Umgebung von p< V(p) mit leerer Begrenzung. Denn ein Punkt 
der Begrenzung von W(p) miiBte der Begrenzung einer der Mengen U(p), 
U;, oder U;, angehéren. Die Punkte dieser Begrenzungen liegen aber 
teils in W(p), teils auBerhalb von W(p). — Eine Umgebung von 
p< V(p) mit. leerer Begrenzung widerspricht aber, da K — V(p) nicht 
leer ist, dem Zusammenhang von K. Wir sehen also, daB die Annahme, 
*K sei in p nulldimensional, zu einem Widerspruch fiihrt®*). 

*K ist in keinem Punkte nulldimensional und nach Satz IV ein F,. 
Dann enthalt aber nach einem Lemma von Mazurkiewicz’) jede nicht 
leere in *K offene Menge Kontinua (ist nicht ,,punctiform“). Insbesondere 
ist sie also ferner kondensiert und in der Kurve dicht. 

Betrachten wir nun irgendeinen Endpunkt p von K. Es existiert 
eine auf p sich zusammenziehende Folge {U;} von Umgebungen, deren 
Begrenzungen {B,} aus je einem Punkt bestehen. Da’*K auch in p nicht 
nulldimensional ist, so ist fiir fast alle Mengen B; ihr einziges Element 
ein Punkt von *K, also kein Endpunkt. Mithin kann aus den JU, eine 
auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen herausgegriffen 
werden, deren Begrenzungen zu K’ fremd sind; d. h. die Menge K’ ist, wenn 
sie nicht leer ist (wie z. B. bei der Kreislinie), in jedem ihrer Punkte, 
also schlechthin nulldimensional. 

Insbesondere kann also keine Kurve ausschlieBlich aus Endpunkten 
bestehen. Daraus folgt, daS auch kein nicht leerer offener Teil einer 
Kurve ausschlieBlich aus Endpunkten bestehen kann, denn nach bekannten 
Siitzen enthielte er ein Teilkontinuum, also eine Kurve, die dann gleich- 


**) (Zusatz bei der Korrektur:) Durch dasselbe Verfahren kann, wenn p speziell 
von der Ordnung n ist, ein Widerspruch hergeleitet werden aus der Annahme, da8 B 
weniger als n Punkte von ‘K enthilt. Es gilt also, in Beantwortung einer mir von 
P. Alexandroff gestellten Frage, der Satz: Die Menge ‘K ist in jedem Punkt von K 
von derselben Ordnung wie K, enthdlt also insbesondere in Bezug auf sich selbst keine 
Endpunkte. Bemerkenswert ist an diesem Resultat auch folgendes: Es waren in der 
bisherigen Punktmengenlehre im allgemeinen Fo-Mengen, die ohne Anderung gewisser 
Eigenschaften des Raumes weggelassen (,,vernachlissigt*) werden konnten. In der 
Menge K* sehen wir einen Gs (der nicht notwendig ein Fo ist), nach dessen Ver- 
nachlissigung sich an den Ordnungen der Kurvenpunkte nichts andert. — Ubrigens 
gelten die Sitze dieses Paragraphen fiir die Endpunkte von Kontinua iiberhaupt, 
nicht bloB fiir die von Kurven. : 

”) Vgl. Fund. Math. 3, 8.67. — Dieses Lemma ergibt sich auch aus dimensions- 
theoretischen Sitzen. Vgl. Menger, Einige Uberdeckungssiitze, Wien. Ber. 1924, 8. 442. 
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falls blo8 aus Endpunkten bestiinde. Daraus sehen wir neuerdings, dab 
die Menge *K in K und sogar in jedem Teilkontinuum von K dicht ist. 
Damit ist Satz V in allen Stiicken bewiesen. 

DaB die Punkte von héherer als erster Ordnung in jeder Kurve dicht 
liegen, ist von vornherein plausibel. Wir wollen nun aber zeigen, daB 
unter Umstianden auch die Endpunkte in einer Kurve dicht liegen und 
dann, in sich betrachtet, in gewissem Sinn sogar dichter angeordnet sind 
als die Punkte von héherer Ordnung. 


Satz VI. Es existieren Kurven, in denen die Endpunkte dicht liegen. 
Unter den separablen vollstandigen Kurven sind dieselben identisch mit 
jenen, fiir welche die Menge aller Punkte von héherer als erster Ordnung 
von erster Kategorie im Sinn von Baire ist. 


Wir geben zunachst im R, ein Beispiel Bs fiir eine Kurve K, in der 
die Menge K* dicht liegt. Sei A eine Strecke von der Linge 7. Als mA 
bezeichnen wir die Menge aller Strecken, die zugleich folgenden Be- 
dingungen geniigen: 

1. Sie haben auf A ihren Mittelpunkt. 


2. Sie stehen auf A senkrecht in einem Punkt, der von den End- 
punkten von A einen Abstand /-d hat, wo d eine dyadisch rationale 
Zahl ist. 


3. Sie haben, wenn d= rs ist, wo p eine ungerade Zahl bezeichnet, 
die Linge = 

Wir gehen nun von einer Strecke S=m°S des R, aus. Beim ersten 
Schritt bilden wir mS =m'S, d. i. eine Summe von abzahlbar vielen 
Strecken senkrecht zu S, deren jede durch ihren auf S gelegenen Mittel- 
punkt in zwei Halbstrecken zerfillt. Beim zweiten Schritt bilden wir 
m*S, — so nennen wir die Summe aller jener Strecken S*, zu denen 
eine Halbstrecke H* von m'S existiert, so daB S* zu mH" gehért. All- 
gemein bilden wir beim k-ten Schritt m*S, — so nennen wir die Summe 
aller Strecken S*, zu denen irgendeine Halbstrecke H*~* von m*~'§ exi- 
stiert, so daB S* zu mH** gehért. Die abgeschlossene Hiille K von 


Ss m*§ ist ein nirgends dichtes Kontinuum, also eine Kurve. Jeder 
k=0 


Punkt, der Endpunkt von einer der Strecken irgendeiner Menge m*S 
ist, ist Endpunkt von K. (Die Mittelpunkte dieser Strecken sind offenbar 
Punkte vierter Ordnung.) In der Tat, sei p Endpunkt etwa der Strecke A 
von m*§, deren Lange/ sei. Bilden wir irgendeine gegen p konvergente 
Folge von Punkten auf A mit dyadisch irrationalen Abstinden von p 
(gemessen in 7), dann wird durch jeden eine Umgebung von p in K be- 
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grenzt und die so entstehende Umgebungsfolge zieht sich auf p zusammen. — 
Bereits die abzihlbare Menge dieser Endpunkte liegt in K dicht, womit 
der erste Teil von Satz V bewiesen ist. 

Den Beweis der zweiten Hilfte stiitzen wir auf den 


Hilfssatz A. Unter den Mengen F, eines separablen vollstandigen 
Raumes sind diejenigen, welche mit ihrem Residuum iibereinstimmen, 
identisch mit jenen von erster Kategorie. 

Dabei verstehen wir mit Hausdorff?) unter dem Residuum der 
Menge M die Menge M-M—  M und nennen von erster Kategorie im 
Sinne von Baire eine Menge A, welche Summe abzahlbar vieler in A 
nirgends dichter Mengen ist. Aus Sitzen von Hausdorff**) geht nun her- 
vor, daB jede Menge M eines separablen vollstindigen Raumes in genau 
einer Weise darstellbar ist als Summe einer in M abgeschlossenen Menge, 
welche mit ihrem Residuum identisch ist, und einer in M offenen Menge, 
welche reduzibel, d.h. zugleich F, und G; ist. Wir sehen: Wenn bei 
dieser Zerspaltung der zweite Bestandteil nicht leer ist, dann ist die 
Menge M, da sie einen offenen Teil enthalt, der ein Gs ist, nach be- 
kannten Sitzen nicht von erster Kategorie. Also ist jeder F,, der von 
erster Kategorie ist, mit seinem Residuum identisch. — Ist umgekehrt die 
Menge M ein mit seinem Residuum identischer F,, also = > M,, wo die 


Mengen M, abgeschlossen sind, dann mu8 jede der Mengen M, in M 
nirgends dicht sein. Sonst enthielte eine der Mengen, da sie abgeschlossen 
ist, einen nicht leeren, offenen Teil, der als Durchschnitt einer ab- 
geschlossenen und einer offenen Menge zugleich F, und Gs ware. Das ist 
aber bei einer mit ihrem Residuum identischen Menge unméglich; also 
ist M von erster Kategorie. Damit ist Hilfssatz A bewiesen. 

Sei nun XK eine separable vollstindige Kurve. Satz IV ergibt, daB 
die Menge *K ein F, ist; Satz V, daB ‘K in K dicht ist. Dann und nur 
dann, wenn auch K’ in K dicht ist, ist ‘K mit seinem Residuum iden- 
tisch, also nach Hilfssatz A von erster Kategorie. Damit ist auch der 
zweite Teil von Satz VI bewiesen. 

Wir sehen also: bei jenen Kurven, in denen die Endpunkte dicht 
liegen, sind dieselben (obwohl in jedem Teilkontinuum die Nicht-End- 
punkte dicht liegen) in gewissem Sinne dichter angeordnet, als die Nicht- 
Endpunkte. Denn die Menge der Endpunkte lat sich, als Gs, nach 
bekannten Sitzen nicht darstellen als Summe einer Folge von nirgends 
dichten Mengen, wahrend dies fiir die Menge der Nicht-Endpunkte, wie 
wir gesehen haben, zutrifit. Aus Satz VI folgt insbesondere noch, daB K’*, 


*") Mengenlebre (1914), S. 281. 
*®) a. a. O. S. 281 ff., 460ff.; vgl. auch C. Kuratowski, Fund. Math. 8, S. 96. 
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wenn diese Menge in K dicht ist, von der Machtigkeit des Kontinuums 
ist und keinen relativ offenen F, enthilt. 


§ 4. 
Uber die nicht reguliren Kurvenpunkte. 


Wir beweisen zunichst wieder einen abstrakten Satz, aus dem sich 
dann einige Struktursitze ergeben werden. 


Satz VII. Es liege ein total vollsidndiger Raum zugrunde. Die 
Umgebungen mit der Eigenschaft E mégen folgenden Bedingungen genitigen: 
1. Besitzen U, und U, die Eigenschaft E, dann auch U, +-U,. 

2. Besitzt die Umgebung U mit der Begrenzung B die Eigenschajt E, 
dann auch jede Umgebung V, deren Begrenzung Teil von B ist. 

3. Alle Umgebungen mit leeren Begrenzungen besitzen die LEigen- 
schajft E. 

Behauptung. Das Komplement A der Menge aller E-Punkte dees 
Raumes ist entweder leer oder ein kondensierter, in keinem seiner Punkte 
nulldimensionaler F,, und jede in A offene Menge enthdalt Kontinua,. 

Zunichst ist die Menge A nach Satz III ein F,. Sei nun p ein 
Punkt von A, d.h. es existiere eine Umgebung U(p), so daB es keine 
Umgebung mit der Eigenschaft E < U(p) gibt. Wir zeigen: A ist in p 
nicht nulldimensional, d. h. es existieren nicht beliebig kleine Umgebungen 
von p mit zu A fremden Begrenzungen. Sei nimlich V(p) eine be- 
schrinkte Umgebung <U(p). Die Begrenzung B von V(p) ist be- 
schrankt, also kompakt; da V(p) in U(p) enthalten ist und daher nicht 
die Eigenschaft Z besitzt, ist B nach Bedingung 3 nicht leer. Wir leiten 
einen Widerspruch her aus der Annahme, B sei zu A fremd. In der Tat, 
aus dieser Annahme wiirde folgen, daB jeder Punkt von B E-Punkt ist. 
Also kann B nach dem Borelschen Theorem mit endlich vielen beschrankten 
Umgebungen der Eigenschaft 2 < U(p) iiberdeckt werden. Die Summe W 
dieser endlich vielen Umgebungen besitzt nach Voraussetzung 1. die Eigen- 
schaft E. V(p)+W=V'(p) ist eine Umgebung von p< U(p). Die Be- 
grenzung B’ von V'(p) ist Teil der Begrenzung von W, also besitzt V’(p) 
nach Voraussetzung 2. die Eigenschaft E. Wegen V’(p) < U(p) ist da- 
mit der angekiindigte Widerspruch gegen die Voraussetzung hergestellt 
und bewiesen, daB A in p nicht nulldimensional ist. 

Da also die Menge A ein in keinem seiner Punkte nulldimensionaler 
F, ist, so folgt nach der schon beim Beweise von Satz V verwendeten 
Bemerkung, da jede nicht leere, in A offene Menge Kontinua enthilt. 
Damit ist Satz VII bewiesen. 
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Bezeichnen wir als Umgebung mit der Eigenschaft Z jede Umgebung 
mit endlicher Begrenzung, so ergibt sich: 

Satz VIII. In jeder total vollstandigen Kurve ist die Menge K° der 
nicht reguldren Punkte entweder leer oder ein kondensierter, in jedem 
seiner Punkte eindimensionaler F, und jede nicht leere, in K” offene 
Menge enthalt Kontinua. 


Die drei Forderungen von Satz VII werden ja von den Umgebungen 
mit endlichen Begrenzungen offenbar erfiillt; auSerdem ist nur zu be- 
merken, daB jede Teilmenge einer eindimensionalen Menge in jedem Punkt, 
in dem sie nicht nulldimensional ist, eindimensional ist. 

Sagen wir von einer Umgebung, sie besitzt die Eigenschaft 2, wenn 
ihre Begrenzung abzahlbar ist, so werden die drei Forderungen von 
Satz VII ebenfalls erfiillt und wir erhalten fiir das Komplement der Menge 
aller Z-Punkte, d.i. fiir die Menge aller Punkte der Ordnung c: 

Satz IX. In jeder total vollstdindigen Kurve ist die Menge K‘ 
entweder leer oder ein F, mit den Eigenschaften des Satzes VIII von K~ . 

Uber die Menge K° lassen sich aber noch weitergehende Aussagen 
machen. Die Menge K” kann namlich immerhin abgeschlossen und dabei 
doch in keinem ihrer Punkte von unendlicher Ordnung sein. So ist in B, 
die Menge K” eine Strecke. 

Anders liegen die Verhiltnisse hinsichtlich K°. Wir beweisen zu- 
nachst : 

Hilfssatz B. Ist p Punkt von XK‘, dann existieren nicht beliebig 
kleine Umgebungen U(p) mit folgender Eigenschaft (*): Die Begrenzung 
von U(p) ist fiir jedes « >0 bis auf eine abzihlbare Teilmenge iiber- 
deckbar mit einer Folge von Umgebungen, deren Begrenzungen abziahlbar 
sind und deren Durchmesser < «¢ sind und gegen Null konvergieren. 

Wenn p Punkt von K° ist, so existiert eine Umgebung V(p), derart, 
daB die Begrenzung keiner Umgebung U(p) < V(p) abzahlbar ist. BesiBe 
nun etwa die Umgebung U(p)<V(p) die Eigenschaft (*), so kamen 
wir zu einem Widerspruch. Wir geben dann «> 0 so klein vor, daB, 
wenn B die Begrenzung von U(p) bezeichnet, U(B; e)<V(p) gilt. Und 
nun iiberdecken wir B bis auf eine abzihlbare Teilmenge A mit einer 
Nullfolge {U,} von Umgebungen < , deren Begrenzungen B, abzihlbar 


sind. U(p)+ SU, =U" (p) ist eine Umgebung < V(p). Bezeichnet B’ 
n=1 
die Begrenzung von U’(p), so gilt: 
(**) B'< SB,+A. 
n=1 


Denn jeder Punkt von B’, der keiner der Mengen B, angehdrt, liegt, da 
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die U, eine Nullfolge bilden, in B; also wegen B— A < by U, in A. 
n=1 


Aus (**) folgt, da8 B’ abzahlbar ist, womit der angekiindigte Wider- 
spruch gegen die Definition von V(p) hergestellt und Hilfssatz B bewiesen 
ist Aus ihm folgt: 

Satz X. Sei K eine total volistindige Kurve. Die Menge K° ist in 
keinem threr Punkte reguldr. In jedem Punkte von K°, in dessen Nach- 
barschajt K — K° fiir jedes e > 0 tiberdeckbar ist mit einer Nullfolge von 
Umgebungen <e mit abzdhibaren Begrenzungen, ist die Menge K° von 
der Ordnung c. [Diese Voraussetzung ist insbesondere erfiillt in allen 
jenen Punkten von K°, in deren Nachbarschaft K*° ein Gs ist; — oder 
in deren Nachbarschaft zu jedem Punkt von K abgesehen von einem K° 
enthaltenden F, eine auf thn sich regulér zusammenziehende'*) Folge von 
Umgebungen mit abzdhlbaren Begrenzungen existiert.| Die Menge K° ist 
in allen Punkten von K° von der Ordnung c. 

Wiire erstens die Menge K° in ihrem Punkt p regular, so existierte 
eine auf p sich zusammenziehende Folge {U,} von Umgebungen des 
Punktes p, deren Begrenzungen B, blo& endliche Teilmengen A, von K° 
enthielten. Das wiren aber offenbar Umgebungen mit der durch Hilfs- 
satz B ausgeschlossenen Eigenschaft (*). Denn fiir jedesn wire B,— A, 
ein F,, dessen jedem Punkt beliebig kleine Umgebungen mit abzihlbaren 
Begrenzungen zugeordnet waren; also waren die Mengen B, — A, fiir jedes 
e> 0 mit einer Nullfolge solcher Umgebungen << iiberdeckbar. — Aus 
demselben Grund kann zweitens die Menge K° nicht von einer Ordnung 
<c sein in einem ihrer Punkte, in dessen Nachbarschaft K — K° fiir 
jedes e > 0 iiberdeckbar ist mit einer Nullfolge von Umgebungen <e mit 
abzihlbaren Begrenzungen. Denn in diesem Fall besiBen die Umgebungen 
der sich auf p zusammenziehenden Folge, deren Begrenzungen mit K‘ 
abzaihlbare Durchschnitte hitten, die Eigenschaft (*) von Hilfssatz B. — 
Wegen des Beweises der in der Klammer stehenden Bemerkung iiber 
Spezialfalle, in denen diese Uberdeckbarkeitsbedingung erfiillt ist, muB8 
auf eine ausfiihrliche Darstellung‘) verwiesen werden. Da8 endlich die 
Menge K° in allen Punkten von K° die Ordnung ¢ hat, ergibt sich un- 
unmittelbar daraus, da8 andernfalls die Umgebungen von Punkten, deren 


3) Ist (U,} eine auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen; B, die 
Begrenzung von U,,; d, der kleinste, D, der gréBte Abstand des Punktes p von B,, 
dann sagen wir, die U, ziehen sich reguldr auf p zusammen, wenn lim Er >0 gilt; 

non ad 
wenn also die U, hinsichtlich p nicht allzu exzentrisch werden. Vgl. Menger, Einige 
Uberdeckungssiitze der Punktmengenlehre, Wien. Ber. 1924. 
4) Menger, a. a. O. 
Mathematische Annalen. 95. 19 
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Begrenzungen mit K° abzihlbare Durchschnitte haben, die Eigenschaft (*) 
besiGen. Damit ist Satz X bewiesen. 


Es sei darauf hingewiesen, daB Satz VII der abstrakte Kern gewieser dimensions- 
theoretischer Satze ist. Wenn wir als Umgebung mit der Eigenschaft E eine Um- 
gebung bezeichnen, deren Begrenzung eine Dimension < n—1 hat, dann werden von 
diesen Umgebungen, wie sich zeigen 1a8t, die Voraussetzungen 1., 2., 3. von Satz VII 
erfillt. Daher ist in jedem total vollstindigen Raum die Menge aller Punkte, in 
denen der Raum eine Dimension > hat, ein F, mit den im Satz VII behaupteten 
Eigenschaften, — Auch Satz X hitte sich iibrigens auf einen abstrakten Kern zuriick- 
fiihren lassen. Der Grund fiir die Giiltigkeit des entscheidenden Hilfssatzes B liegt 
namlich offenbar darin, daB nicht nur die Summe endlich vieler, sondern die Summe 
abzahibar vieler Umgebungen mit der Eigenschaft E die Eigenschaft E besitzt. So 
wird auch deutlich, warum fiir K~ die analogen Sitze nicht gelten. Dagegen ist die 
Summe abzihlbar vieler abgeschlossener héchstens n-dimensionaler Mengen héchstens 
n-dimensional”), Daher gilt von Satz X in vollem Umfang das dimensionstheore- 
tische Analogon. In der angefiihrten Arbeit iiber einige Uberdeckungssiitze ist der 
analoge Satz fiir die nulldimensionalen Mengen bewiesen. Wahrend aber ein Beispiel 
einer (allerdings nicht abgeschlossenen) nicht nulldimensionalen Menge bekannt ist, 
welche in sich bloB eine nulldimensionale Menge von Punkten enthilt, in denen sie 
nicht nulldimensional ist, bleibt hier die analoge Frage, ob die Menge K‘ in einem 
ihrer Punkte von der Ordnung x, sein kann, offen. — Hingegen ist klar, warum die Menge 
aller Punkte, in denen der Raum eine Dimension >n hat, in Analogie zur Menge 
aller nicht reguliren Kurvenpunkte, nicht aber zur Menge aller Kurvenpunkte von 
einer Ordnung =n steht: Bezeichnen wir nimlich als Umgebung mit der Eigen- 
schaft E eine Umgebung, deren Begrenzung eine Michtigkeit <n besitzt, so wird 
die Voraussetzung 1. von Satz VII nicht erfiillt. Dies ist auch der Grund, warum 
die Satze des § 3 kein eigentlich dimensions-theoretisches Analogon besitzen. 


§ 5. 
Trennungs- und Zerlegungseigenschaften der Kurven und Kurvenarten. 


Wir nennen die Teilmengen A, und A, von M durch die Teil- 
menge B von M getrennt (in M), wenn M— B keine zusammenhingende 
Menge enthalt, die sowohl mit A, als auch mit A, Punkte gemein hat. 
Ferner sagen wir, der kiirzeren Ausdrucksweise halber, von einer Menge M, 
deren simtliche Punkte Z-Punkte sind, M besitzt die Eigenschaft Z. 


Satz XI. Es sei ein total vollstandiges Kontinuum als Raum zu- 
grunde gelegt. Die Summe zweier Umgebungen mit der Higenschajft E 
besitze auch selbst die Higenart E. 

Behauptung. K besttzt die Higenschaft E dann und nur dann, wenn 


15) Menger II, 8.1147. (Zusatz bei der Korrektur): Der Beweis dieses Satzes 
(und auch seiner Verallgemeinerung auf Fo, a. a. O. S. 150) 1a8t sich iibrigens wort- 
lich auf die Kurven ohne Punkte der Ordnung c iibertragen, so daB insbesondere 
der Satz gilt: Ist die Summe abzdhlbar vieler Kurven ohne Punkte der Ordnung c ein 
Kontinuum, dann ist sie eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c. 





SSS ee 











Grundziige einer Theorie der Kurven. 291 


je zwet fremde beschrankte abgeschlossene Teile von K getrennt sind durch 
die Begrenzung einer Umgebung mit der Eigenschajft E. 

Nehmen wir an, da K die Eigenschaft 2 besitzt und daB A, und A, 
zwei fremde beschrinkte, also kompakte Teilmengen von K seien. Es 
existiert eine Umgebung U(A,), die zu A, fremd ist. Wir kénnen jedem 
Punkt von A, eine Umgebung mit der Eigenschaft ZH < U(A,) zuordnen; 
wir kénnen sodann A, mit endlich vielen derartigen Umgebungen iiber- 
decken und haben in der Summe dieser Umgebungen eine Umgebung 
von A, mit der Eigenschaft H, deren Begrenzung offenbar A, und A, 
trennt. Der Beweis der zweiten Halfte von Satz XI liegt auf der Hand. 

Fiir die Kurventheorie ergibt dieser Satz, der auch dimensions- 
theoretische Konsequenzen hat: 


Satz XII. Unter den total vollsténdigen Kontinua sind 

a) die Kurven, 

b) die Kurven ohne Punkte der Ordnung c, 

c) die reguldren (d.h. nur reguldre Punkte enthaltenden) Kurven 
identisch mit jenen, fiir welche je zwei fremde beschraénkte abgeschlossene 
Teile trennbar sind 

a) durch eine diskontinuterliche, 

b) durch eine héchstens abzahibare, 

c) durch eine endliche Menge. 


Wir erwahnen in diesem Zusammenhang noch folgendes: Fiir die 
E-Punkte war die Existenz beliebig kleiner Umgebungen mit der Eigen- 
schaft Z gefordert; da8 alle Umgebungen eines solchen Punktes die Eigen- 
schaft HZ besitzen, war nicht gefordert (B,). Man kann aber zeigen: 
Wenn die Summe zweier Umgebungen mit der Eigenschaft # die Kigen- 
schaft Z besitzt und wenn die ganze Menge M die Eigenschaft Z hat, 
dann liegen die Umgebungen mit der Eigenschaft Z immerhin in gewissem 
Sinn dicht: Zwischen je zwei offene Mengen U, und U,, wo U, <U, und U, 
beschrinkt ist, la8t sich eine Umgebung U mit der Eigenschaft Z ein- 
schalten, U, < U< U,. — 

Wir gehen nunmehr daran, die Kurven und die wichtigsten Kurven- 
arten durch Uberdeckungs- und Zerlegungseigenschaften zu charakterisieren. 
Dabei bezeichnen wir als halbkompakt eine Menge, welche Summe abzahl- 
bar vieler kompakter Mengen ist. Die Bedeutung dieses Begriffes beruht 
darauf, daB alle Mengen Euklidischer Riume halbkompakt sind. Ferner 
sagen wir von einer Menge M, deren Durchmesser < « ist, M sei <e. 


Satz XIII. Damit die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene 


Menge M die Higenschajt E besttzt, ist notwendig und hinreichend, daB 
19* 
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M fiir jedes «>0 mit endlich vielen (mit einer Nullfolge von) Um- 
gebungen <e« der Higenschaft E iiberdeckbar ist. 

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn zunichst jeder Punkt der 
kompakten abgeschlossenen Menge A ein Z-Punkt ist, und eine Zahl e > 0 
vorgegeben wird, dann kann A nach dem Borelschen Theorem mit endlich 
vielen Umgebungen <e der Eigenschaft H iiberdeckt werden. Ist M halb- 


kompakt und abgeschlossen oder allgemeiner = x M,, wo die M, kompakt 
t=1 


und abgeschlossen sind, dann bestimmen wir, wenn e > 0 vorgegeben ist, 
irgendeine gegen Null konvergente Folge {e,} von positiven Zahlen < «. 
Wir kénnen fiir jedes i M, mit endlich vielen Umgebungen < ¢; von der 
Eigenschaft EZ iiberdecken. Die Gesamtheit dieser Umgebungen bildet 
dann eine M iiberdeckende Nullfolge von Umgebungen mit der Eigen- 
schaft 2. — Die Bedingung ist hinreichend. Wenn niamlich die halb- 
kompakte abgeschlossene Menge M fiir jedes e > 0 mit irgendeiner Folge 
von Umgebungen < « der Eigenschaft £ iiberdeckbar ist, dann existieren 
zu jedem Punkt von M beliebig kleine Umgebungen der Eigenschaft Z. Da- 
mit ist Satz XIII bewiesen. 

Satz XIII lieBe sich, wie aus seinem Beweis hervorgeht, in mehrfacher 
Hinsicht verschirfen, worauf es uns aber in folgendem nicht ankommt. 
Auf die Kurven angewendet, ergibt er unmittelbar: 

Satz XIV. Damit ein kompaktes (halbkompaktes) Kontinuum K 

a) eine Kurve, 

b) eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c, 

c) eine reguldre Kurve 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB K fiir jedes e>0 mit endlich 
vielen (mit einer Nullfolge von) Umgebungen < « tiberdeckbar ist, deren 
Begrenzungen bzw. 

a) kein Kontinuum enthalten, 

b) héchstens abzdhlbar sind, 

c) endlich sind. 

Unter Hinzunahme einiger Voraussetzungen kann der Uberdeckungs- 
satz XIII in einen eigentlichen Zerlegungssatz verwandelt werden. Ist U 
eine Umgebung mit der Eigenschaft 2, so wollen wir die abgeschlossene 
Hiille U von M als eine abgeschlossene Umgebung der Eigenschaft Z£ 
bezeichnen und die Punkte von U als die inneren Punkte von U bezeichnen. 

Satz XV. Die Umgebungen mit der Higenschaft E mégen folgenden 
Bedingungen geniigen: 

1. Wenn U, und U, die Eigenschaft E besitzen, dann besitzt auch 
a) U,+U, und b) U,—U,-U,, falls diese Menge nicht leer ist, die 
Eigenschajt E. 
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2. Wenn eine Umgebung mit der Begrenzung B die Higenschaft E 
besitzt, dann besitzt auch jede Umgebung, deren Begrenzung Teil von B ist, 
die Higenschajft LE. 

8. Ist {U,} eine (eventuell endliche) Folge von Umgebungen mit 
der Higenschaft E und bezeichnet B; die Begrenzung von U,, dann ist 
5 B, diskontinuierlich. 

Behauptung. Damit die kompakte (halbkompakte) abgeschlossene 
Menge M die Higenschaft E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf 
M fiir jedes e>0 Summe von endlich vielen (einer Nullfolge von) ab- 
geschlossenen Umgebungen <e der Higenschaft E sei, die zu je zweien 
keinen inneren Punkt gemein haben. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei nimlich M eine halbkompakte 
abgeschlossene Menge mit der Eigenschaft Z und e >0 vorgegeben. Nach 
Satz XI existiert eine M iiberdeckende Nullfolge {U;} von Umgebungen 
<e mit der Eigenschaft 2. Wir bilden: 


: k-1 
U,=U, Ur=Ui-Ur- SU; (k=2,38,...). 
t=1 


Dann gilt M< x U;; die U; sind, wenn wir etwaige leere unter ihnen 
tilgen, abgeschlosene Umgebungen <e, die ihrer Konstruktion zufolge 
zu je zweien keinen inneren Punkt gemein haben und nach Voraus- 
setzung 1b die Eigenschaft 2 besitzen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Sei zunichst fiir ein bestimmtes n 
die halbkompakte Menge M Summe einer Nullfolge {U?} (i = 1, 2,...) 


von abgeschlossenen Umgebungen < a mit der Eigenschaft H, die zu je 


zweien keinen inneren Punkt gemein haben. B;* bezeichne die Begrenzung 
von U;". Jeder Punkt, der irgend zweien von den Mengen U;' gemein 
ist, liegt in ihren Begrenzungen, ist also Punkt der Menge B" = S' By. 


i=1 
Jeder Punkt von M—B"” dagegen ist innerer Punkt von einer der 


Mengen U;’. Zu jedem Punkt von M — B” existiert also eine Umgebung 
<< mit der Eigenschaft #. — Wenn die Bedingung von Satz XV er- 


fiillt ist, so existiert zu jedem Punkt von M — > B? = M—B eine auf 


ihn sich zusammenziehende Folge von Umgebungen der Eigenschaft Z. 
Es ist dann also jeder Punkt von M— B ein H-Punkt. Das Komple- 
ment A der Menge aller Z-Punkte des Raumes M ist nach Satz VII 
entweder leer oder es enthalt Kontinua, da die Voraussetzungen des 
Satzes VII durch die Bedingungen 1a und 2 des Satzes XV erfiillt werden. 
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Wegen A< B< x B;' ist A nach Voraussetzung 3 diskontinuierlich, also 
leer, d.h. M besitst die Kigenschaft #. Damit ist die Bedingung such 
als hinreichend erwiesen. 

Analog ergibt sich der Beweis von Satz XV fiir kompakte Mengen und 
lieBe sich tibrigens fiir noch allgemeinere Mengen fiihren, worauf es uns 
hier nicht ankommt. Fiir die Kurventheorie haben wir nun den 


Satz XVI. Damit das kompakte (halbkompakte) Kontinuum K 

a) eine Kurve, 

b) eine Kurve ohne Punkte der Ordnung c, 

c) eine reguldre Kurve sei, 
tst notwendig und hinreichend, daB K fiir jedes e >0 Summe von end- 
lich vielen (einer Nullfolge von) abgeschlossenen Umgebungen < « sei, die 
zu je zweien bzw. 

a) diskontinuterliche 

b) héchstens abzdhibare ? Durchschnitte haben. 

c) héchstens endliche 

Verstehen wir namlich unter Umgebung mit der Eigenschaft E eine 
Umgebung, deren Begrenzung a) diskontinuierlich, b) héchstens abzahlbar, 
c) endlich ist, so werden die drei Forderungen von Satz XV offenbar 
erfiillt; die dritte, weil die Summe abzahlbar vieler diskontinuierlicher 
abgeschlossener Mengen diskontinuierlich ist. Es ist also in allen Fallen 
Satz XV anwendbar, woraus Satz XVI folgt, wenn wir beriicksichtigen, 
daB jeder Punkt, der mehr als einer der iiberdeckenden abgeschlossenen 
Umgebungen angehért, notwendig in ihrer Begrenzung liegt. 

Implizit ist im Beweis des Satzes XVIa ein dimensions-theoretischer Satz ent- 
halten: Bezeichnen wir als ,héheren* Punkt eines Kontinuums jeden Punkt, fiir den 
die Begrenzungen aller hinlanglich kleinen Umgebungen Kontinua enthalten, daun ist 
in jedem Kontinuum die Menge aller héheren Punkte entweder leer oder ein Kon- 
tinua enthaltender F, mit den Eigenschaften des Satzes VII von A.— Auch Satz XIII 


ist Kern eines dimensions-theoretischen Satzes, aus Satz XV lassen sich Folgerungen 
fiir die Dimensionstheorie ziehen. 


§ 6. 
Uber den Zusammenhang im kleinen von Kurven. 


Eine Menge M hei®t nach Hahn zusammenbingend im kleinen in 
ihrem Punkte p, wenn zu jeder vorgelegten Umgebung U(p) eine Um- 
gebung V(p) existiert, so daB alle Punkte von M-V(p) mit p durch ein 
Teilkontinuum von M<U(p) verbindbar sind. Eine Menge hei8t zu- 
sammenhingend im kleinen schlechthin, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
zusammenhangend im kleinen ist. Wir beweisen zunichst einen allgemeinen 
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Satz, welcher zeigt, daB die Punkte, in denen eine Menge nicht zusammen- 
hingend im kleinen ist, sich ahnlich verhalten, wie die nicht-regularen 
Punkte einer Kurve. ‘ 

Satz XVII. Die Menge K™ aller Punkte, in denen das total voll- 
stindige Kontinuum K (das wir als Raum zugrunde legen) nicht zu- 
sammenhdngend im kleinen ist, ist entweder leer oder ein kondensierter, 
in keinem seiner Punkte nulldimensionaler F,, der in jedem seiner nicht 
leeren, offenen Teile Kontinua enthdlt. 

Die Punkte, in denen die Menge K zusammenhingend im kleinen ist, 
sind die Z-Punkte, wenn wir unter der Higenschaft 2 einer Umgebung U(p) 
folgendes verstehen: Es existiert eine Umgebung V(p), so daB alle Punkte 
von V(p) mit p durch ein Kontinuum <U(p) verbunden sind. Nach 
Satz III bildet also die Menge aller Punkte, in denen K zusammen- 
hangend im kleinen ist, einen Gs, ihr Komplement K™“ daher einen F,. 
Die weiteren Behauptungen von Satz XVII sind bewiesen, wenn wir zeigen, 
daB die Menge K™“ entweder leer oder in keinem ihrer Punkte null- 
dimensional ist. Sei nun p ein Punkt von K“; dann enthilt jede hin- 
langlich kleine U(p) unendlich viele Komponenten und es gibt in U(p) 
eine Folge {p,} von Punkten, von denen keine zwei durch ein Kon- 
tinuum < U(p) verbunden sind und die den Punkt p zum Hiaufungspunkt 
haben. (Andernfalls wire naimlich die den Punkt p enthaltende Kompo- 
nente von U(p) eine Umgebung von p, deren samtliche Punkte durch 
ein Kontinuum < U(p) mit p verbunden wiiren.) Gegen diese Tatsache 
wollen wir nun einen Widerspruch herleiten aus der Annahme, daB K“ 
in p nulldimensional sei. Angenommen, in der Tat, V(p) sei eine Um- 
gebung <U(p), deren Begrenzung B ausschlieBlich Punkte enthielte, in 
denen K zusammenhangend im kleinen ist. Zu jedem Punkt von B wiirde 
dann eine Umgebung < U(p) existieren, deren simtliche Punkte mit dem 
betreffenden Punkt von B durch ein Kontinuum < U(p) verbunden waren. 
Endlich viele derartige Umgebungen, etwa die der Punkte 5b,, },,..., b, 
von B, wiirden die beschriinkte und daher kompakte abgeschlossene Menge B 
iiberdecken. Jeder der Punkte p, ist nun aber nach bekannten Sitzen 
mit mindestens einem Punkt von B durch ein Kontinuum verbunden. 
Da unendlich viele Punkte p, vorhanden sind und jeder von ihnen durch ein 
Kontinuum <U(p) mit einem der endlich vielen Punkte b; verbunden ist, 
so miissen mehrere von den p, auch untereinander durch ein Kontinuum 
< U(p) verbunden sein. Damit ist der angekiindigte Widerspruch gegen 
die Voraussetzung hergeleitet, also gezeigt, daB die Begrenzungen aller 
hinreichend kleinen Umgebungen von p Punkte von K“ enthalten; daB 
also die Menge K“ in keinem ihrer Punkte nulldimensional ist, wie Satz XVII 
behauptet. 
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Die Eigenschaft des Zusammenhanges im kleinen ist fiir das Ver- 
halten einer Punktmenge in mancher Hinsicht bedeutungsvoll, so da8 es 
an sich naheliegend ist, die Bedingungen dafiir zu suchen, daS eine Kurve 
im kleinen zusammenhingend sei. Diese Frage ist aber auch nach einer 
anderen Richtung von Interesse. Nach Hahn und Mazurkiewicz sind durch 
den Zusammenhang im kleinen unter den kompakten Kontinua lie ein- 
deutigen stetigen Bilder der Strecke charakterisiert; das sind aber jene 
Mengen, welche nach Jordan ,,Kurven“ heiBen. Offenbar ist diese Jordan- 
sche Kurvendefinition in gewisser Hinsicht viel zu weit, denn auch die 
Quadratflache, der Wiirfelkérper usw. sind zusammenhiangend im kleinen. 
Wenn wir nun aber unter den Kurven im Sinne unserer Definition jene 
charakterisieren, welche zusammenhingend im kleinen sind, so haben wir 
damit zugleich unter den Mengen, die nach Jordan ,,Kurven“ heiBen, 
gerade jene herausgehoben, welche den Namen Kurve mit Recht tragen; 
in der Ebene beispielsweise. gerade jene, welche keinen offenen Teil der 
Ebene, kein Flachenstiick, enthalten; also jene, die auch Kurven im 
Cantorschen Sinn sind. Zugleich gewinnen wir damit auch ein Kriterium 
fiir jene Mengen, die wir, der Anschauung folgend, als Kurven bezeichnen 
miissen, die aber nicht unter die Jordansche Definition fallen, welch letztere 
ja in gewisser Hinsicht wiederum viel zu eng ist. 

Nun hat Sierpirski'*) fiir die Jordanschen ,,Kurven“ noch die 
folgende zweite Charakterisierung gefunden: Sie sind unter den kompakten 
Kontinua identisch mit jenen, die fiir jedes « >0 Summe von endlich 
vielen Kontinua <e sind. Wir werden sehen, daB durch einige Zusatz- 
worte iiber die Art der Zerlegung in Teilkontinua unter den Jordanschen 
Kurven gerade diejenigen, die in Wahrheit eindimensional sind, charakteri- 
siert werden kénnen. 

Satz XVIII. Dafiir, dag ein kompaktes Kontinuum K eine im 
kleinen zusammenhdngende Kurve, oder mit andern Worten, eine ein- 
dimensionale Jordansche Kurve sei, ist notwendig und hinreichend, dag K 
fiir jedes « >0 Summe von endlich vielen Kontinua <« sei, die zu je 
zweien kein Kontinuum gemein haben. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei also K eine kompakte im kleinen 
zusammenhangende Kurve, ¢ > 0 eine vorgegebene Zahl. Zunichst sehen 
wir: Zu jedem Punkt von K existiert eine zusammenhingende Umgebung 
<e mit diskontinuierlicher Begrenzung. Sei namlich p ein Punkt von K. 
Da K eine Kurve ist, existiert eine Umgebung U(p)< U (p; <) mit 
diskontinuierlicher Begrenzung B. Sei U'(p) die Menge aller Punkte 
von U(p), die mit p durch ein Koptinuum < U(p) verbunden sind. 


1®) Fund. Math. 1, S. 44. 
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Offenbar ist U'(p) zusammenhingend; ferner sehen wir, 2a5 U'(p) offen 
ist. Sei namlich g Punkt von U’(p), dann ist wegen des Zusammen- 
hanges im kleinen von K jeder Punkt einer gewissen Nachbarschaft 
von g mit g und folglich auch mit p durch ein Kontinuum < U (p) ver- 
bunden. — SchlieBlich gilt, wenn B’ die Begrenzung von U(p) bezeichnet, 
B’'<B. Daz haben wir nachzuweisen, daB ein in U(p) gelegener 
Haufungspunkt von U’(p) auch Punkt von U'(p) ist. Sei nun {q,} eine 
gegen den Punkt g + p von U(p) konvergente Folge von Punkten, deren 
jeder durch ein Kontinuum U(p) mit p verbunden ist, — der Punkt gq, 
etwa durch das Kontinuum C,< U(p). Da die untere Naherungsgrenze 
der Mengenfolge {C,} den Punkt p enthilt, also nicht leer ist, so ist die 
obere Naherungsgrenze der {C,} nach bekannten Sitzen*’) ein p und q 
verbindendes Kontinuum < U(p); also ist g Punkt von U ‘(p), wie be- 
hauptet. — Als Teil von B ist B’ diskontinuierlich. Damit ist nach- 
gewiesen, daB U'(p) eine zusammenhiagende Umgebung <« mit dis- 
kontinuierlicher Begrenzung ist. 

Wir ordnen nun jedem Punkt von K eine zusammenhingende Um- 


gebung < z mit diskontinuierlicher Begrenzung zu. Endlich viele, etwa 
die Mengen 


(*) U,,.%,;..8 


n? 


iiberdecken K. Wir bilden nun, wie beim Beweise von Satz XV, die 
Mengen 


, ’ k-1 
(**) U,=U,, i=U.-U-S0G (k=2,3,..., 2). 
(= 


Das sind endlich viele K iiberdeckende abgeschlossene Umgebungen < ; 
(wenn wir etwa vorkommende leere Mengen auBer Betracht lassen), die 


zu je zweien keinen inneren Punkt gemein haben. U; ist ein Kontinuum. 
Wenn jede der Mengen U; endlich viele Komponenten enthilt, dann sind 
wir am Ziel; dann haben wir nimlich K als Summe von endlich vielen 
Kontinua < « dargestellt, die zu je zweien kein Kontinuum gemein haben. 

Es kann aber der Fall eintreten, daB manche von den Mengen (**) 
unendlich viele Komponenten enthalten. De K zusammenhingend im 
kleinen ist, so sieht man unmittelbar, daB in diesem Fall fiir jedes vor- 
gegebene 7 >0 fast alle Komponenten Durchmesser <7 haben, und 
ferner, da8 fast alle Komponenten der Menge [7;, wenn B; deren Be- 








17) Vgl. z. B. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, 8. 87f. — Die obere 
(untere) Niaherungsgrenze der Mengenfolge {A,} bedeutet dabei die Menge aller 


jener Punkte, deren jede Umgebung mit unendlich vielen (mit fast allen) A, Punkte 
gemein hat. 
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grenzung bezeichnet, innerhalb U(B;; 4) liegen. Es handelt sich in diesem 
Fall darum, die unendlich vielen vorliegenden Kontinua zu endlich vielen 
<e zusammenzufassen, so da8 je zwei von ihnen héchstens Punkte von 


> B, gemein haben. 
k=1 

Zu diesem Zweck gehen wir so vor: Sei U; die erste unter den 
Mengen (**) mit unendlich vielen Komponenten. Die ihr in der Reihe der 
(**) vorangehenden Mengen sind Summe von endlich vielen Kontinua < ; , 
sie mégen etwa 


Cc) 0;= C:, C2, oes C, 


heiBen, die zu je zweien héchstens Punkte von > Be gemein haben. Fast 
k=! 


alle Komponenten von U; haben nach der dion Bemerkung Durch- 


messer <=, wo mn die Anzahd der Mengen(**) bedeutet, und liegen 


4n , 
innerhalb U (B; 2 = ). Die héchstens endlich vielen Komponenten, welche 


diesen Bedingungen nicht geniigen, nehmen wir unter dem Namen 
O;41, -.-, G, in die Zerlegung von K auf. Jene eventuellen Komponenten, 
die nur aus einem Punkt bestehen, gehéren schon zu mindestens einer 
der Mengen (***). Die unendlich vielen iibrigen Komponenten, welche 
den beiden angefiihrten Bedingungen geniigen, sind selbst abgeschlossene 
Umgebungen, da in einer im kleinen zusammenhingenden Menge die 
Komponenten einer offenen Menge Gebiete sind**) Wir vereinigen jede 
von ihnen mit genau einer von denjenigen Mengen (***), mit denen sie 
Punkte gemein hat. Der Durchmesser von keiner der Mengen (***) 


kann hierdurch um mehr als Fa wachsen. Seien 


, 


(t) re CNR 


die durch Aufsaugung der kleinen Komponenten von U; vergréBerten 
Mengen (***). Die Mengen (+) sind Kontinua. Die Begrenzungen B; 


der C, sind Teile von SB, Denn ein Punkt p von B,; gehért ent- 
k=1 


weder der Begrenzung eines der Summanden von C; an; diese Summanden 
sind aber teils Mengen (***) und teils Komponenten von U;; ihre Be- 


grenzungen sind also durchwegs < Dy By. — Oder in jeder Umgebung 
r=1 
von p liegen Punkte von unendlich vielen Komponenten von U;, — dann 


aber liegt p in B,. — Wenn wir zu den Mengen (f{) noch die endlich 


*) Vgl. H. Hahn, Fund. Math. 2, S. 189 ff. 
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vielen nicht aufgesogenen Komponenten von U; hinzufiigen, so haben wir 
die Mengen U;, U,, ..., Uj aufgeteilt in endlich viele Kontinua < < + rr 


(tT) Ci, CG, oseg C,, o Seg Cs. 
die zu je zweien diskontinuierliche Durchschnitte haben. 

In der gleichen Weise kénnen wir nun U;,,, falls diese Menge un- 
endlich viele Komponenten hat, aufteilen, wodurch die Durchmesser der 
Mengen wieder héchstens um Pr wachsen. Und so fahren wir fort, bis 


wir nach Aufteilung von U, K in endlich viele Kontinua < =, die zu 
je zweien kein Kontinuum gemein haben, zerlegt haben. Damit ist die 
Notwendigkeit der Bedingung von Satz XVIII erwiesen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Sei nimlich das kompakte Kontinuum K 
fiir jedes «>0Q Summe von endlich vielen Kontinua <e, die zu je 
zweien kein Kontinuum gemein haben. Nach dem Satz von Sierpirski 
ist K zusammenhingend im kleinen. K ist dann aber auch eine Kurve. 
Denn wenn K Summe von endlich vielen Kontinua << ist, die zu je 
zweien kein Kontinuum gemein haben, dann ist K auch Summe von end- 
lich vielen abgeschlossenen Umgebungen < e, die zu je zweien kein Kon- 
tinuum gemein haben, und Satz XVI a ist anwendbar. Damit ist Satz XVIII 
bewiesen. 

Satz XVIII 1aBt sich auf einen abstrakten Kern zuriickfiihren, auf 
den wir hier nicht naher eingehen. Es sei blo&8 bemerkt, daB wir im Be- 
weis von Satz XVIII statt der Diskontinuitét der Begrenzungen mutatis 
mutandis offenbar Abzihlbarkeit der Begrenzungen verwenden kénnten. 
Wir erhalten dann als Erginzung zu Satz XVIb: 


Satz XIX. Damit ein kompaktes Kontinuum K eine im kleinen 
zusammenhdngende Kurve ohne Punkte der Ordnung c sei, ist notwendig 
und hinreichend, daB K fiir jedes « > 0 Summe von endlich vielen Kon- 
tinua <e sei, die zu je zweien héchstens abzdhlbare Durchschnitte haben. 

Als unmittelbare Folgerung der Sitze XVI und XVIII sei noch her- 
vorgehoben, da die nicht im kleinen zusammenhingenden Kurven (vgl. 
B,, B,) (jene Kurven also, welche nach Jordan nicht Kurven sind,) 
unter den kompakten Kontinua identisch sind mit jenen, die fiir jedes 
e>0 Summe endlich vieler abgeschlossener Umgebungen << mit zu je 
zweien diskontinuierlichen Durchschnitten sind, fiir die aber bei jeder 
Zerlegung in hinreichend kleine Kontinua Summanden auftreten, welche 
Kontinua miteinander gemein haben. 

Es sei noch darauf hingewiesen, da8 wir die Untersuchungen dieses Paragraphen 


in zweifacher Hinsicht erginzen kénoten. Erstens kénnen unter den im kleinen zu- 
sammenhangenden kompakten Kontinua jene, welche genau n-dimensional sind, durch 











300 K. Menger. 


Zerlegungssitze charakterisiert werden; damit sind Bedingungen dafiir angegeben, daB 
eine Jordansche ,Kurve“ n-dimensional ist, also, wenn sie Teilmenge des R, ist, da- 
selbst einen offenen Teil enthalt. Zweitens kénnen die Untersuchungen auf ,ver- 
allgemeinerte Jordansche Kurven“, d. h. auf die eindeutigen stetigen Bilder der Halb- 
geraden und der Geraden ausgedehnt werden. 


§ 7. 


Uber die reguliren Kurven. 


Hilfssatz B. ist in einem total vollsténdigen Kontinuum K die 
Begrenzung B einer beschrinkten Umgebung U endlich, so enthalt U 
endlich viele Komponenten und keine von ihnen ist zu B fremd. 

Wenn B die Miachtigkeit m hat und U enthielte mehr als n Kom- 
ponenten, dann wire mindestens eine Komponente, etwa K,, von U 2B 
fremd. K, wire dann aber eine Komponente von K, deren Komplement 
nicht leer ist, und eine solche kann, da K ein Kontinuum ist, nicht exi- 
stieren. Damit ist Hilfssatz B bewiesen. 

Sei nun ein Kontinuum K Summe von endlich vielen abgeschlossenen 
Umgebungen <«, die zu je zweien héchstens endliche Durchschnitte 
haben. Da die Begrenzung einer jeden solchen Umgebung héchstens solche 
Punkte enthalten kann, welche mindestens zwei von den Umgebungen 
gemein sind, so besitzt jede der abgeschlossenen Umgebungen eine endliche 
Begrenzung; jede der abgeschlossenen Umgebungen ist daher nach Hilfs- 
satz B Summe von endlich vielen zueinander fremden Kontinua < e. 
Es ist also dann K Summe endlich vieler Kontinua < e, die zu je zweien 
héchstens endliche Durchschnitte haben. Liegt umgekehrt eine Zerlegung 
des Kontinuums K in endlich viele Teilkontinua <« vor, die zu je zweien 
héchstens endliche Durchschnitte haben, dann ist jedes dieser Kontinua 
eine abgeschlossene Umgebung in K und Satz XVIc ist anwendbar. Wir 
haben also 

Satz XX. Damit das kompakte Kontinuum K eine reguldre Kurve 
set, ist notwendig und hinreichend, daf K fiir jedes «> 0 Summe von 
endlich vielen Kontinua <e« set, die zu je zweien héchstens endliche 
Durchschnitte haben. 

Wenden wir den Satz von Sierpiriski an, so sehen wir, daB jede regu- 
lare Kurve stetig durchlaufen werden kann. Bedenken wir ferner, daB jede 
Teilkurve einer regularen Kurve regular ist, so haben wir: 

Satz XXI. Jede reguldre Kurve ist (so wie jede threr Teilkurven) 
zusammenhdngend im kleinen, also eine Jordansche Kurve. Aber nicht 
jede im kleinen zusammenhdngende Kurve ist regular. 

Der zweite Teil von Satz XXI ergibt sich aus dem Beispiel By einer 
im kleinen zusammenhangenden, nicht reguléren Kurve. Wir denken im 
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R, mit rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten die Menge aller Punkte 
mit rationaler Abszisse, die auf der Strecke S: 0<x<1, y= 0 liegen, 
in eine Folge {p,} = {(r,,0)} geordnet. In die Kurve K nehmen wir 


nun auf § und alle Strecken S,: OS e<1, y= (n=1,2,...) und 


ferner fiir jedes n die Strecke T,: x=r,, Of y< =. Man erkennt leicht, 


da8 K zusammenhiingend im kleinen ist, obwohl die Punkte von § nicht 
regular sind. Zu jedem Punkt p von S lassen sich sogar abzihlbar viele 
einfache Kurvenbégen angeben (leicht konstruierbare Treppenpolygone), 
deren Langen simtlich eine positive Zahl iibersteigen und die bloB den 
Punkt » gemein haben. 

Immerhin enthalt die im kleinen zusammenhingende Kurve von B, 
Teilkurven, welche nicht zusammenhingend im kleinen sind, z. B. die 
Kurve, die aus S, allen S, und 7, besteht. Vermutlich enthdlt jede im 
kleinen zusammenhdngende Kurve, die nicht regular ist, Teilkurven, die 
nicht zusammenhdangend im kleinen sind. Wenn diese Vermutung richtig 
ist, dann sind die reguliren Kurven auBer den sie kennzeichnenden Zer- 
legungseigenschaften auch dadurch unter den Kurven oder den kompakten 
Kontinua charakterisiert, da8 sie samt allen ihren Teilkurven zusammen- 
hangend im kleinen sind***). Um zu zeigen, daB jede nicht regulire Kurve 
einen F, enthilt, der nicht zusammenhangend im kleinen ist, wiirde der 
Nachweis dafiir geniigen, daB jede nicht regulire Kurve abzahlbar viele 
zu je zweien fremde Kurvenbégen enthilt, deren Lingen simtlich eine 
positive Zahl iibersteigen. 

In gewissem Sinne hinausgehend iiber Satz XXI ist: 


Satz XXII. Hine Kurve ist in jedem reguliren Punkt enhdngend im 
kleinen. Die nicht-reguldiren Punkte, in denen eine Kurve z enhdingend im kleinen 
ist, bilden einen Foo, der auch Punkte von K° enthalten kann. 


Der erste Teil von Satz XXII ist eine Folge vom Hilfssatz B. Die im zweiten 
Teil betrachtete Menge ist darstellbar als Differenz der beiden F, K”~ —K“-K™. 
In der Kurve von B, besteht diese Menge aus einem Punkt von K°. 

Wir haben im § 3 gesehen, daB die Punkte von héherer als erster 
Ordnung in jeder Kurve in gewissem Sinne ausgezeichnet sind. Man wiirde 
nun erwarten, daB in den reguliren Kurven auch die Punkte von kleinerer 
als dritter Ordnung, mithin also die Punkte von zweiter Ordnung aus- 
gezeichnet sind. Dies ist indes nicht der Fall: Es kénnen Punkte von 
hoherer als zweiter Ordnung eine regulire Kurve ausfiillen, wie das Bei- 








*9) (Zusatz bei der Korrektur): Diese Vermutung ist, wie aus einem mir von 
P. Alexandroff mitgeteilten Beispiel hervorgeht, im R, unrichtig. Fiir den R, bleibt 
dagegen die Frage offen. 
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spiel Byo einer bereits von Sierpifiski**) konstruierten Kurve zeigen soll. 
Die Kurve entsteht so: Ein abgeschlossenes gleichseitiges Dreieck der 
Ebene wird in vier kongruente Dreiecke geteilt durch Strecken, welche 
die Seitenmittelpunkte verbinden. Das mittlere der vier Teildreiecke wird 
ohne seinen Rand getilgt; jedes der drei iibrigen Dreiecke wird wieder in 
vier Dreiecke geteilt und das mittlere ohne seinen Rand getilgt; und so 
fort ad infinitum. DaB auf diese Weise eine regulire Kurve entsteht, 
1a8t sich auf Grund von Satz XX leicht einsehen. Ferner iiberzeugt man 
sich davon, daB die entstehende Kurve, abgesehen von den drei Eck- 
punkten des Ausgangsdreieckes (welche man iibrigens durch Deformation 
in einen Punkt sechster Ordnung zusammenbiegen kann), keinen Punkt 
von niedrigerer als dritter Ordnung enthalt. 


Von Wichtigkeit ist ferner folgendes Problem: Es ist klar, daB zu 
einem Punkt p von der Ordnung n der Kurve K nicht mehr als n ein- 
fache Bégen existieren kénnen, welche zu je zweien bloB den Punkt p als 
ihren einen Endpunkt gemein haben. Ezistieren aber zu einem Punkt p 
von der Ordnung n der reguldren Kurve K wirklich immer n in p zu- 
sammenstoBende einfache Kurvenbégen; und zu einem Punkt p von der 
Ordnung w abzahlbar viele in p zusammenstoBende Bégen mit gegen Null 
konvergierenden Durchmessern? Vermutlich ist dies richtig. Keinesfalls 
aber kann man, wenn ein Bogen, der den Punkt p von der Ordnung n 
zum Endpunkt hat, irgendwie (ohne besondere VorsichtsmaBregeln ) heraus- 
gegrifien wurde, immer noch n — 1 weitere Bégen herausgreifen, die in p 
zusammenstoBen. Nehmen wir namlich als By im R, die Kurve K be- 
bestehend aus S: 0<2<1, y= 0; ferner aus den Halbkreisen zwischen 


den Punkten (= 3 0) und ( ; 0) in der oberen Halbebene und den 


geri? 





Halbkreisen zwischen den Punkten ( oe saa ) und ( . : ) in der 


g"-1 9g nti g"  gnt2 

unteren Halbebene (n = 1, 2,...). Der Nullpunkt ist von der Ordnung 2 
und es lassen sich auch zwei in ihm zusammenstoBende, sonst fremde 
Bégen angeben, namlich die Summe der oberen Halbkreise und die der 
unteren Halbkreise. Heben wir aber zuerst den Bogen S heraus, dann 
existiert kein weiterer Bogen in K, der mit S§ bloB den Nullpunkt 
gemein hatte. 

Von den Spezialfillen, in denen der Beweis der obigen Vermutung mit einfachen 
Mitteln gelingt, sei hier blo®B der Fall der Baumkurven erwahnt. So nennen wir 


unter den kompakten reguléren Kurven jene, welche keine einfache geschlossene 
Teilkurve (d. h. kein topologisches Bild einer Kreislinie) enthalten. Uber sie gilt: 


1) Prace Mat. Fiz. Warschau 27 (1916),-°S. 77, eine Arbeit, die ich im Detail 
nicht lesen konnte, da sie in polnischer Sprache verfaBt ist. 
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Satz XXIII. Zu jedem Punkt p der Ordnung n einer Bawmkurve K existieren 
n einfache Teilbdgen von K, welche blob den Punkt p als ihren einen Endpunkt mit- 
einander gemein haben. Die Baumkurven sind unter den kompakten reguldren Kurven 
durch jede der drei folgenden Eigenschaften charakterisiert: a) Irgend zwei ihrer Teil- 
kurven sind fremd oder sie haben einen zu ha den Durchschnitt; b) sie zer- 
fallen nach Tilgung irgendeines ihrer Punkte von hoherer als erster Ordnung; ©) je zwei 
threr Punkte und Teilkurven sind durch einen Punkt trennbar. 

Den einfachen Beweis dieses Satzes iibergehen wir hier. 





a 
Uber die gewohnlichen Kurven. 


Um von den reguliren Kurven schrittweise zu den Kurven zu ge- 
langen, mit denen sich die kombinatorische Topologie beschiftigt, waren 
zunachst jene reguliren Kurven zu untersuchen, die Summen von endlich 
vielen einfachen Kurvenbégen sind, ferner jene, welche abgesehen von ab- 
zihlbar vielen End- und Verzweigungspunkten lauter gewéhnliche Punkte, 
d. h. Punkte von zweiter Ordnung enthalten. Indem wir hier, wo es sich 
bloB um die Grundziige der Kurventheorie handelt, diese Zwischenprobleme 
iibe-gehen, wenden wir uns gleich dem letzten Schritt dieser Spezialisierung 
zu. Zunichst gilt: 


Hilfssatz C. Ist K eine kompakte regulére Kurve, dann existiert 
keine kompakte Kurve K,, die K als echten Teil enthilt und in allen 
Punkten von K dieselbe Ordnung hat, wie K.*°) 

Nehmen wir nimlich an, es sei K << K, und p ein Punkt von X,, 
der nicht 2u K gehért. XK, ist als kompakte regulire Kurve zusammen- 
hangend im kleinen, also ist p durch einen einfachen Bogen B < K, mit K 
verbunden. Da K abgeschlossen ist, existiert auf B, wenn wir von p aus- 
gehen, ein erster Punkt, der zu K gehért; er heiBe g. Dann ist aber klar, 
da8 K, in qg eine um mindestens 1 héhere Ordnung hat als K. Damit ist 
Hilfssatz C bewiesen. 

Satz XXIV. Unter den kompakten Kontinua sind die einfachen 
Bégen identisch mit den Kurven, welche abgesehen von zwei Endpunkten 
nur gewdhnliche Punkte enthalten; die einfachen geschlossenen Kurven 
sind identisch mit jenen, welche nur gewdhnliche Punkte enthalten. 

Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Sei ferner K ein Kon- 
tinuum, welches auBer den beiden Endpunkten a und b bloB8 gewoéhnliche 
Punkte enthalt. Als regulire Kurve ist K zusammenhiangend im kleinen. 
K enthialt also einen einfachen Kurvenbogen zwischen a und 6. Nach 


%°) Kin Analogon zu diesem Satz, der iibrigens starker Verallgemeinerung fihig 
ist, findet sich bei Janiszewski, Journ. d. l’Ec, Pol. (2) 16 (1912), S. 148. — Punkte 
der Ordnung w sind auszuschiieBen. 
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Hilfssatz C ist aber K durch diesen Kurvenbogen erschépft. — Sei ferner 
K ein Kontinuum, das ausschlieBlich gewéhnliche Punkte enthalt. Greifen 
wir zwei Punkte a und b aus K heraus, so enthalt K einen einfachen 
Bogen zwischen a und b, er heiBe B(a,b). AuBerdem mu8 K einen 
Punkt c enthalten, welcher nicht Punkt von B(a, b) ist. K enthilt auch 
zwei Bogen B(a,c) und B(b,c). Da K Punkte von héherer als zweiter 
Ordnung nicht enthilt, haben die drei vorliegenden Bégen zu je zweien 
nur einen Endpunkt gemein. B(a, c) + B(c, 6) ist also ein Bogen B’ (a, b). 
Folglich enthalt K die einfache geschlossene Kurve B(a, b)+ B’ (a,b). 
Nach Hilfssatz C ist K durch diese einfache geschlossene Kurve erschépft. 
Damit ist Satz XXIV bewiesen. 

Satz XXV. Unter den kompakten Kontinua sind jene, welche, ab- 
gesehen von endlich vielen End- und Verzweigungspunkten, nur gewohnliche 
Punkte enthalten, identisch mit den gewdhnlichen Kurven, d. h. mit jenen, 
die Summe sind von endlich vielen einfachen Kurvenbdgen, die zu je 
zweien hdchstens die Endpunkte gemein haben. In einem Punkt p der 
Ordnung n einer gewdhnlichen Kurve stoBen genau n einfache Bogen zu- 
sammen, welche nur den Punkt p als ihren einen Endpunkt miteinander 
gemein haben. Die Begrenzung jeder hinldnglich kleinen zusammen- 
hangenden Umgebung eines solchen Punktes enthdlt genau n Punkte. Sind 
die ganzen, nicht negativen Zahlen «,, a, &,,...,@, vorgegeben, so ist 
notwendig und hinreichend, damit (und zwar im R,) eine Kurve existiert, 
welche auBer gewohnlichen Punkten genau «, Punkte der Ordnung i 
(¢=1, 3,4,...,) enthdlt, das Bestehen der Relationen: 


n 
(1) Sta,=0(2), 
t=1 
n n 
(2) ty < Sia,—2 30,42. 
i=s i=3 


Das Gleichheitszeichen in (2) ist fiir die gewdhnlichen Baumkurven 
charakteristisch. 

DaB die Kurven, welche zerlegbar sind in einfache Bégen, die zu je 
zweien héchstens Endpunkte gemein haben, abgesehen von héchstens end- 
lich vielen End- und Verzweigungspunkten nur gewdhnliche Punkte ent- 
halten, ist klar. Liege umgekehrt eine solche Kurve K vor und sei p ein 
Punkt von K von der Ordnung i+2. Sei U(p) eine Umgebung, die 
auBer p nur gewdhnliche Punkte von K enthalt und deren Begrenzung 
genau ¢ Punkte enthalt. Die ¢ Punkte sind mit p durch ¢ einfache 
Bégen verbunden, die blo®B den Punkt p als Endpunkt gemein haben. 
Durch diese ¢ Bégen ist U(p) auch erschépft. Jede zusammenhingende 
Umgebung von p < U(p) hat mit jedem dieser Bégen einen in p endenden 
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Teilbogen gemein und daher eine genau i Punkte enthaltende Begrenzung. 
Mit endlich vielen solchen Umgebungen und einzelnen Kurvenbégen kann 
K iiberdeckt werden, woraus eine Zerlegung von XK in endlich viele ein- 
fache Kurvenbégen, die zu je zweien héchstens Endpunkte gemein haben, 
— also eine Zerlegung von K in Zellen im Sinn der kombinatorischen 
Topologie — ohne weiteres hergeleitet werden kann. — Zerlegen wir K 
in a, = de, zusammenhangende Umgebungen, deren jede einen nicht- 
i=1 
gewohnlichen Punkt enthalt. Diese Umgebungen kénnen einfache ge- 
schlossene Kurven enthalten. Die auBerdem von den End- und Verzweigungs- 
punkten ausgehenden einfachen Kurvenbégen sind einander paarweise zu- 
geordnet, indem immer zwei von ihnen in einem gewohnlichen Punkt zu- 
sammenstoBen. Daraus geht die Notwendigkeit von(1) hervor. Die Not- 
wendigkeit von (2) folgt daraus, daB K zusammenhingend ist und daher, 
wenn mehrere Verzweigungspunkte vorhanden sind, sie alle durch minde- 
stens einen einfachen Teilbogen von K miteinander verbunden sein miissen. 
Demnach sind von den einfachen Bégen, welche von den Verzweigungs- 


punkten ausgehen, insgesamt mindestens 2 (3 ~ «; — 1) Bégen aneinander- 


gebunden, in dem Sinn, daB sie nicht zu Endpunkten fihren. Damit 
iiberdies jeder der Endpunkte mit einem Verzweigungspunkt durch einen 
Bogen verbindbar sei, mu8 die Relation (2) erfiillt sein. — Sind um- 
gekehrt die Zahlen a, gegeben ual die Relationen (1) und (2) erfiillt, 


dann nehmen wir im R, a, = 2 «, verschiedene Punkte an. Zunichst 


fiihren wir einen einfachen nen durch alle Verzweigungspunkte; sodann 
verbinden wir, was wegen (2) méglich ist, jeden Endpunkt mit einem 
Verzweigungspunkt; danach behalten wir wegen (1) eine gerade Anzahl 
von noch freien Bégen iibrig, die von Verzweigungspunkten ausgehen. Wir 
ordnen dieselben einander irgendwie paarweise zu und verbinden die zu- 
geordneten Bégen in gewdhnlichen Punkten. Wir bemerken noch, daB sich 
durch systematische Durchfiihrung dieses Verfahrens zugleich eine Uber- 
sicht iiber die topologisch verschiedenen Typen von Kurven gewinnen lieBe, 
die zu den vorgegebenen Zahlen a, gehéren. — Gilt in (2) das Gleichheits- 
zeichen, dann gibt es auBer einem einfachen Kurvenbogen, welcher die 
Verzweigungspunkte miteinander verbindet, blo8 Verbindungsbégen zwischen 
den End- und den Verzweigungspunkten. Es liegt dann eine gewdhnliche 


Baumkurve vor, welche zwischen a, Punkten a, = s «,—1+a,=—a,—1 
i=3 

Bégen enthalt, wie dies der bekannten Relation fiir Baumkurven entspricht. 

Damit ist Satz XXV bewiesen und der AnschluB an die kombinatorische 

Topologie der eindimensionalen Mannigfaltigkeiten hergestellt. 
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Bemerken wir zum AbschluB, daB die hier vorgetragene Kurventheorie 
nicht nur durch eine allgemeine Dimensionstheorie gefordert wird, welche 
ihr tragender Untergrund und zugleich in gewisser Hinsicht ihr formales 
Analogon ist, — sondern da sie auch den Vorteil hat, da8 die ihr eigen- 
tiimlichen Begriffe, insbesondere der Ordnungsbegriff, auf héhere Dimen- 
sionen iibertragbar sind! Dem Endpunkt der Kurven entspricht, etwa bei 
den Flachen, der Randpunkt, d. i. ein Punkt, zu dem beliebig kleine Um- 
gebungen existieren, die von einfachen Kurvenbégen begrenzt sind. Der 
Flichenpunkt zweiter Ordnung ist ein solcher, zu dem beliebig kleine 
Umgebungen existieren, die von zwei einfachen Bégen begrenzt sind. 
Hier zeigt sich schon die gréBere gestaltliche Mannigfaltigkeit der Flachen 
gegeniiber den Kurven: Wir erhalten verschiedene Typen von Flichen- 
punkten zweiter Ordnung, je nachdem die beiden begrenzenden Bégen 
getrennt sind oder eine einfache geschlossene Kurve bilden. Noch gréBer 
ist die Zahl der Typen von Flachenpunkten dritter und héherer Ordnung. 
Doch sind alle diese gestaltlichen Verhaltnisse durch einfache Gesetze 
beherrscht, auf die ich mir vorbehalte, in einer anderen Abhandlung ein- 
zugehen. Der hier dargelegten Kurventheorie lduft also eine Theorie der 
Flachen, der Kérper, der n-dimensionalen Kérper parallel. 


(Eingegangen am 13, 2. 1925.) 























Zu den Grundlagen der Schwingungstheorie. 
Von 


E. Trefitz in Dresden. 


Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung den Anregungen, die 
die Theorie der Schwingungen aus einigen neueren Arbeiten erhalten hat’). 
Diese Arbeiten beschaftigen sich mit den Schwingungen solcher Systeme, 
bei denen die potentielle Energie nicht mehr eine quadratische Funktion 
der Koordinaten, die Differentialgleichung der Bewegung also nicht mehr 
linear ist. Insbesondere wird nach den perfiodischen Bewegungen gefragt, 
die sich unter der Einwirkung einer periodisch wirkenden Erregung ein- 
stellen kénnen. Diese Frage nach den periodischen Bewegungen erscheint 
zunachst nicht begriindet zu sein, denn sie stellen sich nur bei besonderen 
Anfangsbedingungen ein, und sind vor den nicht periodischen Lésungen 
nicht bevorzugt. Doch rechtfertigt sich die Fragestellung aus einem prak- 
tischen Grunde, da sich erfahrungsgem&8 bei schwingenden Systemen unter 
der Einwirkung einer periodischen Erregung ein periodischer Bewegungs- 
zustand einzustellen pflegt. Es ist das Ziel der folgenden Betrachtungen, 
diese Erfahrungstatsache mathematisch zu erkliren und damit den Aus- 
gangspunkt der genannten Arbeiten naher zu begriinden. Als Ergebnis 
erhalte ich, daB sich bei einem schwingenden System unter dem Einflu8 der 
Reibung jede stabile Bewegung einem periodischen Endzustand naihern muB. 

Wir betrachten ein schwingendes System von einem Freiheitsgrade, 
und zwar ausdriicklich nicht ein reibungsfreies System, sondern ein solches, 
bei dem eine Reibungswirkung auftritt, die irgendwie von der Lage und 
der Geschwindigkeit des Systems abhingt, also ein wirkliches, physikalisch 
realisierbares System. Dieses System soll einer periodisch wirkenden Er- 

regung ausgesetzt sein, deren Wirkung sich mit der Periode w ryth- 


*) Vgl. Duffing; Erzwungene Schwingungen bei verinderlicher Eigenfrequenz. 
Sammlung Vieweg, Nr. 41/43, 1918. — Hamel, Uber erzwungene Schwingungen bei 
endlichen Amplituden, Math. Ann. 86 (1922), S. 1, sowie eine noch nicht veréffentlichte 
Arbeit von E. Konig iiber den gleichen Gegenstand. 

20* 
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misch wiederholt. Wenn das System selbst irgendwelchen zeitlich ver- 
anderlichen kinematischen Bedingungen unterworfen ist, so sollen diese 
die gleiche Periode haben. — Diese Voraussetzungen sind am einfachsten 
mathematisch formuliert: 


Die Differentialgleichung der Bewegung soll von der Form 


(1) o% = F(x, 4,1) 

sein, wobei 

(2) F(z, 41+) = F(z, &, 1) 
sein soll. 


Von der Differentialgleichung bzw. ihren Lésungen setzen wir nur 
voraus, daB die Werte der Lésungen und ihrer Ableitungen zur Zeit t¢ 
eindeutige, stetige Funktionen der Anfangswerte (t= 0) sein sollen. 
(NB. Es werden nur reelle Werte ¢ > 0 betrachtet.) 

Wir betrachten nun die ,stabilen* Bewegungen des Systems. Dabei 
bezeichnen wir eine Lésung z(t) als stabil, wenn sie den folgenden Be- 
dingungen geniigt: 

1. Die Lésung ist beschrankt. 


2. Jede hinreichend kleine, aber endliche ,Stérung“ der Bewegung 
sol] abklingen, d.h. jede Nachbarlésung, welche sich zu irgendeiner Zeit 
t>O mit ihrer Ableitung von der stabilen Lésung und ihrer Ableitung 
um weniger als ¢ > 0 unterscheidet, soll sich nach hinreichend langer Zeit 
beliebig wenig von der stabilen Lésung unterscheiden. Mathematisch ge- 
sprochen: Es soll 


(3) lim X(t) — x(t)=0 

und = 

(4) lim X’(t) — 2’(t) =0 
sein, wenn nur zu irgendeiner Zeit t > 0 

(5) | da(t)| =| X(t)— 2 (t)|<e 
und 

(6) |Sa’(t)| =|X"(r)—2"(t)| <e 


ist. Die GréBe e bezeichnen wir als das ,,StabilitétsmaB“ der Bewegung’). 
Wir denken uns nun die Gesamtheit der Lésungen unserer Differential- 
*) Etwas anschaulicher: Ist ¢(t) die zulissige Stérung von Lage und Geschwin- 


digkeit zur Zeit ¢, so ist das StabilitatsmaS « das Minimum von «(t) fir alle ¢>0. 
Dasselbe muB fir eine stabilo Liésung positiv sein. 
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gleichung in der Weise dargestelit, da8 wir zu jeder Zeit die Werte der 
Funktion und ihrer Ableitung in einer Ebene als rechtwinklige Koordinaten 
(7) F=2(t), n=2'(t) 

auftragen. Dann erfahrt diese Ebene mit Ablauf der Bewegung eine stetige 
Deformation (Abbildung auf sich selbst). Betrachten wir nun eine stabile 
Lésung, und umgeben die ihr entsprechenden Punkte é, 7 fiir jeden Wert 
von ¢ mit einem Quadrat, dessen Seiten die Vertikalen § +e und die 
Horizontalen » + ¢ sind, so sagt unsere Stabilitatsdefinition aus, da8 alle 
Lésungen, die irgendwann einmal in einem dieser Quadrate liegen, gegen 
die stabile Lésung konvergieren. Es folgt ferner, daB eine stabile Lésung 
niemals isoliert auftreten kann, sondern alle Lésungen, die in dem besagten 
Quadrat liegen, sind gleichfalls stabile Lésungen, wenn auch médglicher- 
weise mit kleimerem StabilitaétsmaS. 


In den Ebenen wird es nun solche Gebiete gepen, deren Punkte sta- 
bilen Lésungen zugehéren, und solche, welche instabilen Iésungen ent- 
sprechen. Wir bezeichnen die ersteren als ,,Stabilititsgebiete“; gibt es 
ihrer mehrere, so numerieren wir sie in einer zweckmaBigen Weise. Offenbar 
miissen alle Lésungen, deren Werte in dem gleichen Stabilitiatsgebiete 
liegen, sich in der Grenze t = oo der gleichen Funktion nahern, da nach 
Gleichung (3) bis (6) jede Lésung mit ihrer benachbarten der gleichen 
Grenzfunktion zustrebt. 


Nun bemerken wir, daB mit x(t) wegen der Periodizitaét der Diffe- 
rentialgleichung auch x(t-+ @) eine Lésung ist, die jedenfalls auch stabil 
ist, wenn x(t) stabil ist, und mindestens das gleiche Stabilitétsma8 be- 
sitzt wie x(t). Bezeichnen wir nun fiir eine bestimmte stabile Lésung in 
der &, »- Ebene die Anfangswerte &, = (0), 7, = 2’ (0) durch den Punkt P,, 
die Anfangswerte fiir x(t + @)&, = 2(m@), 9, = 2’() durch den Punkt P, , 
so kann es sein, daB diese beiden Punkte in dem gleichen Stabilitats- 
gebiete liegen: Dann ist nach dem eben Gesagten: 


(8) lim x (t ++) —a(t)=0 
und it 
(9) lim z' (t+ w) — 2’ (t) =0. 


Aus diesen Limesgleichungen folgt zunichst noch nicht, daB die 
Funktion x(t) sich einer periodischen Funktion nahern muB, wie das Bei- 
spiel der Funktion sin )t beweist, die (8) und (9) erfiillt, ohne periodisch 
zu werden. Man kann die Periodizitit der Grenzfunktion aber in der 
folgenden Weise einsehen. Wir untersuchen zu diesem Zwecke die Ab- 
bildung, welche in der ¢, 7-Ebene dadurch hervorgerufen wird, da8 wir 
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von den Werten 2(0), x’(0) zu den Werten z(m), 2’(m) iibergehen. Da 
eine stabile Bewegung stets eine stabile Bewegung bleibt, so kann ein 
Punkt aus einem Stabilitaitsbereich durch die Abbildung nur wieder in 
einen solchen iibergehen. Umgekehrt kann aber ein Punkt, der in ein 
Stabilitatsgebiet iibergegangen ist, auch nur aus einem solchen kommen, 
denn wenn zur Zeit t= ein gewisses Feld in der Umgebung einer sta- 
bilen Lésung L stabile Lésungen enthilt, so kann man zur Zeit t = 0- 
wegen der stetigen Abhingigkeit der Werte z(m), x’(@) von den Werten 
x(0), z’(0) eine gewisse Umgebung von Lésungen um L abgrenzen, der- 
art, daB sie bei t= in stabile Nachbarlésungen von L iibergehen. Wir 
sehen also, daB durch den Ubergang von 0 zu w die verschiedenen Sta- 
bilititsgebiete auf sich selbst oder aufeinander in ein-eindeutiger Weise 
abgebildet werden. Wegen der Stetigkeit der Abbildung wird auch jedes 
Stabilitatsgebiet auf ein und nur ein solches abgebildet. Liegt nun der 
Punkt P, im gleichen Stabilititsgebiet wie P,, so wird dieses Stabilitats- 
gebiet auf sich abgebildet. Dann miissen auch die simtlichen Punkte 
P,, P;, P,, P, usw. in diesem Gebiet liegen, deren Koordinaten die Werte 


2(2m), 2'(2m); 2(8m), x'(8m); r(4m), 2’ (4@m) usw. 


darstellen. Alle diese Punkte gehen durch die Transformation, welche P, 
nach P, iiberfiihrt, auseinander hervor. Da die zugrunde gelegte Lésung 
als stabile Lésung beschrinkt ist, d.h. samt ihrer Ableitung kleiner als 
eine angebbare GréBe M, so miissen alle diese Punkte im Innern des 
Quadrates liegen, dessen Mittelpunkt der Nullpunkt und dessen Seiten- 
lange 2 M ist. In diesem endlichen Gebiet miissen die unendlich vielen 
Punkte P, also mindestens einen Hiufungspunkt P haben. Diesem Haufungs- 
punkte entspricht nun eine periodische Lésung. Denn der Abstand eines 
Punktes von seinem Bildpunkte bei der Transformation 0—+@ ist nach 
der iiber die Lésungen der Differentialgleichung gemachten Voraussetzung 
eine stetige Funktion von £ und 7; da er nach Gleichung (8) und (9) 
in der Nahe des Haufungspunktes P jede positive Schranke unterschreiten 
muB, so kann er in P nur Null sein. Also geht P in sich iiber und stellt 
die Anfangswerte einer periodischen Liésung dar, welcher alle Lésungen 
des Gebietes in der Grenze t = co zustreben. 

Wir hatten vorausgesetzt, daB der Punkt P, im gleichen Stabilitats- 
gebiet lage wie P,. Von dieser Voraussetzung miissen wir uns noch be- 
freien. Wir betrachten also eine stabile Lésung, bei welcher das nicht der 
Fall ist, und fassen wieder die Punkte P,, P,, P,, P, usw. ins Auge, deren 
Koordinaten z(0), x’(0); 2(m), 2’(wm); 2(2m), z’(2m) usw. sind. Wegen 
der Beschriinktheit von x(t) und 2’(t) llegen sie wieder in einem Quadrat 
von der Seitenlinge 2M um den Nullpunkt. Die Stabilititsgebiete, in 
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denen sie liegen, bezeichnen wir durch die gleichen Ziffern wie die Punkte, 
und zeigen, daB nach einer gewissen Anzahl — sagen wir n — von Trans- 
formationen der Punkt P, wieder in dem gleichen Stabilitatsgebiet liegen 
mu8, wie P,. Die betrachtete Lésung hat nimlich ein StabilitétsmaS 
e > 0. Dann wissen wir, daB mit dem Punkte P, auch alle die Punkte 
zu seinem Stabilitaétsgebiet gehéren, welche das Quadrat von der Seiten- 
linge 2¢ erfiillen, dessen Mittelpunkt P, ist. Die Stabilitatsgebiete, in 
denen die Punkte P, liegen kénnen, haben also mindestens den Flachen- 
inhalt 4¢*, es kann somit in dem Quadrst um den Nullpunkt mit der 
Seitenlinge 2M nur endlich viele geben. Also mu einer der Punkte 
wieder in das Stabilitaétsgebiet von P, zuriickkehren. Ist dies der Punkt P,, 
so folgt genau wie oben, daB 


(10) lim z(t-+nm)—2(t)=0 

und 

(11) lim 2’ (t+ nw) —2’(t)=0 
t=, 


sein muB8, und daB sich x(¢) auch wirklich einer periodischen Funktion 
mit der Periode nw nahern muB. 

Damit ist der gesuchte Beweis geliefert. Es ist gezeigt, daB jede 
stabile Lésung der Differentialgleichung (1) mit wachendem ¢ einer perio- 
dischen Bewegung zustrebt. Ich glaube auch, daB es das allgemeinste ist, 
was man ohne weitere Voraussetzungen iiber die Natur der Differential- 
gleichung erhalten kann. Besonderes Interesse darf natiirlich die Frage 
beanspruchen, unter welchen Bedingungen jede beschriankte Lésung stabil ist. 

Es sei bemerkt, da8 unser Beweis nicht notwendig voraussetzt, dab 
wir es mit einem System von nur einem Freiheitsgrade zu tun haben. 
Er la48t sich ohne weiteres auf Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden 
anwenden. — Wesentlich ist dagegen, daS wir das Vorhandensein einer 
Reibung annehmen, denn bei reibungsfreien Systemen gibt es im allgemeinen 
keine Lésungen, die im Sinne unserer Definition stabil sind. An Stelle 
der stabilen Lésungen treten dort solche, die wir als ,,halbstabil“ bezeichnen 
kénnen, bei denen eine Stérung zwar nicht abklingt, aber doch beschrankt 
bleibt. Die Aufsuchung dieser halbstabilen periodischen Lésungen der 
reibungsfreien Systeme ist aber deshalb von praktischer Bedeutung, weil 
die Reibung in den fiir die Anwendung wichtigen Fillen in der Regel nur 
klein ist. Da mit abnehmender Reibung die stabilen Lésungen sich solchen 
halbstabilen Lésungen naéhern werden, so geniigt meist die Kenntnis der 
letzteren, um auch iiber die Bewegung der Systeme mit Reibung aus- 
reichenden Aufschlu8 zu gewinnen. Nur im Falle der Resonanz sind be- 
sondere Betrachtungen erforderlich. 
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Man kann gegen unsere Betrachtungen vielleicht einwenden, da8 die 
Forderung der Existenz stabiler Lésungen im Sinne unserer Definition eine 
allzu scharfe wire. Doch ist zu bedenken, da eine derartige Forderung 
notwendig ist, wenn man iiber die tatsichliche Bewegung eines Systems, 
welches zufalligen Stérungen unterworfen ist, iiberhaupt etwas Bestimmtes 
aussagen will. Gabe es nimlich keine stabilen Lésungen, so wiirde das 
System durch eine noch so kleine zur geeigneten Zeit eintretende Stérung 
dauernd beeinflu8t, so daB man z. B. von zwei gleichen Systemen, die mit 
gleichen Anfangsbedingungen in Betrieb gesetzt wiirden, nicht behaupten 
kénnte, daB ihre Bewegungen gleich verliefen. Die Beschreibung eines 
derartigen Bewegungsvorganges ist dann nur méglich, wenn man iiber die 
Wirkung der Stérungen (bzw. iiber die die Stabilitét in unserem Sinne 
ausschlieBenden Verzweigungen der Lésungen) besondere, im allgemeinen 
statistische Betrachtungen anstellt. 


Dresden, 27. Januar 1925. 


(Eingegangen am 29. 1. 1925.) 

















Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem. 


Von 


Heinz Hopf in Berlin. 


Einleitung. 


AnschlieBend an Cliffords Entdeckung einer Flache konstant ver- 
schwindenden Kriimmungsma8es im elliptischen Raum stellte Klein die 
Aafgabe, alle Zusammenhangsarten anzugeben, welche bei geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten irgendwelchen konstanten KriimmungsmaBes iiberhaupt 
auftreten kénnen“*). Killing*) behandelte dieses von ihm so genannte 
Clifford-Kleinsche Raumproblem“ — iibrigens ohne Beschrinkung auf 
»geschlossene“ Mannigfaltigkeiten — fiir den allgemeinen Fall von n 
Dimensionen und zeigte, daB die Bestimmung aller ,,Clifford-Kleinschen 
Raumformen“ auf die Ermittelung von diskontinuierlichen fixpunktfreien 
Bewegungsgruppen der euklidischen, hyperbolischen und sphirischen Geo- 
metrieen zuriickzufiihren ist. Diese Gruppen sind isomorph mit den von 
Poincaré bei seinen Untersuchungen iiber Analysis Situs*) fiir beliebige 
Mannigfaltigkeiten eingefiihrten ,,Fundamentalgruppen“ der in Frage kom- 
menden Raumformen. Der Begriff der Fundamentalgruppe und insbe- 
sondere der damit aufs engste verkniipfte der ,, Uberlagerungsfliche“, sowie 
deren wichtige Eigenschaften sind, im Hinblick auf ihre Rolle in der 
Funktionentheorie, fiir zwei Dimensionen in Weyls Buch ,,Die Idee der 
Riemannschen Fliche“‘) streng und rein topologisch dargestellt und 
begriindet. Sie lassen sich, wovon in der vorliegenden Arbeit fortgesetzt 
Gebrauch gemacht wird, ohne weiteres ungedndert auf den Fall von mehr 
Dimensionen iibertragen. Gerade bei der Behandlung des Clifford-Klein- 


*) Klein, Zur Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Annalen 37 (1890). 
*) Killing, Grundlagen der Geometrie 1 (1893). 
*) Poincaré, Analysis Situs, Journ. de ’Ecole Pol. (2) 1 (1895). 
*) 2. Aufl., Leipzig u. Berlin 1923. 
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schen Raumproblems fiir n Dimensionen treten die ,,Uberlagerungsriume~, 
insbesondere der ,,universelle Uberlagerungsraum“, besonders klar und 
einfach in Erscheinung; ihre konsequente Benutzung leistet gute Dienste 
bei der topologischen Untersuchung der Clifford-Kleinschen Raumformen 
und damit zusammenhingender Fragen der Analysis Situs. 


In § 1 dieser Arbeit werden Killings die Clifford-Kleinschen Raum- 
formen betreffende Ergebnisse unter wesentlicher Benutzung der genannten 
topologischen Begriffe neu dargestellt; auBerdem werden einige notwendige 
Unterscheidungen bei der Definition der ,Raumformen“ behandelt, und 
es wird auf eine bei der Aufzihlung der zweidimensionalen euklidischen 
Raumformen in der Literatur vorhandene, — iibrigens geringfiigige — Un- 
vollstindigkeit hingewiesen. Niachst den zweidimensionalen Raumformen 
sind, dank bekannter Untersuchungen Kleins®), am leichtesten die von 
drei Dimensionen und positiver Kriimmung zu behandeln; diese sind auch 
aus dem Grunde besonders von Interesse, daB sie geschlossene dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten mit endlichen Fundamentalgruppen sind und 
da8 die Antwort auf die interessante Frage nach allen endlichen Gruppen, zu 
denen es dreidimensionale geschlossene Mannigfaltigkeiten gibt, véllig un- 
bekannt ist. Die im $2 durchgefiihrte Diskussion der dreidimensionalen 
sphirischen Raumformen liefert auBer den Zyklen unendlich viele ver- 
schiedene, nicht zyklische Gruppen — im Gegensatz zu einer falschen Be- 
hauptung in der Enzyklopidie*). 

In den beiden nun folgenden Paragraphen handelt es sich darum, 
aus der Tatsache, daB eine Mannigfaltigkeit eine Clifford-Kleinsche MaB- 
bestimmung gestattet, also aus einer differentialgeometrisch definierten 
Eigenschaft, Schliisse auf ihr topologisches Verhalten im GroSen zu ziehen. 
So wird in §3 bewiesen, da8 fiir n >3 jede Clifford-Kleinsche Mannig- 
faltigkeit durch jede der (nm —41)-dimensionalen Kugel homéomorphe 
Mannigfaltigkeit in mindestens zwei Gebiete zerlegt wird, jede sphiarische 
Clifford-Kleinsche Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl sogar durch 
jede (nm —1)-dimensionale zweiseitige geschlossene Mannigfaltigkeit. Im 
§ 4 wird gezeigt, daB gewisse Bedingungen, die in beliebigen Mannigfaltig- 
keiten zwar notwendig, aber im allgemeinen nicht hinreichend dafiir sind, 
da8 eine Abbildung sich stetig in die Identitét bzw. in eine Abbildung 
auf einen einzigen Punkt iiberfiihren lasse, in Clifford-Kleinschen euklidi- 
schen und hyperbolischen Mannigfaltigkeiten dafiir auch hinreichend sind. 
Die Methode dieser beiden Paragraphen beruht, auBer auf der Betrachtung 


®) Klein, wie in FuBn. '); ferner: Autogr. Vorles. tiber Nicht-Euklid. Geom. 2 
(1893), und Uber binére Formen ... Math. Annalen 9 (1875). 
*) III AB 1 (Enriques, Prinzipien der Geom.), S. 112 ff. 
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der geoditischen Linien im § 4, im wesentlichen auf der ausgiebigen 
Benutzung der universellen Uberlagerungsriume. So gestattet diese z. B., 
in Verbindung mit Brouwerschen **) Satzen, die Behandlung des ,,Zerlegungs- 
satzes“ im §8 ohne die Beschrinkung auf den Standpunkt der kombi- 
natorischen“ Topologie durchzufiihren *). 


§ 1. 
Das Clifford-Kleinsche Raumproblem. 


Dieses Problem beschiaftigt sich mit der Untersuchung derjenigen 
unberandeten zusammenhingenden n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, 
die eine durch ein positiv definites Bogenelementquadrat definierte MaB- 
bestimmung mit konstanter Riemannscher Kriimmung zulassen, und der 
so festgelegten Geometrieen. Diese sind’) dadurch charakterisiert, da8 sich 
die Umgebung jedes Punktes langentreu auf die Umgebung eines Punktes 
einer euklidischen, hyperbolischen oder sphirischen Geometrie abbilden laBt. 

Nun kann man von einer mit einer Geometrie konstanter Kriimmung 
versehenen Mannigfaltigkeit zu neuen (offenen) Mannigfaltigkeiten mit 
Geometrieen derselben Kriimmung einfach dadurch gelangen, da8 man aus 
der urspriinglichen Mannigfaltigkeit eine abgeschlossene, nicht zerlegende 
Punktmenge entfernt, ohne die MaSbestimmung zu verindern; so kann 
man z. B, die kartesische Ebene zum Trager einer MaSbestimmung kon- 
stanter positiver Kriimmung machen, indem man die Geometrie einer 
Kugel aus einem ihrer Punkte, den man als nicht zugehdérig betrachtet, 
auf die Ebene projiziert. Die auf diese triviale Weise gewonnenen nichts 
Neues liefernden Geometrieen schalten wir durch folgende Forderung aus: 

»Von jedem Punkt la8t sich auf jeder durch ihn gehenden Geraden, 
d. h. geoditischen Linie, in jeder der beiden Richtungen derselben jede 
positive Strecke a abtragen“ (womit nicht verlangt wird, da8 verschiedene a 
zu verschiedenen Punkten fiihren). 

Eine diese Forderung erfiillende Geometrie konstanter Kriimmung 
heiBe eine ,,Clifford-Kleinsche Raumform“, die sie tragende Mannigfaltig- 
keit eine ,,Clifford-Kleinsche Mannigfaltigkeit“. 

Diese Bezeichnung deckt sich nicht mit der bei Killing*) gebrauchten; 
dort wird, an Stelle der unseren, die unsere Forderung enthaltende For- 
derung der freien Beweglichkeit eines ,starren Kérpers“ gestellt, die sich 
so formulieren 1aBt: 

®s) S. u. FuBn. *), *), *). 

%>) Bzgl. dieser Beschrankung s. FuBn. **). 

*) Riemann-Weyl, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen 
(Berlin 1919), S. 14, 17 und Anm. 8. 37f. 

21* 











316 H. Hopf. 


»Es gibt eine positive Konstante r derart, daB um jeden Punkt eine 
n-dimensionale Kugel (in der Sprache der betreffenden MaSbestimmung ) 
vom Radius r existiert, die sich auf eine Kugel eines euklidischen bzw. 
hyperbolischen oder sphirischen Raumes langentreu abbilden lat“, und 
die Geometrieen mit dieser Eigenschaft werden Clifford-Kleinsche Raum- 
formen genannt. Wir wollen fiir sie die Bezeichnungen_,,Killingsche“ 
Raumformen und Mannigfaltigkeiten gebrauchen. Da unter den Killing- 
schen Raumformen, wie bereits erwahnt, die Clifford-Kleinschen enthalten 
sind, ergibt sich so: Ware in einer Killingschen Raumform a, die untere 
Grenze der auf einer durch einen Funkt P gehenden Geraden g nicht 
nach beiden Seiten abtragbaren Strecken a, so wire a,>r, und es lieBen 
sich um die auf g von P um a, -5 entfernten Punkte die Kugeln mit r 
schlagen und auf einen euklidischen bzw. hyperbolischen oder sphiarischen 
Raum lingentreu abbilden, mithin alle Strecken a,-+ 6 mit b <5 von P 
aus beiderseitig auf g abtragen — im Widerspruch zur Definition von a,; 
also ist in der Tat jede Killingsche Raumform eine Clifford-Kleinsche in 
unserem Sinne. 

Gibt es Clifford-Kleinsche, nicht-Killingsche Raumformen? Solche 
mit geschlossener Mannigfaltigkeit offenbar nicht: denn in einer solchen 
gabe es eine Punktfolge P; (¢ =1, 2, ...), fiir die die oberen Grenzen r; 
der Radien der um P; méglichen Kugeln gegen 0 konvergierten; die P; 
hitten aber andererseits einen Haiufungspunkt P’, um den eine Kugel mit 
dem Radius r’ > 0 existierte, so da8 um jeden hinreichend nahe bei P’ 
gelegenen Punkt gewi8 eine solche mit einem Radius . existieren miBte. 

Zur Ermittelung Clifford-Kleinscher, nicht- Killingscher Raumformen 
mit offener Mannigfaltigkeit ist folgender Satz niitzlich: 

Eine offene Clifford-Kleinsche Raumform mit endlichem Volumen ist 
nicht von der Killingschen Art. 

Beweis: P,, P,,... seien eine Punktfolge ohne Haufungspunkt in 
einer offenen Killingschen Raumform; dann liegen im Innern jeder Kugel 
K, um P, mit der oben definierten Strecke r nur endlich viele P,. Streicht 
man aus der Folge alle die in oder auf einer K; mit ¢ <j gelegenen P,, 
so bleibt eine unendliche Teilfolge P., iibrig von der Art, daB die Linge 


jeder Kurve, welche zwei P,, verbindet, gréBer als r ist. Je zwei der 


Kugeln K; mit 3 um Punkte P;, sind daher punktfremd, und die Summe 
dieser Kugeln, also erst recht die ganze Raumform, hat unendliches Volumen. 

Ein einfaches Beispiel fiir eine zweidimensionale offene Clifford-Klein- 
sche Raumform mit endlichem Volumen, die also nach unserem Satze 
nicht von der Killingschen Art ist, wird unten angegeben werden. 
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Wie findet man alle n-dimensionalen (lifford-Kleinschen Raumformen? 

Der universelle Uberlagerungsraum*) M einer Clifford-Kleinschen 
Mannigfaltigkeit M ist ebenfalls eine solche, denn die Geometrie von M 
la8t sich auf M iibertragen. Jede Decktransformation*) von © ist eine 
Kongruenztransformation im Sinne der betreffenden Geometrie, die Funda- 
mentalgruppe von M 14Bt sich also als diskontinuierliche Gruppe fixpunkt- 
freier Bewegungen von M darstellen, wobei die Bilder P, eines Punktes 
P von M niemals einen Haufungspunkt haben. Insbesondere liefert jede 
derartige Gruppe in der euklidischen, hyperbolischen oder sphirischen 
Geometrie eine Clifford-Kleinsche Raumform. Es gilt nun der Satz”), 
dap hiermit die Gesamtheit aller Clifford-Kleinschen Raumformen er- 
schépfi ist. Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, daB der euklidische 
bzw. hyperbolische oder spharische n-dimensionale Raum ein unver- 
zweigter, unbegrenzter Uberlagerungsraum von M ist, und da8 die durch 
die Uberlagerung definierte Geometrie des Uberlagerungsraumes M gerade 
seine gewohnliche euklidische bzw. hyperbolische oder sphirische ist. 

Zum Beweise benutzen wir hauptsichlich folgende zwei Tatsachen: 

1. In der euklidischen und hyperbolischen Geometrie erfiillen die 
Geraden eines Biindels den ganzen Raum, abgesehen von dem Biindel- 
zentrum, einfach; in der sphirischen Geometrie gilt dasselbe mit Aus- 
nahme des zu dem Biindelzentrum diametralen Punktes, der selbst allen 
Strahlen des Biindels angehért. 

2. Sind in einem euklidischen, hyperbolischen oder sphirischen Raum 
zwei Gebiete G, G’ lingentreu aufeinander abgebildet, so gibt es eine und 
nur eine Bewegung des ganzen Raumes, die diese Abbildung herbeifiihrt. 

Nun verfahren wir folgendermaBen *°): 

P sei ein beliebiger Punkt von M, M’ die aus den Punkten der von 
P ausgehenden geoditischen Strahlen gebildete Teilmenge von M. P sei 
ein Punkt des euklidischen, hyperbolischen oder spharischen Raumes R, 
auf den sich M im kleinen langentreu abbilden lat; im sphirischen Fall 
auBerdem P’ der Diametralpunkt von P. Eine Umgebung U von P 
bilden wir langentreu auf eine Umgebung U von P ab. Hierdurch werden 
die Biindel von P und P Strahl fiir Strahl eineindeutig aufeinander be- 
zogen. Jedem Punkt Q@ von R im euklidischen und hyperbolischen, von 
*) Wie schon in der Einleitung bemerkt, haben Begriffe wie ,Cberlagerungeraum“, 
»Decktransformation“ usw. stets die bei Weyl, |. c. fir n=2 streng definierten Be- 
deutungen. 

*) Im wesentlichen bei Killing, 1. c. 8. 320. 

%) Eine ganz abnliche Methode wird bei Behandlung einer dhnlichen Frage 
verwendet von Weyl], Uber die Gleichverteilung der Zahlen (mod 1), Anhang (Math. 
Annalen 77 (1916)). 
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R’ = R — P" im sphirischen Fall ordnen wir denjenigen Punkt Q von M’ 
zu, der auf dem PQ entsprechenden Strahl des Biindels P den Abstand 
PQ von P hat. 


Diese Abbildung ¢ von R bzw. R’ auf M’ bzw. einen Teil von M’ 
ist in der Umgebung jedes Punktes A von R bzw. R’ langentreu (also 
a fortiori topologisch); denn da dies fiir jeden Punkt einer Umgebung 
von A erfiillt ist, falls es fiir A selbst gilt, bilden die Punkte, fiir die 
es nicht richtig ist, eine abgeschlossene Menge. Daher brauchen wir die 
Richtigkeit unserer Behauptung nur fiir solche Punkte 4 +P zm be- 
weisen, bei denen jeder Punkt der Strecke AP die Behauptung erfiillt. 
A sei ein solcher Punkt; um A=1t(A) gibt es eine Kugel K, die sich 
auf eine beliebige Kugel mit demselben Radius r aus R langentreu ab- 
bilden 148t. Und zwar kénnen wir diese Abbildung s~-1(infolge der oben 
genannten Eigenschaft 2.) auf eine und nur eine Weise so bestimmen, 


daB sie in einer Umgebung V des im Abstand ~ von A auf AP gelegenen 
g 2 geleg 


Punktes B mit ¢~* identisch ist. Dann sind aber (wieder infolge der 
Eigenschaft 2.) s und ¢ im Innern des ganzen Kegels, der V von P 
aus projiziert, soweit dieser K angehért, identisch, und da A im Innern 
dieses Kegels liegt, ist die behauptete Langentreue von ¢ bewiesen. 

Im Fall des euklidischen oder hyperbolischen R ist ganz M’ das 
Bild von R bei t. Im Falle des sphiarischen R haben wir ¢ noch zu 
erginzen: Sind P,(e), P,(e) zwei Punkte auf zwei Strahlen des Biindels P, 
haben sie von P den Abstand x —e (wobei 2 die Entfernung PP’ ist), 
und konvergiert «—+ 0, so gibt es P, mit P, verbindende Kurven k(e) 
in R— P’, deren Linge mit «+0 geht; das gleiche gilt wegen der 
eben bewiesenen Lingentreue von ¢ auch fiir die P, und P, in M’ ver- 
bindenden Kurven k(¢), woraus folgt, daB P, und P, mit e—-0 dem- 
selben Grenzpunkt P’ zustreben; d. h. trigt man auf allen Strahlen des 
Biindels P dieselbe Strecke 2 ab, so gelangt man zu ein und demselben 
Punkt P’. Die durch P’ = ¢(P’) ergiinzte Abbildung ¢ mu8 aus Stetigkeits- 
griinden auch in P’ noch langentreu sein. 

Damit haben wir in jedem Fall, auch im sphirischen, R so auf M’ 
abgebildet, daB R der universelle Uberlagerungsraum von M’ ist und daB 
dabei die gewéhnliche Geometrie von R die von M’ iiberlagert. Insbe- 
sondere erkennt man daraus, daB M’ nur innere Punkte enthalt. Es ist 
aber sogar M’ = M; denn einen Randpunkt Q von M’ kénnte man mit 
einem hinreichend benachbarten Punkte C von M’ durch eine geoditische 
Strecke verbinden, und auf ihr gabe es einen, von C aus gesehen, ersten 
Randpunkt Q,; dieser gehért nicht zu M’. Dem geoditischen Strahl CQ, 
entspricht, wenn C =#(C) ist, ein Strahl in R; der im Abstand CQ, 
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von C auf ihm liegende Punkt Q; hat bei ¢ das zu M’ gehérige Bild Q;, 
das wegen der Stetigkeit von ¢ mit dem nicht zu M’ gehérigen Punkt Q, 
identisch sein miiB®te. Aus diesem Widerspruch folgt, daB M’ keinen 
Randpunkt besitzt, also mit M identisch ist, und hieraus ergibt sich die 
zu beweisende Tatsache. 

Die Bestimmung der Clifford-Kleinschen Raumformen lauft also auf 
die Bestimmung der Bewegungsgruppen mit den oben genannten Eigen- 
schaften hinaus. Im einfachsten Fall, dem der zweidimensionalen eukli- 
dischen Raumformen, ergeben sich leicht, auBer der durch die Identitit 
charakterisierten Ebene selbst, folgende vier Typen von Gruppen bzw. 
Mannigfaltigkeiten : 


l. 2’ =2+n sen 
, Zylinder (zweiseitig) ; 
yo 
2. 2°=2z+"n - _ 
y’=y+mb (b+0) ing (zweiseitig); 
3. 2’=2+n ; 2 a 
. hn randloses Mébiussches Band (einseitig); 
y=(—-)y 
4. x'=2zr+n 


y=(—t'e tes O40 einseitige Ringfliche. 
m und n durchlaufen dabei alle ganzen Zahlen. 

Es sei hier darauf aufmerksam gemacht, daB die durch die ,,Paddel- 
bewegung“**) definierte Geometrie des Mébiusschen Bandes in den Auf- 
zahlungen der hierher gehérigen Raumformen sowohl bei Klein’) als in 
der Enzyklopddie*) fehlt. — Wir werden uns unten noch ausfiihrlicher 
mit den dreidimensionalen sphirischen Raumformen befassen. Der Fall 
von zwei Dimensionen und negativer Kriimmung, der wegen des be- 
kannten Zusammenhanges mit der Funktionentheorie besonders von In- 
teresse ist, ist sehr eingehend von Gieseking**) behandelt worden; dort 
wird z. B. auch gezeigt, daS nicht nur alle zweiseitigen, sondern auch 
alle einseitigen geschlossenen Flachen Clifford-Kleinsche Mannigfaltigkeiten 
sind. Hier sei nur eine zweidimensionale, offene, hyperbolische Raumform 
erwahnt, die das oben angekiindigte Beispiel einer nicht-Killingschen Raum- 
form darstellt, und iibrigens aus der Funktionentheorie wohl bekannt ist: 

Die Modulfunktion, d.h. diejenige analytische Funktion, die ein dem 
Einheitskreis einbeschriebenes, ihn mit jeder Seite orthogonal schneidendes 


*1) Weyl, wie in FuBn. *), 8. 26. 
2) Gieseking, Analytische Untersuchungen iiber topologische Gruppen, Diss., 
Miinster 1912. 
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Kreisbogendreieck schlicht auf die Halbebene abbildet, gestattet eine dis- 
kontinuierliche Gruppe fixpunktfreier, den Einheitskreis auf sich abbildender, 
linearer Transformationen in sich. Diese Gruppe la8t sich als hyper- 
bolische Bewegungsgruppe auffassen, definiert also eine Clifford-Kleinsche 
Raumform, von der man ein Modell erhalk, wenn man in dem aus 
dem abzubildenden Dreieck ABC durch Spiegelung an AC entstan- 
denen Viereck ABCD entsprechende Punkte von AB und AD bzw. CB und 
CD miteinander identifiziert. Das Volumen der Raumform ist daher gleich 
dem hyperbolischen Inhalt von ABCD, also endlich, denn dieser ist, da die 
Winkel des Vierecks simtlich 0 sind, nach dem Satz von Gau-Bonnet **) 
gleich — = wobei k das Kriimmungsma8 bezeichnet. — Die Mannig- 
faltigkeit dieser Raumform ist homéomorph der dreimal punktierten Kugel. 


§ 2. 
Uber die spharischen Raumformen, insbesondere in den drei Dimensionen. 


Die Frage nach den n-dimensionalen spharischen Raumformen ist 
nach § 1 identisch mit der Frage nach den spharischen Bewegungsgruppen, 
in denen jede einzelne Bewegung fixpunktfrei ist und bei denen sich die 
Bilder keines Punktes haufen, also — unter Beriicksichtigung der Ge- 
schlossenheit der n-dimensionalen Kugel — nach den endlichen Gruppen 
homogener orthogonaler fixpunktfreier, d. h. auBer dem Nullpunkt keinen 
Punkt fest lassender Substitutionen in n-+-1 Verinderlichen. Dabei ist 


die Kugel durch die Gleichung s a; =1 gegeben. 
4=0 


Die Matrix A einer Substitution der genannten Art hat wegen der 
Orthogonalitét keine von +1 verschiedene, also wegen der Fixpunkt- 
freiheit keine von —1 verschiedene reelle charakteristische Wurzel; ihre 
Determinante. |A| hat daher dasselbe Vorzeichen wie | A — AZ| fiir groBe 
positive 4, wobei EZ die Identitaét bezeichnet; mithin ist | A| = (—1)"*’. 
Dies bedeutet, daB die Indikatrix, wenn n gerade ist, bei jeder, wenn n 
ungerade ist, bei keiner der zugelassenen Bewegungen A umgekehrt wird. 
Ferner ergibt sich, da8 die Fundamentalgruppe einer sphirischen Raum- 
form gerader Dimensionenzah] auBer der Identitaét héchstens eine einzige 
Substitution A enthailt und diese eine Involution ist. Die einzige fix- 
punktfreie Involution bei beliebigem n ist P= — EH; denn aus der Iden- 
titat (2+ A)(E—A)= E—A’* und der Involutionsbedingung A* = £ 
folgt (# +-A)(Z— A)=0 und hieraus, da die Determinante | 2 — A| + 0 
ist, H+A=0. Die aus HZ und P bestehende Gruppe definiert den 
elliptischen Raum. Daher gilt der Sata: 








13) S. z. B. Blaschke, Vorlesungen iiber Diff.-Geom. 1 (1921), S. 108f. 
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Die spharischen und die elliptischen Raume sind die einzigen sphi- 
rischen Raumformen gerader Dimensionenzahl *). Alle spharischen Raum- 
formen ungerader Dimensionenzahl sind zweiseitig **). 

Im folgenden kénnen wir n als ungerade annehmen. Es sind zwei 
Falle zu unterscheiden: 


1. Die Ordnung g der Fundamentalgruppe © sei gerade; dann ent- 
halt nach einem Satz von Cauchy) @ eine Involution, also P. Sind 
@,,-.-,@, die einen Punkt « der Raumform I iiberlagernden Punkte, so 
ist daher dieses Punktsystem mit dem der Punkte P(é,),..., P(d,) 
identisch, d.h. der projektive Raum J ist Uberlagerungsraum von I’. Ist 
G eine Transformation von © und @ (@,)=@,, so ist, da P mit jeder 
Substitution vertauschbar ist, G(P(@,))=— P(@,), mithin entspricht der 
Bewegung G eine bestimmte Bewegung @’ in JI; die @’ bilden eine 
Gruppe @’ von Decktransformationen in J7; sie ist, wenn 8 die aus Z 
und P gebildete invariante Untergruppe von & bezeichnet, mit der Faktor- 
gruppe z isomorph (J/ ist ,,regularer* Uberlagerungsraum von I"). Da I” 
demnach durch eine Gruppe elliptischer Bewegungen in JJ definiert ist, 
bezeichnen wir I" als_,elliptische Raumform“. Ist andererseits eine 
Gruppe @’ in JJ, also eine elliptische Raumform I’, gegeben, so ist I” 
zugleich sphirische Raumform, und die Fundamentalgruppe @ von I  er- 


halt man folgendermaBen: ©’ besteht aus f orthogonalen Substitutionen 


A,, A,,..., bei deren Zusammensetzung A. und — A, als nicht ver- 
schieden betrachtet werden; die aus den g Substitutionen + A,, + Ay,... 
gebildete Gruppe ist ©. 

2. Die Ordnung g von @ sei ungerade; dann enthilt © keine Sub- 
stitution gerader Ordnung*), also gehért P nicht zu @; die Raumform 
ist nicht elliptisch. Fiir keine Bewegung G von & und fiir keinen Punkt x 
der Kugel ist G(2) = P(x), da dann wegen der Vertauschbarkeit von P und 
G G°(x)=2=P"(x)=—P(x) wire. Mithin ist auch PG fixpunktfrei 
und die Gruppe ©, = G + P-@G definiert eine elliptische Raumform I,, 
die von I" zweifach iiberlagert wird. Da wegen der Vertauschbarkeit 
von P mit jeder Substitution G @ die Faktorgruppe : ist, ist © der 
Gruppe &’ der I’, definierenden elliptischen Bewegungen von IT isomorph. 
Ist umgekehrt &’ eine Gruppe fixpunktfreier elliptischer Bewegungen un- 
gerader Ordnung und I, die durch @’ erzeugte Raumform, so definieren 
die Elemente ungerader Ordnung der Gruppe ©, der I", erzeugenden 
sphirischen Bewegungen eine sphirische, aber nicht elliptische Raumform I. 


%*) §. Enzyklopidie wie FuBn. °). 
15) Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung (1923), S. 41; 8. 6. 
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Man braucht mithin nur alle elliptischen Raumformen zu finden, um 
alle spharischen zu kennen. 

In metrischer Hinsicht unterscheiden sich die ,,nicht-elliptischen* Raum- 
formen von den elliptischen dadurch, daB es in ihnen zu jedem Punkt p 
einen von p verschiedenen ,,Gegenpunkt“ p’ gibt, d. h. einen Punkt, in 
dem sich alle von p ausgehenden Strahlen schneiden, wahrend in einer ellip- 
tischen Raumform kein Punkt einen Gegenpunkt besitzt. 

DaB es fiir jedes ungerade n Raumformen beider Arten gibt, folgt 
aus dem Satz: 

Zu jeder positiven ganzen Zahl g gibt es eine n-dimensionale sphi- 
rische Raumform, deren Fundamentalgruppe der g-gliedrige Zyklus & ist **). 
Denn die spharischen Bewegungen 


jy = COS-Xo,-+ SING 2,41 n—1l 


ly = 0, Riess 5 





i . 
Lav41 = — SING-Xq,-+ COSA-Xy41 


sind fiir jedes «+k-22 fixpunktfrei und bilden fiir «= <-2n, 
[k= 0,1, ...] einen g-gliedrigen Zyklus. 


Wir wenden uns zur eingehenderen Behandlung des Falles n = 3 und 
kénnen uns, wie oben gezeigt, auf elliptische Bewegungen beschranken, 
und zwar auf eigentliche, d.h. die Indikatrix erhaltende. Dabei brauchen 
wir im wesentlichen nur iiber Resultate zu berichten, die durch Kleins®) 
Untersuchungen bekannt sind und aus denen sich die fiir unsere Frage- 
stellung wichtigen Tatsachen ohne weiteres ergeben: 

Die Gruppe % aller dieser Bewegungen ist das direkte Produkt der 
Gruppen ©, und ©, von Cliffordschen Schiebungen ,1. bzw. 2. Art“; 
jede der Gruppen ©,, GS, ist isomorph der Gruppe aller eigentlichen 
Drehungen einer zweidimensionalen Kugel. Ist 7’ keine Schiebung, sondern 
T= 8S,S8,, wobei S, und S, verschieden von der Identitét Z, S, < G,, 
S, < ©, sind, so haben die beiden durch S, und S, bestimmten Parallelen- 
kongruenzen genau zwei Geraden gemeinsam, die die Achsen der Schrau- 
bung 7, d.h. die beiden einzigen bei 7 in sich iibergehenden Geraden 
sind. Sind a, und «, die Verschiebungsstrecken von S, und S,, so ist 7 
fixpunktfrei, falls a, +«,, «,+-2—«, ist; ist dagegen a,—a, oder 
«, = 2—«,, 80 bleibt eine der Achsen punktweise fest, 7’ ist eine Drehung 
um diese Achse. 

Die endlichen Untergruppen von © teilen wir ein in die reinen 
Schiebungsgruppen und diejenigen, die mindestens eine Schraubung S, S, 
mit 8, + E und S, + E enthalten. 

Jede endliche Schiebungsgruppe ist endliche Untergruppe von ©, oder 
von ©,, also einer endlichen Drehungsgruppe der zweidimensionalen Kugel, 
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d. h. einer Polyedergruppe isomorph, und umgekehrt gibt es zu jeder Poly- 
edergruppe eine isomorphe Schiebungsgruppe; wegen der Fixpunktfreiheit 
jeder Schiebung gibt es daher zu allen Polyedergruppen elliptische Raum- 
formen. Die einzigen Polyedergruppen ungerader Ordnung sind Zyklen. 
Wir haben daher bis jetzt als Fundamentaigruppen spharischer Raumformen 
gefunden: 

1. Die Gruppen elliptischer Raumformen, die aus mit Polyeder- 
gruppen isomorphen, orthogonalen Substitutionsgruppen durch den oben ge- 
schilderten Verdoppelungsproze8 entstehen; und zwar gibt es zu jeder 
Polyedergruppe mindestens eine solche Gruppe. 


2. Die Gruppen nicht-elliptischer sphirischer Raumformen, die Zyklen 
ungerader Ordnung sind. — 


Jetzt betrachten wir Bewegungsgruppen ©, die Schraubungen ent- 
halten. Die hierdurch definierten Raumformen unterscheiden sich von 
den durch Schiebungen entstandenen dadurch, da8 es in ihnen geodatische 
Linien mit Doppelpunkt gibt; denn ist G eine in & enthaltene Schraubung, 
p ein auf keiner der Schraubungsachsen liegender Punkt des elliptischen 
Raumes, so entspricht der p mit G(p) verbindenden Geraden g in der 
Raumform eine geoditische Linie mit einem Doppelpunkt in dem Bild 
von p, da g von G(g) in G(p) geschnitten wird; ist dagegen @ eine 
Schiebung, so geht eine Gerade entweder in sich selbst oder in eine sie 
nicht schneidende Gerade iiber, woraus folgt, daB jede geoditische Linie 
einer durch eine reine Schiebungsgruppe definierten Raumform einfach ge- 
schlossen ist. 

@ enthalte also mindestens eine Schraubung**): 


Sind G,,G, die die Bewegung G von @ erzeugenden Schiebungen, 
so schreiben wir G =(G,,G,), und es ist GG’=(G,G,,G,G,). Die 
Vereinigungsmengen aller in dieser Weise die Bewegungen G von @ 
bildenden G, bzw. G, sind Gruppen G, und @,; © ist Untergruppe des 
direkten Produkts G,-G,. Zu einem G, aus G, gibt es im allgemeinen 
mehrere G,, so daB (G,, G,) << @ ist. Die so zu G,—E gehérigen G, 
bilden eine invariante Untergruppe @; von @,, die mit der invarianten 
Untergruppe (@,, Z) von @ isomorph ist; analog ist die invariante Unter- 
gruppe @, von @, erklart. Das direkte Produkt € der Gruppen (@;, Z) 
und (£, G5) ist invariante Untergruppe von @, und @ 1laBt sich daher 
in Nebengruppen zerlegen: 


G@=€+F7,E+...4+F,-,¢; 





2) Vgl. auBer den Arbeiten Kleins auch Goursat, Sur les substitutions ortho- 
gonales ..., Ann. de Ec. Norm. (3) 6 (1889). 
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ist hierbei F, = (G{”, G3”), so ist die Nebengruppe F,€ der von den Kom- 
plexen Gy” @;, und Gf’ @, erzeugte Komplex (G° G;, @{” G;). Gc!” ®, 
und Gf @, sind Nebengruppen der invarianten Cnieenitinnn G; bi G, 
in &, bzw. G,, und die durch F,€-F, € = F,€ definierten Kompositionen 
Gf” &; -G{° 6; = GY G; sind identisch mit den wae in den Faktor- 
gruppen = [¢=1,2]. Mithin sind die Faktorgruppen “ und der 
Faktorgruppe } = . isomorph, und wir sehen, daB @ folgendermaBen 
gebildet ist: 
@, und @, sind endliche Schiebungsgruppen erster und zweiter Art 
mit invarianten Untergruppen @,, @, und einander isomorphen Faktor- 


G 
gruppen 47 


1 2 
(G,,G,), fiir die G, und G, bei den Zerlegungen von G, und G, mod G, 
bzw. @, solchen Nebengruppen angehéren, die einander vermége des Iso- 
morphismus der Faktorgruppen entsprechen. Sind g,,9,,9;,93,9,f die 
Ordnungen von G,, G,, G,, &,, 6, F¥ = : os a so ist f—§ = &, 
I= 92 = 99. — oe eat hi 

Sind G, und G, Zyklen, so sind auch G,, G,,% Zyklen. Werden 
die Elemente von @, mit A* («= 1,...,g,) von G, mit B’(f =1,...,g,) 
bezeichnet, so ist 

G@, = {4.,4*"...,A%' = EB}, G,—{B.B*,..., BM! = B}, 
und die zu einem Element F von % gehérige Nebengruppe bei der Zer- 
legung von @, mod @, ist der Komplex aller Elemente A*/*®, wobei k 
alle ganzen Zahlen durchliuft und g eine feste Zahl ist; ist F ein § er- 
erzeugendes Element, d.h. ein Element der Ordnung f, so ist der gréBte 
gemeinsame Teiler (0,f)=—1. Setzt man k& gleich dem Produkt aller 
Primfaktoren von g,, die nicht in o-f aufgehen, wobei dieses Produkt, 
falls keine solchen Primzahlen existieren, als 1 definiert ist, so ist 
(kf-+o0,g,)=1. A*=A*’** hat daher die Ordnung g, und ist mithin 
ein ‘$3, erzeugendes Element. Analog findet sich in der entsprechenden 
Nebengruppe bei der Zerlegung von G, mod G, ein G, erzeugendes Ele- 
ment B*, und es ist (A*, B*) < @; wir schreiben von vornherein A* = A, 
B* = B und werden aus der Fixpunktfreiheit folgern, daB @ der Zyklus 
von (A, B) ist: es ist (91> 9 )=1; denn zu einem von 1 verschiedenen 
gemeinsamen Teiler ¢ von 4 und g, gabe es in G, und G, Elemente 


und ai @ ist die Gesamtheit aller derjenigen Bewegungen 


der Ordnung ¢, d. h. Schiebungen um die Strecken on bzw. tax mit 


(s,, t) = (8,,t)= 1; Potenzen dieser Schiebungen hitten beide als Schie- 


bungsstrecken .a und ihre Zusammensetzung lieferte eine nicht fix- 
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punktfreie Bewegung aus ©. — Wir kénnen also « und £ so bestimmen, 
daB ag! + Bg; =1 ist; dann ist 


Bg,=f(modg,), «%g, =f(modg,), 
Ab my A BY on B’. 
Sind nun k, 1, @ beliebig gegeben, so ist daher 
(a*fte Bitte) iad (A, B)Pnttante 


d. h. (A*/*¢, B'’*®) ist in dem Zyklus von (A, B) enthalten; da aber @ 
die Gesamtheit aller so gebildeten Elemente ist, ist bewiesen, da8 @ mit 
dem Zyklus von (A, B) identisch ist. 

Ist also G kein Zyklus, so ist mindestens eine der Gruppen G,, G, 
kein Zyklus, hat also als Polyedergruppe gerade Ordnung, und dann hat 
auch @& gerade Ordnung. Mithin sind auch hier Zyklen die einzigen 
Gruppen ungerader Ordnung, und wir kénnen unter Benutzung des oben 
fiir Schiebungsgruppen gefundenen Resultates die Tatsache aussprechen: 

Aufer den Zyklen ungerader Ordnung gibt es keine Fundamental- 
gruppen von dreidimensionalen sphdrischen, nicht-elliptischen Raum- 
formen. — 


also 


Wir haben nun noch die Fille zu betrachten, in denen mindestens eine 
der Gruppen @,, G, eine nicht-zyklische Polyedergruppe ist, und aus allen 
so gebildeten Gruppen © die auszuscheiden, welche Fixpunkte besitzen. 
Da das Suchen nach Fixpunkten der Gruppen © ohne prinzipielles Inter- 
esse ist, begniige ich mich mit der Angabe, daS man dabei auf folgende 
zwei Klassen von Gruppen gefiihrt wird, deren Fixpunktfreiheit wir 
zeigen werden: 

I. G, ist nicht-zyklische Polyedergruppe, ©; = G,; ©, ist Zyklus, 
®; = G; (9,,9.) = 1; @ ist das direkte Produkt G,-G,; % ist daher 
die Identitat. 

II. G, ist die Tetraedergruppe, @, die Diedergruppe D, (,,Vierer- 
gruppe“); G, = G+ KG, + KG; g,=12, 9, = 4; G, ist Zyklus 
der Ordnung g, = 18k+-9, @, Zyklus der Ordnung g, = 6k +3; 

@, = {A, A*,..., A**** = E} = © + AG, + A*G,, 
@, = { A*, A®,..., A™**? = B}; 
i ist also ein dreigliedriger Zyklus. 

Da die Bewegung (G,, G,) nur dann einen Fixpunkt hat, wenn die 

Schiebungsstrecken von G, und G, gleich sind, ist (G,,@,) gewiB fix- 


punktfrei, wenn G, und G, verschiedene Ordnungen haben. Daraus folgt 
die Fixpunktfreiheit fiir jede Substitution einer Gruppe der Art I oder II: 
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denn im Fall I sind die Ordnungen von G, und G, als Teiler der teiler- 
fremden Zahlen g, und g, voneinander verschieden; im Fall IT besitzt G, nur 
Elemente der Ordnungen 2, 3, von diesen Ordnungszahlen tritt in G, nur 3 
auf, und zwar sind die Elemente dritter Ordnung von @, in @, , aber nicht in 
A@, und A*@,, wihrend die den Elementen G, von G; entsprechenden 
Elemente G, von @{ alle die Ordnung 2 haben. — Unser Ergebnis ist: 

Auer denjenigen dreidimensionalen elliptischen Raumformen, deren 
Gruppen reine Schtebungsgruppen sind und auf die oben beschriebene 
Weise aus je einer beliebigen Polyedergruppe gebildet werden, sowie denen 
mit zyklischen Schraubungsgruppen gibt es noch unendlich viele andere 
Raumformen mit komplizierteren untereinander nicht tsomorphen Gruppen, 
unter deren Decktransformationen sich Schraubungen befinden. — 

Im Widerspruch zu dieser Tatsache findet sich an der einschligigen 
Stelle in der Enzyklopidie*’) die falsche Angabe, daB die einzigen spha- 
rischen Raumformen solche mit zyklischen Schiebungsgruppen seien. Auf 
die Existenz der Raumformen mit beliebigen polyedrischen Schiebungs- 
gruppen weist Woods**) hin, ohne jedoch die Frage nach Raumformen, 
deren Gruppen Schraubungen enthalten, nachzupriifen. Auch als Funda- 
mentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten schlechthin, ohne 
Hinblick auf das Clifford-Kleinsche Problem, sind fast alle der oben auf- 
gestellten endlichen Gruppen bisher nicht beachtet worden. Dehn**) 
nennt ausdriicklich als einzige bekannte endliche Fundamentalgruppen drei- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten die Zyklen und die erweiterte [kosaeder- 
gruppe; dazu kommt noch die von Poincaré als Beispiel behandelte er- 
weiterte Vierergruppe (von Poincaré als ,,Hyperkubische Gruppe“ be- 
zeichnet*)). Diese Gruppen sind unter den oben aufgestellten enthalten; 
die Antwort auf die Frage, ob mit den Gruppen der sphirischen Raum- 
formen die endlichen Fundamentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltig- 
keiten erschépft sind, scheint nicht bekannt zu sein. — 


§ 3. 
Uber den Jordanschen Satz in den Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeiten. 


Wiahrend es sich bei den beiden ersten der drei Teile, in die Brouwer*) 
den Jordanschen Satz fiir den n-dimensionalen Raum R, zerlegt, trotz 
der beim Beweise benutzten Voraussetzung, daB R, der kartesische Raum 


1") 1. ce. S. 116; der dort formulierte Satz ist offenbar aus dem genannten Buch 
Killings, 8S. 340ff., ibernommen. 

*8) Woods, Forms of Non-Euclidean Space, The Boston Colloquium 1905. 

) Dehn, Uber die Topologie des dreidimensionalen Raumes, Math. Ann. 69 
(1910), S. 165. 


) Brouwer, Beweis des Jord. Satzes fiir den n-dimens. Raum, Math. Ann. 71 (1912). 
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sei, um ,,imnere“, d.h. von der Natur der eine vorgelegte Jordansche 
Mannigfaltigkeit J enthaltenden Mannigfaltigkeit R, unabhiingige Eigen- 
schaften von J zu handeln scheint, [da kein R,, bekannt ist, in dem diese 
Satze nicht gelten]**), macht der dritte, die Existenz mindestens zweier 
durch J in R, bestimmter Gebiete behauptende Teil, den wir kurz als 
»Zerlegungssatz“ bezeichnen wollen, in hohem Grade eine Aussage iiber R,. 
Denn, abgesehen von der elementaren Tatsache, da8 es Flichen R, gibt, 
die nicht von jeder geschlossenen Kurve zerlegt werden, kann man jede 
(mn —1)-dimensionale Mannigfaltigkeit J in eine n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit R, einbetten, die von J nicht zerlegt wird, nimlich in das von J 
und einem Kreis gebildete Produkt**). Andererseits untersucht man die 
Giiltigkeit des Zerlegungssatzes und verwandter Sitze als Eigenschaft von 
R,, allein, ohne Riicksicht auf die topologische Struktur einer speziell 
betrachteten J, in der kombinatorischen Topologie z. B. bei Aufstellung 
der Bettischen Zahlen*). Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, wie 
man aus der gleichzeitigen Kenntnis gewisser Eigenschaften spezieller R, 
und spezieller J die Giiltigkeit des Zerlegungssatzes schlieBen kann. Ins- 
besondere werden wir folgendes Ergebnis erhalten: 

Jede n-dimensionale Clifford- Kleinsche Mannigfaltigkeit (n > 2) wird 
durch jede in thr liegende, der (n — 1)-dimensionalen Kugel homéoinorphe 
Mannigfaltigkeit zerlegt. 

Dies ist, da der universelle Uberlagerungsraum einer n-dimensionalen 
Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeit entweder die n-dimensionale Kugel S,, 
oder der aus S, durch Fortlassen eines Punktes entstehende kartesische 
Raum ist, eine Folgerung aus folgendem Satze: 

Wird die n-dimensionale Mannigfaltigkeit R,, durch die in ihr liegende, 
geschlossene, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit J nicht zerlegt, 
und ist der universelle Uberlagerungsraum von R,, einem (echten oder un- 
echten) Teil R der n-dimensionalen Kugel S, homéomorph, so bestehi die 
Menge S, — R entweder aus unendlich vielen oder aus genau zwei Punkten**). 

Beweis: R, und J mégen die Voraussetzungen des Satzes erfiillen 
und §, — R bestehe aus héchstens endlich vielen Punkten; J sei die 


*t) H. Kneser hat vom Standpunkt der kombinatorischen Topologie aus, d. h. 
unter der Annahme, daB J aus Seiten der R, bildenden Simplexe zusammengesetzt 
ist, 1. gezeigt, da R, durch J stets in héchstens zwei Gebiete zerlegt wird, und 2. 
notwendige und hinreichende Bedingungen fir R, aufgestellt, damit R, von jeder J 
zerlegt wird. (,Ein topologischer Zerlegungssatz“, Koninkl. Akad. van Wetenschapen 
te Amsterdam, Sept. 1924.) 

®) Steinitz, Beitrige zur Analysis Situs, Sitzungsber. der Berl. Math. Ges. 7 (1908). 

%) Fiir n= 2 ist dieser Satz inhaltslos, da es keine einfach zusammenhangende 
geschlussene eindimensionale Mannigfaltigkeit gibt. 
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Menge der die Punkte von J iiberlagernden Punkte von R, p, einer der 
iiber dem Punkt p von J liegenden Punkte von J. Jedem in p beginnen- 
den, auf J verlaufenden Kurvenbogen k entspricht ein eindeutig bestimmter 
von , ausgehender Bogen /:, und da die Abbildung von R auf R in 
der Umgebung jedes Punktes eineindeutig ist, erfiillen alle diese k eine 
Mannigfaltigkeit J,, die J unverzweigt iiberlagert, also wegen des einfachen 
Zusammenhanges von J mit J homéomorph ist. Mit Hilfe des Satzes von 
Heine- Borel kann man ein endliches System U‘'... U* von Umgebungen 
von Punkten p'...p* von J so auswihlen, daB die Vereinigungsmenge U 
der U* ganz J im Innern enthilt, und da8 in jedem U* die Abbildung 
auf die Umgebung U/} des Punktes p} von J,, und mithin auch die 
Abbildung von U auf eine Umgebungsmenge U, von J, topologisch ist. 
U, enthalt auBer J, keinen Punkt von J. J laBt sich in eine endliche 
oder unendliche Reihe von Mannigfaltigkeiten J = J, + J, +... zerlegen, 
die analog wie J, gebildet und alle mit J homéomorph sind. Konvergiert 
eine zu J gehérige Punktfolge 7,, 7,,... gegen den Punkt g, so gehért 
dieser entweder zu S,— RR oder zu einer J;; in letzterem Fall gehért, 
wie aus der Betrachtung von U; folgt, die ganze Folge von einem ge- 
wissen Index an zuJ,. So ist insbesondere kein Punkt von J, Haufungs- 
punkt von J —J,, je zwei der J; sind punktfremd. 


Da aus der Giiltigkeit des Jordanschen Satzes im kartesischen Raum 
unmittelbar seine Giiltigkeit in R folgt, zerlegt jede J; R in zwei Ge- 
biete G, und H;, deren gemeinsame Grenze sie ist. Wegen des Homéo- 
morphismus von J, mit J gibt es keine J; in sich iiberfiihrende Deck- 
transformation; daher kénnen wir die Bezeichnungen so wihlen, daB t, 
die J, in J, iiberfithrende Decktransformation, G;=t,(G,), H,= t;(H) 
ist; ferner seien G; und H, die G; baw. H; enthaltenden Gebiete, in die 
S,, durch J; zerlegt wird. — Aus der Punktfremdheit von J; und J, so- 
wie der Verbindbarkeit zweier willkiirlicher Punkte von J, durch eine 
auf J; verlaufende Kurve folgt, daB J; nicht gleichzeitig Punkte in G, 
und H, besitzen kann, daB also entweder J; < G; oder J; < H, ist. Ist 
z. B. J; << G;, so liegen, da jeder Punkt von J; Randpunkt von G; und H, 
ist, sowohl Punkte von G; als von Hi; in G;; dean kénnen nicht ‘such se. 
gleich Punkte von G; und H; in H, ‘ liegen, da sich zwei solche Punkte 
durch eine in H, veriaaiend, also J; nicht treffende Kurve verbinden 
lieBen. Mithin ist entweder G; < G; oder H; < G;, und wir sehen: eins der 
Gebiete G;, H; ist in einem der Gebiete G,;, H; enthalten. 


Nehmen wir nun an, daB G, mit jedem G; punktfremd sei; dann sind 

je zwei G,, G; punktfremd, da andernfalls Go = ¢; * (@,) mit tf *(@) =t;' t;(@o) 

= G, einen Punkt gemeinsam hitte. Die Menge G = SG, geht bei jeder 
: 
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Transformation ¢; in sich iiber und ist daher die vollstindige Uber- 
lagerungsmenge eines Gebietes G von R,; dasselbe gilt fiir den Durch- 
schnitt H= R—G—J aller H,, der das Gebiet H= R, — G — J iiber- 
lagert. DaB G nicht leer ist, folgt aus seiner Definition; auch H, und 
mithin ebenso H, ist nicht leer: denn U, gehért in bezug auf jedes J; 
(mit 7+ 0) ganz zu einem der Gebiete G;, H;, und zwar zu H,, da in 
U, Punkte von G, liegen; mithin sind die in U, liegenden Punkte von H, 


Punkte von H. Da nun aber G und H durch J= SJ, voneinander 
i 


getrennt werden, gilt dasselbe fiir G, H, J, — entgegen unserer Voraus- 
setzung. Es hat also G, mit mindestens einem G@,; und ebenso H, mit 
mindestens einem H; einen Punkt gemeinsam (#, j + 0). 


Jetzt nehmen wir an, da& fiir kein von Null verschiedenesi G@; < G, 
sei; dann ist auch fiir kein von Null verschiedenes j: H; < H,, da hieraus 
Go <G;, t;*(@,)=G, <t;*(G;)=G, folgen wiirde. Nach dem oben 
Bewiesenen kénnen wir annehmen, daB H, und H, einen gemeinsamen 
Punkt besitzen, daB also nicht H,<G, ist. Da aber (s.0.) eine der 
vier Relationen G,<G,, G,<H,, H,<G,, H,<H, bestehen muB, 
bleibt nur G, < H, iibrig. Analog folgt H;< G, aus der Annahme, daB 
G, und G; einen Punkt gemeinsam haben; wie oben gezeigt, gibt es © 
solche j, und zwar ist dann j +1, da aus G, < H, die Beziehung H, >G,, 
also die Punktfremdheit von G, und G, folgt. Wir kénnen daher H, <G,, 
G, — H, setzen, und hieraus folgt die unmégliche Relation H, = t, (H,) < t,(@,) 

G,< H,. Unsere Annahme, daB G, kein G; enthalte, war also falsch, 
und wir kénnen von nun an G, < G, und H_, < H, voraussetzen (wobei 
t; ‘= t_, ist). 

In Go liegt mindestens ein Punkt von S,—R; denn aus G, < G, 
folgt ti*' (@,) < ti (G,) fiir i=0,1,...; ist a, ein Punkt von J,, so 
ist tf(a,) <t}~*(@,), aber nicht t} (a,) < ti**(G,), es sind daher alle 
t}(a,) voneinander verschieden, und sie haben in der abgeschlossenen und 
beschriankten Menge G)-+-J, einen Haufungspunkt a, der, wie friiher 
gezeigt, nicht zu R gehért. Zugleich hat sich ergeben, daB¢, von unend- 
licher Ordnung ist. 


In Go liegt hédchstens ein Punkt von S,—R; setzt man namlich 
i!” = t,,, so muS ein Punkt des Durchschnitts von G, und S, — R, 
d. h. ein Punkt von Gj — G,, allen Gj, angehéren; denn wire g ein nicht 
zu G, gehdériger Punkt von Go — G;,, so wire g Hiufungspunkt von 
Go + Jo—Gy, diese Menge wire in S, nicht abgeschlossen, und dasselbe 
gilte von den mit ihr homéomorphen Mengen G;,+-J., — Gi,,,; diese 
Mengen hiitten zu Gj, — Gi,., gehdrige Haufungspunkte g,, von denen 
wegen Gi, < Gi, unendlich viele voneinander verschieden waren, — im 
Mathematische Annalen. 95. 22 
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Widerspruch za der Voraussetzung, daB Gs — Gp nur endlich viele Punkte 
enthalt. — Mithin ist Go— Gp) im Durchschnitt I”’ aller Gj, enthalten, 
und wir werden aus der Annahme, da8 I’ mindestens zwei Punkte a 
und } enthalte, einen Widerspruch herleiten. Zunichst bemerken wir, daB 
I’ abgeschlossen ist; denn gehérte der Haiufungspunkt y von I’ nicht zu 
G;,, 80 lage er auf J;,, also in Hj,,,, was wegen I’ <G;,,, unméglich 
ist. Nun wiirde aus der Existenz von a und b die Existenz einer Schar 
von a mit b verbindenden Kurvenbégen £; folgen, derart, daB p, < Gj, 
ware; die Schnittpunkte der £; mit einer a von } trennenden Jordanschen 
Mannigfaltigkeit » hiatten einen Haufungspunkt c auf 7, der, da I” ab- 
geschlossen ist, ebenfalls zu I”’ gehérte, und aus der Willkiir bei der Wahl 
von 7 folgte, daB I’ aus unendlich vielen Punkten bestinde. Da nun, 
wenn I” den Durchschnitt aller G,, bezeichnet, I’ —I = G, — Gp» und 
diese Menge endlich ist, enthielte I" unendlich viele Punkte und besiBe 
einen zu R gehérigen Randpunkt d. Dann gehdrte d wegen der Ab- 
geschlossenheit von I” selbst zu I’ und lage auf keiner J,,. Es gibe 
eine Umgebung D von d, die frei von Punkten von TI, ware, die 
i=0 
also in bezug auf jedes J,, ganz in einem der Gebiete G;,, Hj, lage; 
aus d <I'< G,, folgte daher D < G@,, fiir alle ¢, also D<TI, entgegen 
der Definition von d. 


Damit ist aus der friiher bewiesenen Tatsache G, < G, gefolgert, daB 
G, —G, genau aus einem Punkt besteht; aus H_,<H, folgt dasselbe 
fiir H, — H,, womit die Behauptung, da8 S, — R genau zwei Punkte ent- 
halt, bewiesen ist. 


Da8 die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs von J fiir die 
Giiltigkeit unseres Satzes notwendig ist, zeigt folgendes Beispiel: R, ist 
das Produkt**) aus n Kreisen, J ein Produkt aus (n — 1) Kreisen, R das 
Produkt aus n Geraden, also ein kartesischer Raum, S,—R besteht 
aus einem Punkt; R, wird von J nicht zerlegt. — DaB andererseits unter 
den Voraussetzungen unseres Satzes S,—R wirklich aus genau zwei 
Punkten bestehen kann, lehrt das Beispiel: R, ist das Produkt aus S,_, 
und Kreis, J eine zu einem Punkt des Faktorkreises gehérige S,_,, R das 
Produkt aus S,_, und Gerade, also der einmal punktierte euklidische oder 
zweimal punktierte sphirische Raum. 


Mittels der bei dem eben gefiihrten Beweis angewandten Methode 
gelangt man bei speziellen Klassen von R, zu schiarferen Resultaten, 
nimlich zum Beweis des Zerlegungssatzes fiir “alle zweiseitigen, bzw. iiber- 
haupt fiir alle J. Es besteht nimlich zunichst der Satz: 








| 
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Hat die zweiseitige n-dimensionale Mannigfaltigke:t R,, die n-dimen- 
sionale Kugel S, zum universellen Uberlagerungsraum, so wird R,, von 
jeder zweiseitigen Jordanschen Mannigfaltigkeit J zerlegt**). 

Beweis: Wir nehmen an, daS R, durch J nicht zerlegt wird und 
schlieBen in Analogie zu den vorhin angestellten Uberlegungen: Die Menge J 
der J iiberlagernden Punkte la8t sich in endlich viele, unter einander 
homéomorphe Mannigfaltigkeiten J = J,+J,+ ... +d, zerlegen; jede 
J, ist geschlossene unverzweigte Uberlagerungsmannigfaltigkeit von J, also 
zweiseitig; je zwei J, sind punktfremd. Jede J, zerlegt R=, in zwei 
Gebiete G,, H,, deren gemeinsame Grenze sie ist. 

Es gibt keine Decktransformation ¢, die G, in H, iiberfiihrt, da wegen 
der Zweiseitigkeit von R, und von J bei jeder J, in sich iiberfiihrenden 
Decktransformation sowohl die Indikatrix von S, wie die von J, erhalten 
bleibt und bei einer solchen topologischen Abbildung von S,, auf sich jedes 
der durch J, bestimmten Gebiete ir -:ch iibergeht, wie am Schlu8 dieses 
Paragraphen in einem Hilfssatz gezeigt werden wird. Man kann daher 
die Bezeichnungen so wihlen, daB die @; die Bilder von G,, die H, die 
Bilder von H, sind. 

Nun schlieBt man wie friiher weiter: Es ist entweder J; < G, oder 
J;< H;; eins der Gebiete G;, H; ist in einem der Gebiete G;, H, ent- 
halten. — Die Annahme, da8 G, mit jedem G@; punktfremd sei, fiihrt zu 
der der Voraussetzung widersprechenden Folgerung, da8 R, durch J in 
zwei Gebiete G und H zerlegt wiirde; folglich haben z. B. H, und H, 


einen Punkt gemeinsam. — Mit Hilfe dieser Tatsache zeigt man, dab G, 
ein G,; enthalten mu’. — Aus G;< G, folgt, daB jede G, in G, iiber- 
fiihrende Decktransformation unendliche Ordnung hat, — im Widerspruch 


zu der aus der Geschlossenheit von S, folgenden Endlichkeit der Funda- 
mentalgruppe. — Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Jetzt nehmen wir weiter an, daB R, die bisherigen Voraussetzungen 
erfiillt und da8 in ihr die einseitige Jordansche Mannigfaltigkeit J liegt. 
Da es in S,, keine einseitigen Jordanschen Mannigfaltigkeiten gibt**), sind 
die J, zweiseitig. Es gibt daher eine Decktransformation ¢, die J, unter 
Umkehrung ihrer Indikatrix auf sich abbildet. Dann ist die Ordnung von t¢ 
und mithin auch die Ordnung der Fundamentalgruppe gerade. Damit ist 


bewiesen : 


™) Bei Beschrinkung auf den Standpunkt der kombinatorischen Topologie sind 
dieser und der nichste Satz Folgerungen avs den Relationen zwischen Fundamental- 
gruppe einerseits, Bettischen und Torsionszahlen andererseits (Tietze, Die topologi- 
schen Jnvarlanten... Wiener Monatshefte 19 (1908), 8. 77ff.) in Verbindung mit 
den oben zitierten Ergebnissen von H. Kneser. 

%) Brouwer, Uber Jordansche Mannigf., Math. Ann. 71 (1912). 
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Tritt zu den Voraussetzungen des zuletzt bewiesenen Satzes noch die, 
da8 die Ordnung der Fundamentalgruppe ungerade ist, so wird R, von 
jeder Jordanschen Mannigfaltigkeit J zerlegt. 

Fiir die Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeiten gilt daher nach § 2: 

Jede spharische Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl wird von 
jeder in thr liegenden zweiseitigen, jede spharische, nicht-elliptisehe Mannig- 
faltigkeit ungerader Dimensionenzahl sogar von jeder in thr liegenden 
Jordanschen Mannigfaltigkeit zerlegt. 


Zur Vervollstindigung der Beweise der letzten Satze ist noch der 
Beweis des folgenden Hilfssatzes nachzutragen: 

Geht bei der topologischen Abbildung t der n-dimensionalen Kugel S,, 
die Jordansche Mannigfaltigkeit F in sich iiber, und bleibt sowohl die 
Indikatriz von 8,, als auch die von F ungedndert, so wird jedes der 
beiden durch F bestimmten Gebiete in sich tibergefiihrt. 

Den Beweis fiihren wir auf Grund der Brouwerschen Theorie der ,,Ordnung 
eines Punktes in bezug auf eine Mannigfaltigkeit***) in mehreren Schritten: 


1. EZ, sei ein n-dimensionaler, orientierter, euklidischer Raum, K eine 
in ihm liegende (mn —1)-dimensionale Kugel. Unter der_,,natiirlichen“ 
Orientierung von K verstehen wir diejenige, bei der ein in ihrem Sinne 
positives, an K tangentiales (mn — 1)-dimensionales Achsenkreuz zusammen 
mit der inneren Normalen als n-ter Achse ein im Sinne der Orientierung 
von E, positives, n-dimensionales Achsenkreuz darstellt. Die ,,Ordnung“ 
o,(a, F) eines Punktes a in bezug auf eine orientierte Jordansche Mannig- 
faltigkeit F ist der Grad**) der durch Zentralprojektion von a aus ver- 
mittelten Abbildung von F auf eine natiirlich orientierte Kugel um a. 
Sie hat denselben Wert fiir je zwei Punkte desselben durch F bestimmten 
Gebietes, und zwar +1 fiir das innere, 0 fiir das auBere, d.h. das mit 
dem unendlich Fernen verbindbare Gebiet. — Ist HZ, ein zweiter n-dimen- 
sionaler Raum, fiir den die analogen Festsetzungen getroffen sind, und 
wird Z, durch die topologische Abbildung¢ so auf 2, bezogen, da8 dabei 
den positiven Indikatrizen von HZ, und F die positiven Indikatrizen von 
E, bzw. t(F) entsprechen, so ist 


o,(a, F) = 0, (t(a), t(F)). *°) 
2. Ist a ein Punkt von S,, so laBt sich (S,—a) als orientierter 
euklidischer Raum 2, auffassen, indem man das Koordinatensystem des 


im Gegenpunkt a’ von a an S, tangentialen n-dimensionalen Raumes 
stereographisch auf (S, — a) projiziert und ‘die Orientierung von S,, beibehilt; 


%) Uber Abbildung von Mannigf., Math. Ann. 71 (1912). 
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a spielt in Z, die Rolle des unendlich fernen Punktes. Die a und a’ ver- 
bindenden GroBkreise sind sowohl in Z, wie in EH, gerade Linien; die zu 
a und a’ gehérige (nm — 1)-dimensionale Aquatorkugel ist in Z, und in By 
eine Kugel mit a’ bzw. a als Mittelpunkt; die natiirlichen Orientierungen 
dieser Kugel sind einander entgegengesetzt. Daraus folgt, wenn wir die 
,,Ordnungen* in Z, und Z, mit o, bzw. o, bezeichnen, fiir jede Jordansche 
Mannigfaltigkeit F: 
0,(a’, F) = — og (a, F). 

3. t sei eine topologische Transformation von S,, die F in sich iiber- 
fiihrt. Dann geht, da S, durch F in nicht mehr als zwei Gebiete zerlegt 
wird, bei der Abbildung t* jedes dieser Gebiete in sich iiber. Mithin ist 
fiir beliebige Punkte a und b: 


o,(a, F) = 0,(t*(a), F). 

4. t und F sollen die Voraussetzungen unseres Satzes erfiillen. s sei 
eine topologische Transformation von S,, die a festhalt und b =t(a) in 
den Gegenpunkt a’ von a iiberfiihrt; (man wihle als s etwa ine Trans- 
lation in Z,). Dann erfiillt die zu ¢ ahnliche Transformation t, = sts~* 
die Voraussetzungen unseres Satzes in bezug auf F,=s(F), und es ist 
iiberdies t, (a) =a’; da es geniigt, unseren Satz fiir ¢, statt fiir ¢ zu be- 


weisen, kénnen wir annehmen, es sei von vornherein b = t(a)=a’. Dann 
ist, wenn wir ¢(b) = c setzen, 


nach 1.: 0,(6, F)=0,(c, F), 
nach 2.: o,(6, F) = —0,(a, F), 
nach 3.: o,(a, F)=0,(c, F), 
also: o,(a, F)=0, 


d. h. a gehért dem durch F in Z, bestimmten ,,AuBengebiet* an, also dem- 
selben Gebiet, wie der ,,unendliche ferne‘‘ Punkt b = t(a) von Z,, w. z. b. w. 


§ 4. 
Abbildungseigenschaften Clifford-Kleinscher Mannigfaltigkeiten™*). 


Zu einer beliebigen Mannigfaltigkeit M gehére der universelle Uber- 
lagerungsraum M und die Gruppe £ von Decktransformationen 1,, t,, ... 
Einer Abbildung f von M auf sich entsprechen durch folgende Beziehung 
Abbildungen von © auf sich: 


26a) Zusatz bei der Korrektur. Ein Teil des Inhalts dieses Paragraphen 
ist, wie ich nachtriglich bemerkt habe, in etwas anderer Form unter der in diesem 
Fall unwesentlichen Beschrinkung auf die Dimensionenzahl 2 bereits in der Abhandlung 
»Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach hangender Flichen“ von 
Brouwer, Math. Ann. 81, enthalten. 
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P sei ein beliebiger Punkt von M, P und P, seien zwei willkiirliche 
der iiber P und P, =f(P) liegenden Punkte von M. Ist Q ein Punkt 
von M, so ziehe man einen Kurvenbogen k von P nach Q; & liegt iiber 
einem in P beginnenden und in dem unter Q gelegenen Punkt Q enden- 
den Kurvenbogen k; f(k) =, fiihrt von f(P) nach f(Q), und unter den 
Bildern von k, in M ist genau eins, k,, das in P, beginnt. Der zweite 
Endpunkt Q, von k, ist unabhingig von der Wahl von k; denn ist k’ 
ein zweiter, von P noch Q laufender Bogen, so 1a8t sich die geschlossene 
Kurve k +k’ bei Festhaltung von @Q stetig auf diesen Punkt zusammen- 
ziehen. Dasselbe gilt daher fiirk +k’ und Q, sowie fiir k,-+k, und Q,; 
daher ist Q, = @Q;. Die Abbildung Q, = /(Q) ist mithin eindeutig und 
stetig, und es liegt stets {(Q) iiber f(Q), wenn Q iiber Q liegt. 

f hangt ab von der Wahl der Punkte P und P,; wahlt man an deren 
Stelle zwei andere iiber P und P, liegende Punkte ¢,(P) und t,(P,), so 
wird dadurch eine dieselben Rigenschelten wie /, = f besitzende Abbildung ha 
definiert; es besteht die Relation 

fat,,(P) =t, f,(P 
und aus der Definition von f, und f, ergibt sich, daB sie auch fiir die 
von P verschiedenen Punkte gilt, daB also identisch fz = t,/,t,* ist. Alle 
so gebildeten, f iiberlagernden Abbildungen /, bilden eine Klasse F’, die 
mit E vertauschbar ist, d. h. fiir die die symbolische Gleichung FT = TF gilt. 

Es kann nun vorkommen, daB eine Abbildung f aus F' mit jeder 
Decktransformation ¢, vertauschbar ist; in diesem Falle nennen wir f eine 
»vertauschbare Abbildung* von M. Wir zeigen nun: 

Gehért f zur Klasse der Identitaét, d.h. laBt sich f durch eine ein- 


deutige und stetige Deformation in die Identitat iiberfiihren, so ist f ver- 
tauschbar. 


Beweis: P sei ein willkiirlicher, den festen Punkt P iiberlagernder 
Punkt. Bei dem f erzeugenden Deformationsvorgang beschreibt P eine nach 
f(P) laufende Kurve h. h besitzt eine bestimmte in P beginnende Uber- 
lagerungskurve h; ihren iiber f(P) liegenden Endpunkt nennen wir P, 
und bestimmen nun mittels P und P, die Abbildung /. — Ist k, eine 
von P nach ¢,(P) laufende Kurve, so entspricht dem Deformations. 
vorgang, der k, in f(k,) iiberfiihrt, eindeutig eine stetige Deformation, 
die k,, in eine f(k,,) tiberlagernde, in /(P) beginnende, in einem Punkt t,, f(P) 
endigende Kurve k, iiberfiihrt; wegen der Stetigkeit dieses Ubergangs, 
wihrend dessen die Endpunkte der Kurve stets im Sinne der Decktrans- 
formationen kongruente Punkte sind, mu8 aber ¢, = ¢, sein. En hat also 
den Endpunkt ¢,/(P). Andererseits ist auch f (k, ) ebenso wie k,, eine 
in f(P) beginnende Uberlagerungskurve von f(k,), also, da es nur eine 
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derartige Kurve gibt, k,, = f(k,) und t,/(P)=/t,(P). Dies gilt wieder 
auch fiir die von P verschiedenen Punkte, d. b. es ist identisch ¢, f = ft,. 

Fiir den Fall, daB die Fundamentalgruppe kommutativ ist, lat sich 
der eben bewiesene Satz wesentlich verschirfen. Nennen wir namlich f eine 
,homotope“ Abbildung von M, wenn f jeder geschlossenen Kurve eine ihr 
homotope*’) zuordnet (was natiirlich stets der Fall ist, wenn f zur Klasse 
der Identitét gehért), und nennen wir ferner f eine ,,allgemein vertausch- 
bare“ Abbildung, falls alle Abbildungen f aus F mit allen ¢, vertausch- 
bar sind, so gilt der Satz: 

Ist die Fundamentalgruppe T von M kommutativ und f eine homo- 
tope Abbildung von M auf sich, so ist f allgemein vertauschbar. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB f vertauschbar ist; denn aus 
ft, = tf folgt tft, t, = t,t, ft, (t,ft,,)t, — t, (tf te)» also ftn be tal 
fiir alle /,. 

Sei also, bei kommutativer Gruppe T, 7 homotop; wir zeigen, daB 
fiir beliebiges ‘n ft, =t,f ist: 

Der wegen der Homotopie von f existierenden Deformation der ge- 
schlossenen Kurve k, welche von der P mit ¢,(P) verbindenden Kurve k 
iiberlagert wird, in f(k), entspricht eine Deformation von i in eine Uber- 
lagerungskurve von f(k), also in eine Kurve ¢, f(k) mit den Endpunkten 
t,,/(P) und t,ft,(P); andererseits ist waihrend der Deformation der 
Kurvenendpunkt stets das durch ¢, gelieferte Bild des Anfangspunktes, es ist 
daher: t, ft, (P) =t, t,, f(P), dies gilt wieder unabhingig von P, es ist also : 

tn ft, fe: t,, bn f, 
t_ ft, = ttf, 
ft, =f, w. z. b. w. 

Wir untersuchen nun die Umkehrbarkeit des ersten der beiden Sitze: 
Gehért jede vertauschbare Abbildung zur Klasse der Identitét? DaB dies 
nicht immer der Fall ist, zeigt die jedem Punkt seinen diametralen Punkt 
zuordnende Abbildung der Kugel; sie ist gewi8 vertauschbar, da T nur 
aus der identischen Transformation besteht, gehért aber nicht zur Klasse 
der Identitét, da sie den Grad —1 hat**). Es erhebt sich nun aber die 
Frage, ob die beiden Bedingungen, daB f vertauschbar sei und den 
Grad -+-1 habe, die beide notwendig fiir stetige Erzeugbarkeit von f aus 
der Identitét sind, zusammen hierfiir auch hinreichend sind. Wir zeigen 
an einem Beispiel, daB auch dies nicht der Fall ist: 

M sei das Produkt**) zweier Kugeln, d. h. die 4-dimensionale Mannig- 
faltigkeit aller Punktepaare (P,, P,) einer Kugel K, wobei (P,, P,)+(P,,.P,) 





2”) Zwei Kurven heiBen homotop, wenn sie auf M durch eine eindeutige und 
stetige Deformation ineinander iibergefiihrt werden kénnen. 
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ist; sie ist einfach zusammenhingend, da man jede geschlossene Kurve k 
auf einen Punkt zusammenziehen kann, indem man dies fiir jede der 
beiden, & auf K entsprechenden Kurven tut. Daher besteht T nur aus 
der Identitét, und jede Abbildung f von M auf sich ist vertauschbar. 
Ist f durch 

f[(Pr» Ps))=(Al(Pa> Pad)» fal( Pr» Ps)]) 
gegeben, so ist, bei festem P?, eine Abbildung von K auf sich P, = fs (P? , Pe) 
definiert, die zur Klasse der Identitiat gehért, falls dies fiir f der Fall ist. Be- 
zeichnet nun P* den Diametralpunkt von P, so muB von den drei Abbildungen 

(Pi, P,)) = (P,, P,), 

9((P,, Pa] =(P,, Py), 

A((P,, P,)] = fa ((P;, P,))=(P3, P,); 
die alle topologisch sind, also den Grad +1 haben, mindestens eine vom 
Grad +1 sein, da sich bei Zusammensetzung von Abbildungen die Grade 
multiplizieren®®), Trotzdem 1a8t sich keine der drei Abbildungen in die 
Identitat iiberfiihren, da die Abbildungen 


f.((P; Pa) = Pi 

92 {(Pr: P,)| = FP. 

h, [(P2 P,)] ee re 
die Grade 0, —1,0 besitzen, also keine von ihnen sich stetig in die 
Identitat iiberfiihren 1a8t. 


Die Clifford-Kleinschen euklidischen und hyperbolischen Mannigfaltig- 
keiten kénnen ein solches Verhalten nicht zeigen; vielmebr gilt der Satz: 


Jede vertauschbare Abbildung einer Clifford-Kleinschen euklidischen oder 
hyperbolischen Mannigfaltigkeit auf sich gehdért zur Klasse der Identitat. 

Beweis: f sei die Abbildung, f eine von den iiberlagernden Ab- 
bildungen und mit allen ¢, vertauchbar. Da die Strecken t,(P)—¢, /(P) 
alle iiber derselben geoditischen Strecke von M liegen, kénnen wir das- 
selbe auch fiir die mit diesen identischen Strecken ¢,(P)— /ft,(P) aus- 
sprechen und sagen: Alle Punkte Q,, die die Strecken ¢,(P)—/t,(P) 
in einem festen Verhiltnis teilen, liegen, unabhangig von n, iiber dem- 
selben Punkt von M. — Nun laBt sich f stetig aus der Identitat er- 
zeugen, indem man alle Punkte P, gleichzeitig beginnend, gleichférmig und 
geradlinig von P nach f(P) laufen laBt. Aus dem eben Gesagten ergibt 
sich, daB diesem Vorgang eine eindeutige und stetige Deformatiou in M 
entspricht, womit die Behauptung bewiesen ist. 


Man erkennt iiberdies, daB es zu jedem mit allen t,, vertauschbaren / 


eine derartige Deformation gibt, daB also unter Umstianden mehrere / er- 
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zeugende Deformationsvorgiinge existieren kénnen. Dies tritt z. B. im 
Falle einer kommutativen Fundamentalgruppe ein; in diesem Fall besteht 
folgende, sich aus den bisherigen Satzen unmittelbar ergebende Tatsache: 

Ist f eine homotope Abbildung der, eine kommutative Fundamental- 
gruppe besitzenden, euklidischen oder hyperbolischen Mannigfaltigket M, 
so ist f stetig aus der Identitdt zu erzeugen; und zwar laft sich fiir einen 
beliebigen Punkt P als Bahnkurve eine der von P nach f(P) jtihrenden 
geodatischen Linien willkiirlich vorschreiben. — 

Wir haben bisher stets nur unberandete Mannigfaltigkeiten betrachtet ; 
die beiden Siatze iiber Clifford-Kleinsche Mannigfaltigkeiten sind aber auch 
richtig, wenn M berandet ist, vorausgesetzt, daB M konver ist; die Be- 
weise bleiben wértlich dieselben. Wir wollen als Beispiel hierfiir eine An- 
wendung auf den Fall des ebenen Kreisringes machen: 

Ein solcher, d. h. ein von zwei konzentrischen Kreisen begrenzter Be- 
reich der Ebene, laBt sich topologisch abbilden auf einen von zwei 
Parallelkreisen begrenzten Teil eines geraden Kreiszylinders, also einer 
Clifford-Kleinschen euklidischen Mannigfaltigkeit. MZ ist ein Parallel- 
streifen der euklidischen Ebene, also konvex. T&T ist kommutativ, nimlich 
der unendliche Zyklus; seiner Basis entspricht ein gerichteter Randkreis r 
von M. Jede Abbildung, die r in eine homotope Kurve iiberfiihrt, ist 
daher homotop und mithin auf unendlich viele Weisen aus der Identitat 
stetig zu erzeugen. 

Dies gilt insbesondere fiir topologische, die Indikatrix erhaltende Ab- 
bildungen von M auf sich, die die Randkreise nicht vertauschen; denn bei 
ihnen geht jeder dieser Kreise, auch der Richtung nach, in sich iiber. Hat 
f die Eigenschaft, die Randkreise ,,mit entgegengesetzten Drehungen‘‘**) 
auf sich abzubilden, so la8t sich fiir einen Randpunkt die Bahnkurve so 
waihlen, daB der sich ergebende Deformationsvorgang die Randkreise in 
entgegengesetzten Richtungen deformiert. 

Diese Tatsachen sind von Interesse fiir die Formulierung des ,,letzten 
geometrischen Theorems von Poincaré‘**), dessen Voraussetzungen in der 
Literatur nicht ganz einheitlich angegeben werden; aus unseren Betrach- 
tungen folgt, daB, wenn man den z. B. bei Kerékjaért6é**) wiedergegebenen 
Voraussetzungen Poincarés noch die der Erhaltung der Indikatrix hinzufiigt, 
die bei Bieberbach*™*) formulierten erfiillt sind. Fiir das in Frage stehende 
Theorem ist aber der Fall einer Umkehrung der Indikatrix ohne Inter- 
esse (da jede die Indikatrix umkehrende, jeden Rand in sich iiberfiihrende, 


*) Von Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie I (1923), VI. Abschn., § 3. — 
Poincaré, Sur un théoréme de géométrie, Rend. di Palermo 88 (1913). — Bieberbach, 
Theorie der Differentialgleichungen (1923), S. 189 und die dort zitierten Arbeiten 
von Birkhoff. 
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topologische Abbildung des Ringes auf sich sogar auf jeden Rand zwei 
Fixpunkte besitzt); mithin sind die in dem zweiten der zitierten Biicher 
gemachten Voraussetzungen praktisch nicht enger als die in dem ersten 
Buch genannten. Umgekehrt folgen diese offenbar aus jenen. — 


H. Hopf. 


Handelte es sich bei den bisher betrachteten Abbildungen um solche, 
deren Klasse die der Identitaét ist, so betrachten wir jetzt noch gewisse 
Abbildungen auf Clifford-Kleinsche Mannigfaltigkeiten, die zur ,,Nullklasse“ 
gehéren; darunter verstehen wir Abbildungen, die sich stetig in Abbil- 
dungen auf einen einzigen Punkt abindern lassen. — Es gilt der Satz: 

Hine Abbildung f einer geschlossenen einfach zusammenhdangenden 
k-dimensionalen (kn) Mannigfaltigkeit K auf eine n-dimensionale 
euklidische oder hyperbolische Clifford-Kleinsche Mannigfaltigke:t M ge- 
hort stets zur Nullklasse. 


Beweis: Wir definieren folgendermaSen eine Abbildung f von K 
auf den universellen Uberlagerungsraum M von M: dem willkiirlichen 
festen Punkt P von K ordnen wir einen der f(P) iiberlagernden Punkte 
P,=f(P) zu. Ist Q ein beliebiger Punkt von K, so ziehen wir einen 
stetigen Kurvenbogen s von P nach Q und definieren als Q, = /(Q) den 
freien Endpunkt desjenigen iiber f(s) liegenden Bogens in M, der in P, 
beginnt. (, ist von der Wahl von s unabhangig; denn ist ¢ eine zweite 
P mit Q verbindende Kurve, (J, der durch ihre Vermittlung gelieferte 
Bildpunkt von Q, so laBt sich die geschlossene Kurve s + ¢ infolge des 
einfachen Zusammenhanges von K unter Festhaltung von Q stetig auf 
diesen Punkt zusammenziehen, dasselbe gilt von der Kurve f(s + #) und 
dem Punkt /(Q), woraus die Identitét von Q, mit Q, folgt. — Mithin 
ist f eine eindeutige und stetige Abbildung. Sie laBt sich stetig in eine 
Abbildung auf einen einzigen Punkt A iiberfiihren, indem man alle 
Punkte /(Q) geradlinig und gleichférmig in der Zeit J nach A laufen 
laBt. Diesem Abanderungsproze8 in M entspricht eindeutig ein solcher 
in M, womit die Behauptung, f gehére zur Nullklasse, bewiesen ist. — 

Ist k= n, so folgt, daB f den Grad**) 0 hat. Jedoch ist diese Tat- 
sache nur ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Satzes, der nicht 
nur fiir die bisher betrachteten Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeiten gilt: 

Jede Abbildung f einer n-dimensionalen geschlossenen einfach zu- 
sammenhangenden Mannigfaltigkeit K auf eine n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit M, welche einen offenen universellen Uberlagerungsraum M 
besitzt, hat den Grad 0. 

Beweis: Die wie oben konstruierte eindeutige und stetige Ab- 
bildung f von K auf M hat, da M offen ist, den Grad 0. Sind nun f, 








Clifford-Kleinsches Raumproblem. 339 


eine simpliziale Approximation von f, f, die zu f, gehdrige simpliziale 
Approximation von /, A ein auf keinem Rand eines Bildsimplex liegender 
Punkt von M, A,, A,,...,A, diejenigen der iiber A liegenden Punkte 
von M, die bei der Abbildung fi Bildpunkte sind, so ist fiir jeden dieser 
Punkte A, die Differenz p, — p, der Anzahlen der ihn pesitiv bew. negativ 
bedeckenden Bildsimplexe gleich 0. Mithin ist auch Ty - Pi =. 
e=1 
Da wir M als zweiseitig voraussetzen diirfen**) und daher p= ZPo 


, 


p= > Pe die entsprechenden Anzahlen fiir den Punkt A bei der Abbildung fi 


sind, ist damit gezeigt, daB auch f den Grad 0 hat. — 

Wahrend, wie oben bewiesen, f unter den Voraussetzungen des letzten 
Satzes, falls M eine euklidische oder hyperbolische Mannigfaltigkeit ist, 
zur Nullklasse gehért, ist dies bei anderen M mit offenem Uberlagerungs- 
raum nicht stets der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt: K sei das Produkt 
zweier zweidimensionaler Kugeln, M das Produkt aus Kugel und Torus; 
M ist das Produkt aus Kugel und Ebene, also offen; K ist einfach zu- 
sammenhingend. Die Punkte von K bezeichnen wir, wie friiher, mit (P, , P,), 
die von M mit (p,,p,). Dabei sind P,, P,, p, variable Punkte einer Kugel &, 
p, variabler Punkt eines Torus. Ist nun f eine zur Nullklasse gehérige Ab- 
bildung, /{(P,,P,)] = (Py, P») mit py =f, (Py, Py)]» Pa fal(Pas Pa 
so ist, wenn P, ein fester Punkt von & ist, p, = y(P,)=f,[(P,, P,)] 
eine Abbildung von & auf sich, die ebenfalls zur Nullklasse gehért, also 
den Grad 0 hat. Definieren wir daher z. B. f durch /,[(P,, P,)] =P,, 
f, = [(P,, P,)] = p$, wobei pf ein fester Punkt des Torus ist, so gehért 
f nicht zur Nullklasse, da g(P,)= P, vom Grade 1 ist. — 

Die Satze dieses Paragraphen beziehen sich auf euklidische und hyper- 
bolische Mannigfaltigkeiten; die analogen Untersuchungen fiir den sphd- 
rischen Fall wiirden insbesondere auf die Spezialfragen fiihren, ob eine 
Abbildung einer n-dimensionalen Kugel auf sich selbst stets zur Klasse 
der Identitét bzw. zur Nullklasse gehért, falls der Grad 1 oder 0 ist. 
Die diese beiden Probleme enthaltende allgemeinere Frage, ob alle Ab- 
bildungen gleichen Grades der n-dimensionalen Kugel auf sich eine einzige 
Klasse bilden, ist fiir n= 2 von Brouwer*’) bejaht worden; fiir n > 2 
ist sie, soviel mir bekannt ist, noch unbeantwortet®). — 


29) “Brouwer, Sur la notion de ,classe“ de transformations d’une multiplicité, 
Proceed. of the 5“ Internat. Congress of Mathemat. Cambridge 2 (1912), 8. 9f. 

%) Zusatz bei der Korrektur. In einer zu verdffentlichenden Arbeit des 
Verfassers iiber ,Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten“ wird diese 
Frage fiir alle n bejaht. 


(Eingegangen am 7. 3. 1925.) 








Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen. 


Von 


Heinz Hopf in Berlin. 


Einleitung. 


Aus der Integralformel von Gau8-Bonnet in der gewéhnlichen Diffe- 
rentialgeometrie folgt bekanntlich der Satz von der topologischen Invarianz 
der Curvatura integra einer geschlossenen Fliche*); er laBt sich folgender- 
maBen aussprechen: ,,Ist auf einer geschlossenen Fliche durch ein Bogen- 
element ds eine iiberall regulire MaSbestimmung definiert und ist K das 
in bekannter Weise aus den Koeffizienten von ds* berechnete GauBSsche 
KriimmungsmaB, so ist das iiber die ganze Flache erstreckte Integral 
von K gleich dem Produkt aus dem Oberflacheninhalt 42 der Einheits- 
kugel und einer ganzzahligen topologischen Invariante der Fliche.“ Es 
ist also, damit dieser Satz gelte, nicht nétig, sich auf Flachen zu be- 
schrinken, die im dreidimensionalen euklidischen Raum liegen und die 
ihnen dadurch aufgezwungene Metrik tragen. In den nachstehenden Unter- 
suchungen der Curvatura integra mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten 
jedoch nehmen wir die eben gekennzeichnete Einschrinkung vor: wir be- 
trachten n-dimensionale, in den (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum 
eingebettete geschlossene Hyperflachen (die iibrigens Selbstdurchdringungen 
aufweisen diirfen), und fragen nach den Werten der Curvatura integra, 
welche durch Hyperflachen, die ,,Modelle“ ein und derselben Mannigfaltig- 
keit sind, geliefert werden. Aus der GauSschen Definition des Kriimmungs- 
maBes vermittels der Normalenabbildung geht ohne weiteres hervor, dab 
die Curvatura integra einer Hyperfliche m gleich dem Produkt aus dem 
Oberflacheninhalt der n-dimensionalen Einheitskugel und dem ,,Grade~ 
der durch die Normalen von m vermittelten Abbildung der durch das 
Modell m reprisentierten Mannigfaltigkeit auf die ,Richtungskugel“ des 
(n -+-1)-dimensionalen Raumes ist. Dieser Abbildungsgrad, den wir in 


*) S. z. B. Blaschke, Vorles. iiber Diff.-Geom. 1 (Berlin 1921), § 64. 
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Abanderung der Bezeichnung selbst die Curvatura integra von m nennen 
wollen, bildet daher den Mittelpunkt der Untersuchung *). 


Infolgedessen schlieBt sich diese eng an die fundamentalen, die 
Theorie des Abbildungsgrades begriindenden Arbeiten Brouwers an; es 
sind dies die Abhandlung ,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten“ *), 
sowie Teile der Abhandlung ,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“ *). 
Ihre Begriffsbildungen, Beweismethoden und Terminologie werden im 
folgenden — besonders in den §§ 1,2 — so hiaufig benutzt, da8 nicht 
jedesmal im Text auf sie verwiesen werden konnte und ihre Kenntnis als 
bekannt vorausgesetzt werden muB. 


Der Inhalt der Arbeit ist kurz zusammengefaBt folgender: Im § 1 
wird der im wesentlichen von Poincaré‘) eingefiihrte Begriff des ,,In- 
dex“ einer Singularitaét eines stetigen Vektorfeldes, der bei Brouwers 
Untersuchungen iiber Fixpunkte eine wichtige Rolle spielt, so erweitert, 
da8B man einen Punkt eines n-dimensionalen Gebietes, der bei zwei ver- 
schiedenen Abbildungen in denselben Bildpunkt iibergeht, wahrend in seiner 
Umgebung eine solche Ubereinstimmung sonst nicht eintritt, mit einem 
Index der Ubereinstimmung“ versieht; iiber diesen werden einige fir 
spitere Zwecke niitzliche Feststellungen gemacht, insbesondere wird seine 
Invarianz gegeniiber topologischen Transformationen, also seine Unab- 
hingigkeit vom Koordinatensystem bewiesen. Im § 2 werden zwei Ab- 
bildungen einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit « auf die n-dimensionale 
Kugel betrachtet; es wird gezeigt, da8 die Summe der Ubereinstimmungs- 
indizes — vorausgesetzt, daB die Abbildungen nur endlich viele Uberein- 
stimmungspunkte haben — unabhingig von den topologischen Eigen- 
schaften von yu fiir gerades n gleich der Summe, fiir ungerades n gleich 
der Differenz der beiden Abbildungsgrade ist; dies ist eine Verallgemeine- 
rung des Satzes von Poincaré-Bohl*), der u. a. besagt, daB die beiden Ab- 
bildungsgrade sich um den Faktor (—1)"** unterscheiden, falls kein 


*) Kronecker weist in seiner Abhandlung: ,, Uber Systeme von Funktionen mehrerer 
Variablen“ (Monatsber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1869, 2. Abhdl.) darauf 
hin, daB die Curvatura integra der Fliche F(z, y,z)=0 mit der mit 42 multipli- 


zierten ,,Charakteristik“ des Funktionensystems F, oF ’ oF oF 


i Se Be iibereinstimmt; diese 
ist identisch mit dem Grad der im Text betrachteten Abbildung. Man vergleiche 
hierzu Hadamard, Note sur quelques applications de l’indice de Kronecker, abge- 
druckt in Tannery, Introduction & la théorie des fonctions II, 2'*™° éd. (1910), sowie 
Dyck, Beitrage zur Analysis Situs [, Math. Annalen 82 (1888), 

*) Math. Annalen 71 (1912). 

*) Poincaré, Sur les courbes définies par les équations différentielles (3i¢me partie), 
Chap. 13 (Journ. de Math. (4) 1 (1885), (4) 2 (1886)). 
5) Hadamard, |. c, 8. 476 ff. 
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Ubereinstimmungspunkt auftritt. Die Tatsache, daB man nach dem ge- 
nannten Satz aus der Indexsumme und dem einen Grad den andern Grad 
bestimmen kann, wird in § 3 zur Untersuchung der Curvatura integra 
benutzt. Dort werden zwei Hyperflichen, die Modelle von wu sind, be- 
trachtet; einer Klassifikation folgend, die in anderem Zusammenhang 
Antoine *) in die Topologie eingefiihrt hat, unterscheiden wir, ob die durch u 
zwischen ihren beiden Modellen vermittelte Abbildung sich auf (die Mo- 
delle enthaltende) Elemente oder nur auf (die Modelle enthaltende) Um- 
gebungen erweitern laBt, oder ob iiber eine derartige Erweiterungsmég- 
lichkeit nichts bekannt ist. Es zeigt sich, da8 fiir gerades n die Curvatura 
integra eine topologische Invariante von yu ist, dh. daB sie bei den Ab- 
bildungen aller drei Klassen ungeandert bleibt. Fiir wngerades n dagegen 
bleibt die Curvatura integra zwar noch ungedndert bei den Abbildungen 
der ersten Klasse (wenigstens unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraus- 
setzungen), jedoch bereits nicht mehr bei denen der zweiten Klasse; hier 
gibt es sogar Jordansche, d. h. durchdringungsfreie, homéomorphe Hyper- 
flichen mit (nicht nur dem Vorzeichen nach) verschiedenen Werten der 
Curvatura integra. Offen bleiben hier die Fragen, ob man (fiir un- 
gerades n > 3) willkiirliche Zahlen als Curvatura integra eines, nicht not- 
wendig Jordanschen, Modells einer vorgelegten Mannigfaltigkeit vorschreiben 
kann und ob ein Jordansches Modell der n-dimensionalen Kugel stets 
die Curvatura integra +1 hat; die letzte Frage wird in dieser Arbeit 
nur unter der vereinfachenden Voraussetzung bejaht, daB das Modell die 
Begrenzung eines Elements ist, einer Voraussetzung, von der nicht be- 
kannt ist, ob sie nicht eine Einschrinkung bedeutet. 


Dagegen wird in einer anderen Richtung noch ein Ergebnis erzielt: 
Im Verlauf der Untersuchungen des § 3 ergibt sich, daB die Indexsumme 
der Singularitaéten eines an eine Hyperflache tangentialen Vektorfeldes eine 
gerade Zahl sein mu8, namlich bei wngeradem n Null, bei geradem n 
die doppelte Curvatura integra der Hyperfliche. Aus dieser Tatsache 
wird im § 4 eine notwendige Bedingung dafiir hergeleitet, da eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit eine Hyperflache im (n + 1)-dimensionalen 
euklidischen Raum als Modell besitzt; auf Grund dieser Bedingung ergibt 
sich im § 5, daB die Gesamtheit der komplexen Punkte des 2k-dimen- 
sionalen projektiven Raumes, die eine 4k-dimensionale, einfach zusammen- 
hangende geschlossene Mannigfaltigkeit ist, sich im (4% + 1)-dimensionalen 
euklidischen Raum nicht durch eine Hyperfliche, auch nicht unter Zu- 
lassung von Selbstdurchdringungen, reprisentieren laBt. 


*) Antoine, Sur l’homéomorphie de deux figures et de leurs voisinages, Journ. 
de Math. (8) 4 (1921). 
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§ 1. 
Der Index eines Ubereinstimmungspunktes zweier Abbildungen. 


In der Umgebung des einem n-dimensionalen Gebiete I" angehérigen 
Punktes 2 sei ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem ¢,, ..., &,, 
eingefiihrt. Beziiglich der Indikatrix machen wir folgende Festsetzungen, 
die fiir alle Betrachtungen dieser Arbeit gelten, sofern nicht aus- 
driicklich einmal etwas anderes bestimmt wird: die positive Indikatrix 
ist durch die Reihenfolge (0,...,0); (1,0,...,0); (0,1,0,..., 0); 
.-+3 (0, 0,..., 1) der Ecken des durch diese bestimmten Simplexes S§ de- 
finiert; dadurch ist gleichzeitig die positive Indikatrix des Randes von S 
festgelegt. Als die ,, natiirliche“ Orientierung einer Jordanschen Mannig- 
faltigkeit « bezeichnen wir diejenige, bei der das Innengebiet die Ordnung 
+1 hat, wobei wir die Ordnung eines Punktes A durch Projektion von u 
von A aus auf ein A umgebendes, zu S seitenparalleles und entsprechend 
orientiertes Simplex x bestimmen. Ist m ein orientiertes (n — 1)-dimen- 
sionales Flachenstiick, das in jedem Punkt J7 einen sich mit J stetig 
andernden ebenen (n — 1)-dimensionalen Tangentialraum #7 besitzt, so 
ist die positive Indikatrix von #, so zu wahlen, daB die durch senkrechte 
Projektion vollzogene topologische Abbildung eines hinreichend kleinen, 
IT enthaltenden Gebietes von m auf #, die positive Indikatrix von m 
in diejenige von #,, iiberfiihrt. Einen von JZ ausgehenden, nicht an m 
tangentialen Strahl nennen wir nach der ,,positiven“ Seite von m gerichtet, 
wenn die durch die natiirliche Orientierung eines n-dimensionalen Sim- 
plexes, das von einem Punkt des Strahls und einem (n — 1)-dimensionalen 
Simplex von #y gebildet wird, definierte positive Randindikatrix die 
positive Indikatrix von #, ist. Danach haben die inneren Normalen 
einer natiirlich orientierten (nm — 1)-dimensionalen Kugel positive Richtung. 
Die Orientierung von #y ist daher die gleiche, ob man #7 als Tangen- 
tialraum von m oder von einer Kugel auffaBt, deren Mittelpunkt auf der 
positiven Normalen von m liegt. 

I’ sei zwei Abbildungen”) H, und H, auf Punktmengen des Gebiets G 
unterworfen, das Koordinaten z,, ..., z,, und ebenfalls Orientierung in der 
geschilderten Weise besitzt; Q sei ein isolierter Ubereinstimmungspunkt 
von H, und H,, d.h. es sei H,(Q) = H,(Q) =O, aber H, (IT) + H, (I1) 
fir 7 + Q. 

Jedem von Q verschiedenen Punkt JJ von I" ordnen wir den von 
H, (IT) nach H, (IT) weisenden Vektor v (17), sowie den zu v(J7) gehérigen 


*) Unter einer ,Abbildung“ wird stets eine eindeutige und stetige Abbildung 
verstanden. 
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Punkt der ,,Richtungskugel R“ von G@ zu, d.h. den Punkt einer festen 
natiirlich orientierten, ,R reprisentierenden“ Kugel K, in dem diese von 
dem im Mittelpunkt angebrachten, zu v(J7) parallelen Strahl geschnitten 
wird. Den, von der Wahl der die Richtungskugel repriisentierenden Kugel 
offenbar unabhingigen, Grad der so definierten Abbildung einer in I 
liegenden, 2 im Innern enthaltenden, natiirlich orientierten, Jordanschen 
Mannigfaltigkeit « auf R nennen wir den ,Grad a,,(u) von uw“. Er ist 
von der Wahl von « unabhangig; denn ist x eine Kugel um Q, JJ, der 
Schnittpunkt von x mit dem Strahl Q//,, wobei JJ,=JI ein Punkt 
von yw ist, J/, der Punkt der Strecke J/,//,, der diese im Verhiltnis 
t:(1—t) teilt, und betrachtet man die durch die Vektoren »(/7,) ver- 
mittelten Abbildungen «, von w auf R, wahrend ¢ von 0 bis 1 wichst, 
so geht die Abbildung vom Grade a,,() stetig, also unter Erhaltung 
des Grades, in die Abbildung «, tiber; diese setzt sich aber zusammen 
aus der durch Projektion von 2 aus vermittelten Abbildung von mw auf x, 
die nach Definition der ,Ordnung* und unserer Orientierungsvorschrift 
den Grad +-1 hat, und der Abbildung vom Grade a,,(x) der Kugel x 
auf R; da sich bei Zusammensetzung zweier Abbildungen die Grade mul- 
tiplizieren, folgt hieraus a,,()=a,,(%), womit die Unabhingigkeit des 
Grades a,, von der Wahl von yu bewiesen ist. 

Wir nennen a,, den ,,I[ndex der Ubereinstimmung“ von H, und H, 
in Q. — Vertauscht man H, und H,, so gehen die Vektoren v in ihre 
entgegengesetzten iiber, mithin ist a,,—(—1)"a,,. — Andert man die 
Orientierung von I" oder die von G, so andert a,, sein Vorzeichen, da 
dann » bzw. R eine Abbildung vom Grade —1 erleidet; andert man 
beide Indikatrizen, so bleibt daher a,, ungedndert. 

Den von 2 verschiedenen Punkten JI sei eine stetige Schar einfacher, 
abgeschlossener, stetig differenzierbarer, H,(J7) mit H,(JT) verbindender 
Kurvenstiicke s(J/) zugeordnet, deren Tangentialvektoren w(I7) in H, (J7) 
sich mit JI stetig andern. Genau so wie die Vektoren v definieren auch 
die Vektoren w einen ,,Index‘‘ von 2. Dieser ist gleich a,,; denn be- 
zeichnet H(JI,t) den Punkt, der s(JJ) im Verhiltnis (1 —t):¢ teilt, 
und v(J/,t) den von H,(J7)= H(JI, 1) nach H(JI, t) zeigenden Vektor, 
so geht, wenn ¢ stetig von 0 nach 1 lauft, das Vektorfeld der v (J7) = v (JT, 0) 
stetig in das der w(JI)=v(II,1) tiber. — Zur Bestimmung von a,, 
kénnen also statt der Richtungen der von H,(J7) nach H,(/7) gezogenen 
Strecken auch die Anfangsrichtungen von Kurven s benutzt werden. 

Wird I" einer topologischen Abbildung y auf ein orientiertes Gebiet 
I’ unterworfen, so sind in diesem zwei Abbildungen H; (J7') = H, p-*(J1’), 
H;( IT’) = H, p-*(II') definiert, die in Q’ = ~(Q) eine isolierte Uberein- 
stimmungsstelle haben. Die natiirliche Ovientierung einer Jordanschen 
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Mannigfaltigkeit « geht bei p in die natiirliche oder die dieser entgegen- 
gesetzte Orientierung von u’ = (jy) iiber, je nachdem @ die Indikatrix 
erhalt oder nicht. Aus der Definition des Index folgt daher unmittelbar: 

Der Index einer isolierten Ubereinstimmungsstelle zweier Abbildungen 
H,, H, bleibt bei einer topologischen Abbildung p des Definitionsbereichs 
von H, und H, unverdndert oder erhdlt den Faktor —1, je nachdem p 
die Indikatrix erhdlt oder umgekehrt. 

Der analoge Satz gilt fiir topologische Abbildungen von G: 

Der Ubereinstimmungsindex ist — héchstens, wie oben, vom Vor- 
zeichen abgesehen — invariant gegeniiber topologischen Abtildungen des 
Bildbereiches. 

Beweis: f sei die topologische Abbildung einer Umgebung G von 0 
auf die Umgebung G’ des Punktes 0’ = (0), & eine im Definitionsbereich 
von f liegende Kugel um O, w sei so klein, daB H,(m) wad H,(u) im 
Inneren von & liegen, H(J/) sei der Schnittpunkt von & mit dem Strahl 
H, (J1) H,( 17). Die den Ubereinstimmungsindex bestimmenden Vektoren 
H, ( /1)—+ H( 11) fiihren wir stetig in die Vektoren O—+ H( JI) iiber, indem 
wir ihre Anfangspunkte geradlinig und gleichférmig in der Zeit 1 von 
H, (11) nach O laufen lassen. Wahlen wir nun als Richtungskugel R eine 
Kugel um OQ, so ist der zu untersuchende Index der Grad derjenigen Ab- 
bildung von mw auf R, die durch Projektion von H(mu) aus O vermittelt 
wird, also gleich der ,,Ordnung von O in bezug auf H(u)“. 

Die den zu untersuchenden Ubereinstimmungsindex von fH, und fH, 
definierenden, von fH, (JI) nach fH,(JI) zeigenden Vektoren fihren wir 
stetig in die von O’ nach fH(JI) zeigenden Vektoren iiber, indem wir 
1. ihre Endpunkte auf den durch f gelieferten Bildern der Strecken 
H, (IT) H( II) gleichférmig (im Sinne der Geometrie von G) nach fH(J1), 
2. ihre Anfangspunkte auf den Bildern der Strecken H,(JI)O gleichférmig 
nach O laufen lassen. Wahlen wir als Richtungskugel R’ eine Kugel um 
O’, so erkennen wir, da® der fragliche Index gleich der ,,Ordnung von 
f(O) in bezug auf fH(,)“ ist. 

Die Behauptung der Invarianz des Ubereinstimmungsindex ist damit 
zuriickgefiihrt auf die der Invarianz der Ordnung von O in bezug auf H(p) 
gegentiber der topologischen Abbildung f. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
zeigen wir, indem wir sie fiir eine Folge H(u) gleichmaBig approximie- 
render simplizialer Abbildungen H”() und eine Folge f gleichmaBig 
approximierender simplizialer Abbildungen f, beweisen; dabei ist bei der 
Konstruktion der Grundsimplexe fiir f, sowie der Bildsimplexe fiir f, und 
H"’ die euklidische Metrik von G bzw. G’ zugrunde zu legen. 

Ist K= H” eine der Approximationen von H, so besteht die Bild- 


Mathematische Annalen. 95, 28 
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menge K() aus einer endlichen Anzahl (n — 1)-dimensionaler Simplexe. 
Wir legen durch einen nicht zu K(u) gehérigen Punkt A einen Strahl, 
der keine (n — 2)-dimensionale Seite eines dieser Simplexe trifft; sind p 
und p’ die Anzahlen derjenigen Teilsimplexe der K zugrunde liegenden 
Zerlegung von uw, deren Bildsimplexe von dem Strahl im positiven bzw. 
negativen Sinn durchsetzt werden, so ist p— p’ die Ordnung von A in 
bezug auf K(u). g—q’ sei die entsprechende Zahl fiir einen von A ins 
Unendliche gehenden Streckenzug, der keine (nm — 2)-dimensionale Seite 
eines Bildsimplex trifft, und von dem kein Eckpunkt auf K(j,) liegt; 
wir behaupten, daB g — q’ =p — p’ ist. — Dies ist bewiesen, wenn ge- 
zeigt ist, daB die entsprechende Zahl fiir jedes geschlossene orientierte 
Polygon gleich 0 ist. Ist W ein solches Polygon, so kénnen wir die Lage 
seiner Eckpunkte von vornherein als so modifiziert annehmen, daB die 
Verlangerungen keiner Seite eine (m — 2)-dimensionale Seite von K(,) 
treffen. Wir fiigen in jeder Ecke von W die beiden Strahlen an, die die 
Verlingerungen der dort zusammenstoBenden Seiten bilden, und ver- 
sehen sie mit den durch die betreffenden Seiten bestimmten Richtungs- 
sinnen. Die zu untersuchende Differenz vermehrt sich bei Hinzufiigung 
des einen Strahls um die Ordnung des Eckpunkts, wahrend sie sich bei 
Hinzufiigung des anderen Strahls um diese Ordnungszahl vermindert; sie 
bleibt im ganzen daher ungeandert. Das System der nunmehr vorliegenden 
Strecken und Strahlen zerfallt in eine endliche Anzah] gerichteter Geraden; 
fiir jede Gerade ist die Differenz der Anzahlen der positiven und negativen 
Durchsetzungen 0, was man erkennt, wenn man die Gerade als aus zwei 
Strahlen zusammengesetzt betrachtet. Mithin ist die zu untersuchende 
Zahl in der Tat gleich 0; damit ist gezeigt, daB die durch einen beliebigen 
von A ins Unendliche fiihrenden Streckenzug bestimmte Differenz g — q’ 
der Ordnung von A gleich ist*). Daraus folgt weiter, daB diese Differenz 
fiir einen von A nach B fiihrenden Streckenzug gleich der Ordnung von A 
vermindert um die Ordnung von B ist. 

Wir nehmen nun K als fest vorliegend an und zeigen, daB, wenn /; 
eine hinreichend gute Approximation von f ist, die Ordnung von O in 
bezug auf K(m) sich bei der Abbildung f, héchstens um das Vorzeichen 
andert; da diese Anderung bei einer Spiegelung eintritt, kénnen wir aus 
Bequemlichkeitsgriinden annehmen, daB f die Indikatrix erhalt, und haben 
dann zu beweisen, daB auch das Vorzeichen der Ordnung ungedndert 
bleibt. — Zunichst sei eine simpliziale Approximation f; von f gegeben: 
wir haben sie in geeigneter Weise zu einer Abbildung f, der gewiinschten 
Art zu verfeinern. Die f; zugrunde liegende simpliziale Zerlegung von G 


*) Vgl. Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, S. 328, sowie Hadamard I. c. 
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erfiille folgende Voraussetzungen: O ist Eckpunkt eines Grundsimplex, 
so daB also f; (0) = /f(O)=O" ist. ¢ sei ein keine (mn — 2)-dimensionale 
Seite von K(j) treffender, von O ausgehender Strahl. Jeder Schnittpunkt 
von t mit K() sei innerer Punkt eines Grundsimplex. Sind P,, P,,..., P, 
die Punkte von y, fiir die K(P,,) auf t liegt, so kénnen wir K(P,,) + K(P,,) 
fiir 9, + @, annehmen, da sich dies durch eine beliebig kleine Modifikation 
von K erreichen laBt. s, seien die die P, enthaltenden Grundsimplexe von y, 
S, die die K(P,) enthaltenden Grundsimplexe in G, die so gewahlt seien, 
daB die Punkte K(P,) in ihrem Innern liegen. Die S, seien so klein, 
daB in jedem S, auBer Punkten von K(s,) kein Punkt von K(,) liegt. 
K(s,) zerlegt S, in zwei Teile S},8;; A}, A} seien zwei im Innern von 
S} baw. S; liegende Punkte von ¢, und die Richtung A}— A) sei die 
von O herkommende. — Wir verdichten nun die vorliegende simpliziale 
Zerlegung von G@ zu einer Zerlegung ¢, mit folgenden Eigenschaften: 
1. Die K(P,) liegen im Innern von Grundsimplexen. Die zu ¢, gehérige 
simpliziale Abbildung f, approximiere f so gut, daB 2., wenn t, die Strecke 
A} Aj, w, den Umfang von S,, wu, den Teil von mw, fiir den K(y,) in 
S, liegt, bezeichnet, f,(t,) mit f,(w,) und mit f;(u— my), fi(t —- St) 


mit f,(4— S’u,) punktfremd sind, und daB 3., wenn wu, der Umfang 


e 
von 8; ist, die Ordnungen von fi( A) und fi (Ap) in bezug auf fi (Ug) 
den Ordnungen von f(A,;) bzw. {(A;) in bezug auf f(u,) gleich sind. 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sind die einzigen Schnittpunkte 
des Streckenzuges f,(¢) mit f,K() die Schnittpunkte der f,(t,) mit den 
{* K(u,), und fiir jedes o ist die Differenz der Anzahlen der positiven und 
der negativen Schnittpunkte gleich der Ordnung von f(A,) in bezug auf 
f(u,) vermindert um die Ordnung von f(A,) in bezug auf f(u,). Dabei 
ist die Indikatrix von u, durch die von yu, festgelegt. 

Nan ist die Ordnung von A; in bezug auf u, gleich 0, die von A) in 
bezug auf u, gleich +1, je nachdem die Kreuzung in K(P,) positiv 
oder negativ ist. Mithin ist unser Satz auf einen einfachen Spezialfall. 
zuriickgefiihrt, namlich auf die Behauptung, daB die Ordnung eines Punktes 
in bezug auf die Jordansche Mannigfaltigkeit u, sich bei der topologischen 
Abbildung f nicht andert, sondern fiir die inneren Punkte + 1, fiir die 
auBeren 0 bleibt. Die Richtigkeit dieser Behauptung aber folgt aus be- 
kannten Satzen von Brouwer’). 


Damit ist die topologische Invarianz der Ordnung eines Punktes in 


bezug auf H(u) — allenfalls abgesehen vom Vorzeichen —, und zugleich 
dasselbe fiir den Ubereinstimmungsindex zweier Abbildungen bewiesen. 


*) Brouwer, Uber Jordanache Mannigfaltigkeiten, §§ 4, 5. 


23* 
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Diese Tatsache la8t sich auch so aussprechen, daB diese Zahlen, bei 
richtiger Beriicksichtigung des Vorzeichens, unabhingig vom Koordinaten- 
system sind. 


Eine Anwendung der bisherigen Ergebnisse, die fiir uns spiter von 
Nutzen sein wird, ist die folgende: Sind H,, H, Abbildungen von I auf 
das einer Kugel angehérige Gebiet G, dann ist es zur Ermittlung des 
Ubereinstimmungsindex gleichgiiltig, ob wir als H,(J7) mit H,(JI) ver- 
bindende Kurven s(J/), durch deren Anfangsrichtungen der Ubereinstim- 
mungsindex zu bestimmen ist (s. 0.), die GroBkreisbégen oder die Kreis- 
bégen durch einen beliebigen festen Punkt A der Kugel verwenden, sowie, 
ob wir das kartesische Koordinatensystem in G, das wir zur Bestimmung 
des Index brauchen, durch stereographische oder irgendeine andere Projek- 
tion eines ebenen Raumes auf G iibertragen, sofern nur die Indikatrix er- 
halten bleibt. 


Zu noch wichtigeren Anwendungen fiihrt folgende Betrachtung: 


Ist " mit @ identisch und H, die identische Abbildung, so ist 2 
isolierter Fixpunkt von H,, a=a,, sein ,,Index‘‘; das im vorstehenden 
Gesagte bleibt giiltig, man hat aber zu beachten, dab, wenn [ = @ einer 
topologischen Abbildung mit Umkehrung der Indikatrix unterworfen wird, 
diese Umkehrung sowohl in I wie in G vorgenommen wird, a,, sein Vor- 
zeichen also nicht andert; der betreffende Satz hei®Bt daher: 


Der Index eines Fixpunktes ist eine topologische Invariante. 


Ist in I’ ein stetiges Vektorfeld v(J7) mit einer isolierten Singularitat 
in Q gegeben, so verstehen wir unter dem ,,Index“ a dieser Singularitat 
den Grad der Abbildung einer 2 umschlieBenden Kugel x auf die Richtungs- 
kugel, die durch die auf x angebrachten Vektoren des Feldes vermittelt 
wird. Er ist gleich dem Index des Fixpunktes Q derjenigen Abbildung H,, 
die jeden Punkt J7 in Richtung seines Vektors v(J7) um eine Strecke 
(JZ) verschiebt, wobei ¢(JZ) eine in Q verschwindende, im iibrigen posi- 
tive, stetige Funktion ist. Wird I’ einer differenzierbaren Abbildung f mit 
nicht verschwindender Funktionaldeterminante unterworfen, so geht das 
Vektorfeld in ein neues Vektorfeld v’=fv, H, in die Abbildung fH, 
iiber. Den Index des Fixpunktes f(2) bei der Abbildung fH, bestimmen 
wir durch die Anfangsrichtungen fv(JZ) der von f(JZ) nach fH,(I1) 
fiihrenden Kurven s(J7), die die Bilder der Strecken J7 H, (JI) sind. Er 
ist einerseits gleich a, andererseits gleich dem Index der Singularitat 
f(2)} des Vektorfeldes fv. Damit ist gezeigt: 

Der Index einer Singularitat eines stetigen Vektorfeldes dndert sich 
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nicht bet einer Abbildung mit nicht verschwindender Funktionaldeter- 
minante*®). 

Die fiir uns wichtigste Anwendung dieser Sitze ist folgende: 

Unter einem ,,Modell einer n-dimensionalen geschlossenen Mannig- 
faltigkeit j verstehen wir eine im (n--1)-dimensionalen euklidischen 
Raum gelegene Punktmenge m, auf die u eindeutig und stetig so ab- 
gebildet ist, daB diese Abbildung F im Kleinen auch eindeutig umkehrbar 
ist, d. h. daBS es um jeden Punkt P von « eine Umgebung Up gibt, die 
auf ihre Bildmenge F(Up) topologisch bezogen ist. — Wir betrachten 
Modelle, die ,,Hyperflichen“ sind; das bedeutet, daB zu jedem Punkt P 
von « ein, sich mit P stetig indernder, n-dimensionaler ebener Tangential- 
raum #p an F (Up) existiert. Dann gibt es zu jedem P eine Umgebung 
Up, deren durch senkrechte Projektion von F (Up) vermittelte Abbildung 
SF (Up) auf #p topologisch ist. 

Auf m sei ein stetiges Feld tangentialer Vektoren mit endlich vielen 
Singularititen gegeben; d.h. mit endlich vielen Ausnahmen P,, P,,..., P, 
gibt es zu jedem Punkt P von « einen an F(Up) tangentialen, in F(P) 
angebrachten Vektor v(P), der sich mit P stetig aindert. Jeder der Punkte 
F(P,) (o=1,..., 17) besitzt einen bestimmten Index a,, zu dessen Be- 
stimmung man etwa das Koordinatensystem von #» auf F/ Up ) projizieren 
kann. (r>0.) 

Wir definieren in « eine stetige Funktion «(P), die in den Punkten P,, 
verschwindet und im iibrigen positiv ist. Jedem Punkt P ordnen wir den- 
jenigen Punkt = des durch v(P) bestimmten tangentialen Strahles zu, 
der von F(P) den Abstand /-e(P) hat, wobei ¢ ein Parameter ist. Es 
gibt eine Zahl ¢, > 0, so daB fitr alle P und fiir 0 <t<t#, der Punkt P,’ 
in SF(Up) liegt; er sei bei der Abbildung SF das Bild des Punktes P.. 
Die Abbildung P,—A(P,t) ist in ganz « und fiir alle ¢ (0 <t<1,) 
eindeutig und stetig und besitzt die r festen, d. h. von ¢ unabhingigen, 
Fixpunkte P, mit den Indizes a,. 

Liegt nun ein zweites Modell m’= F’(u) vor, das ebenfalls eine 
Hyperfliche ist, also stetige, ebene Tangentialriume #; besitzt, so wihlen 
wir ¢ so klein, daB keine der Sehnen F'(P) F’(P,) in F’(P) auf F’ (Up) 
senkrecht steht, und projizieren diese Sehnen in Richtung der Normalen 
in F’(P) auf die Tangentialriume #,. So wird ein nur in den Punkten 
F’(P,) singulires, stetiges tangentiales Vektorfeld auf m’ erzeugt, und die 
Indizes der Singularitaiten sind wieder gleich den Indizes a, der Fixpunkte 
der in yw definierten Transformation h. — Damit ist gezeigt: 


10) Diese Tatsache ist auch ohne unseren Satz von der Invarianz des Index 
eines Fixpunktes leicht zu beweisen. 
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Gibt es auf m ein stetiges tangentiales Vektorfeld mit r Singulari- 
tdten, deren Indizes a,,...,a, sind, so gibt es auf jedem anderen Modell m’ 
derselben Mannigfaltigkeit u ein stetiges tangentiales Vektorfeld mit der 
gleichen Anzahl Singularitdten und den gleichen Indizes. (r > 0.) ™) 


Von besonderem Interesse werden fiir uns spaiter folgendermaBen de- 
finierte Ubereinstimmungsstellen zweier Abbildungen auf die Kugel sein: 

I’ sei ein n-dimensionales im euklidischen (n + 1)-dimensionalen 
Raum gelegenes, stetig differenzierbares, orientiertes Flachenstiick. In den 
Punkten von I seien zwei derartige stetige Verteilungen ©, und ©, (n +-1)- 
dimensionaler Vektoren gegeben, daB alle Vektoren ©, in bezug auf I 
negative Richtung haben und da8 fiir einen und nur einen Punkt 2 von I die 
Vektoren €,(Q2) und ©,(2) zusammenfallen. Die durch ©, und ©, ver- 
mittelten Abbildungen H, und H, von I auf die Richtungskugel R 
stimmen also in 2, und nur dort, iiberein; der zugehérige Index sei a,,. 

In jedem von Q verschiedenen Punkt JT von I" bestimmen die Vek- 
toren ©, (JZ), dessen entgegengesetzter Vektor ©,(J7) und G,(J7) eine 
Halbebene, die, da ©,(J7) nicht tangential ist, den ebenen Tangential- 
raum #, in einem Vektor v,,(JJ) schneidet. Das Feld der v,,, das wir 
das von &,, ©, erzeugte tangentiale Feld nennen, hat in 2 eine Singu- 
laritat, von der wir zeigen, daB ihr Index a,, ist: 

R sei repriasentiert durch eine #, in 2 beriihrende Kugel, deren 
Mittelpunkt A auf der positiven Normalen von I" liegt, also in dem Teil 
des Raumes, dem €,(2) nicht angehért. Wir nehmen mit ihrer zwischen 
%, und dem zu diesem parallelen Raum durch A gelegenen Hilfte die 
Zentralprojektion Z von A aus auf #@, vor; dabei geht (s.0.) die 
positive Indikatrix von R in die positive Indikatrix von #o iiber, und 
wir erhalten zwei Abbildungen ZH, = H;, ZH, = Hz von I’ auf Go, deren 
Ubereinstimmung in @ ebenfalls den Index a,, hat. Der von H,(J7) 
nach H,(I7) weisende Vektor ist dem Vektor w(J/) parallel, in dem 0, 
von der in JJ konstruierten, €,(J7), €,(17), ©,(J7), v,.(J7) enthaltenden 
Halbebene geschnitten wird; die w(J7), die wir demnach zur Bestimmung 
von a,, benutzen kénnen, fiihren wir in einer Umgebung von 2 stetig in 
Vektoren w’(J7) iiber: wir fiihren die ©,(J7) unter Festhaltung ihrer An- 
fangspunkte durch die von den Richtungen ©, (J7) und €, (2) ausgespannten 
spitzen Winkel hindurch in zu ©, (2) parallele Vektoren iiber, was in der 
Nahe von Q ohne Durchschreitung von #y, geschieht. Wahrend dieses 
Vorganges beobachten wir die Anderung, die der Vektor v(J7, t) erleidet, 


™) Falls die durch « vermittelte Beziehung zwischen m und m’ geeignete Diffe- 
renzierbarkeitsvoraussetzungen erfiillt, ist der Beweis unseres Satzes offenbar wesentlich 
einfacher zu fiihren als im Text. 


Curvatura integra geschlossener Hyperflichen. 351 


in dem @g von der Halbebene ©,(/7,t), ©, (JI,t), v,(J7) geschnitten 
wird, wobei ©,(J/,t) der bewegte Vektor ist: die v(JJ,t¢) werden stetig 
aus den w(J7) in diejenigen Vektoren w’(J7) transformiert, die aus den 
v,,({I) durch Parallelprojektion in Richtung von €,(Q2) auf #o entstehen. 
Der Grad der durch die w’ vermittelten Abbildung einer 2 in dg umgebenden 
(m —1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit auf die Richtungskugel r von dg 
ist daher einerseits gleich a,,, andererseits gleich dem Index von Q be- 
ziiglich des Feldes der v,,, womit die Behauptung bewiesen ist. Man 
kann demnach die Bestimmung von a,, durch diejenige des Index von Q 
in bezug auf das Feld der v,, ersetzen. 


Unterwerfen wir die (n-+1)-dimensionale Umgebung von @ einer 
eindeutigen, stetig differenzierbaren Abbildung gy mit nicht verschwin- 
dender Funktionaldeterminante, so gehen die ©,(J7), €,(I7), v,,(ZZ) in 
Vektorfelder ©, €;, v,, tiber; die Orientierung des Bildes I”’ von I 
wahlen wir zuniichst so, daB auch die ©; negativ gerichtet sind. Die 
©; und ©; haben in Q eine isolierte Ubereinstimmungsstelle, deren 
Index aj, dem Index von ’ beziiglich des an I’ tangentialen Vektor- 
feldes v/,=(v,.) gleich ist, das offenbar mit dem von ©; und G, er- 
zeugten tangentialen Feld identisch ist, (da die lineare Abhangigkeit der 
Vektoren ©,, €,, v,, in jedem Punkte bei der Abbildung erhalten bleibt). 
Da sich nun der Index von Q beziiglich v,, bei der Abbildung, wie oben 
bewiesen, nicht andert, gilt dasselbe fiir den Index a,, der Ubereinstimmung 
von ©, und ©, in Q. — Verfiigen wir entgegen der eben getroffenen 
Festsetzung iiber die positive Indikatrix von I’ so, daB die Abbildung 
von I’ auf I’ den Grad +1 hat, so ist zu unterscheiden, ob die Funk- 
tionaldeterminante D von q positiv oder negativ ist, d.h. ob @ die 
Indikatrix erhilt oder umkehrt: im ersten Fall geht die negative Seite 
von I" in die negative Seite von I’ iiber, es ist also aj,=—a,,; im 
zweiten Fall jedoch sind die ©, und ©, positiv gerichtet, und der Uberein- 
stimmungsindex (—1)"**aj;, der durch die negativ gerichteten, zu 
€;, €; diametralen Vektorverteilungen C;, © vermittelten Abbildungen 
ist gleich dem Index von Q’ in bezug auf das von ©, und ©, erzeugte 
tangentiale Vektorfeld, das zu dem der v,, diametral ist, also gleich 
(—1)"a,,, da 2’ in bezug auf die vj, den Index a,, hat; aus 
(—1)"**a},=(—1)"a,, folgt aj,——a,,, und man sieht, daB 
a}, = +4,, ist, je nachdem D 2 0 ist. 
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§ 2. 


Die Ubereinstimmungszahl zweier Abbildungen einer geschlossenen 
zweiseitigen Mannigfaltigkeit auf die Kugel. 


Die geschlossene, zweiseitige, orientierte, n-dimensionale Mannigfaltig- 
keit « sei durch die Abbildungen f, und f, auf die durch die Gleichung 


n+1 


Sz; =1 gegebene n-dimensionale Kugel 8 abgebildet. /f, und f, sollen 
1 


r= 


nur in endlich vielen Punkten P, (x =1,...,%) von uw tibereinstimmen; 


k 
die Summe der Indizes dieser Ubereinstimmungen ’a,; = I,, = (—1)" J,, 
x= 


heiBe die ,,Ubereinstimmungszahl“ von f, und f,. 
Wir konstruieren zwei, im wesentlichen simpliziale, Approximations- 
abbildungen von f,, f, mit denselben Ubereinstimmungspunkten bzw. -in- 


* ( 
dizes P,, ay: 


¢ sei eine simpliziale Zerlegung von u, bei der die P, innere Punkte 
von Simplexen S, sind, und die so dicht ist, daB die Bilder f,(S,) und 
f,(S,) sich in solche Kugeln 9, [x = 1, ..., &] einschlieBen lassen, deren 


sphirische Radien kleiner sind als 3 
zwei Punkte eindeutig durch GroBkreisbégen verbinden kann, und deren 
Vereinigungsmenge noch ein Gebiet M von & frei 14Bt. Bezeichnet nun 
nw’ den Teil von «, der durch Fortlassen der Innengebiete der S, aus u 
entsteht und ist m das Minimum der sphirischen Abstinde /,(P) f,(P) 
fiir alle Punkte P von x’, so stellen wir eine Unterteilung ¢’ von ¢ her, 
die so dicht ist, daB fiir jede der beiden zugehérigen simplizialen Approxi- 
mationen 4,, 5, von f,, f, der sphirische Abstand 4,(P) f,(P) < > in ganz 
w ist und daB die Bilder 6, (S,) und 6,(S,) auch noch ganz im Innern 
der $, liegen. Dabei sind zur Herstellung der simplizialen Approxima- 
tionen als Koordinaten in & die natiirlichen Koordinaten zu wahlen, d. h. 
als Schwerpunkt von n+ 1 in den Ecken xi, oS Slee is [¢=—1,....n+1] 
eines spharischen Simplex © angebrachten Massen m‘ ist der Punkt von © 
zu betrachten, dessen Koordinaten é, sich verhalten wie die n + 1 Zahlen 


so da8 man in jeder von ihnen 


ati. . 
Saim: bei Zugrundelegung dieser Koordinaten werden die simplizialen 


t=1 
Abbildungen von « in ganz yu stetig definiert**). 45, und 6, haben wegen 


12) Bei Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, § 1, werden die sim- 
plizialen Abbildungen von « zunichst nur fiir diejenigen Grundsimplexe von « de- 
finiert, deren Eckpunktbilder demselben Element von & angehéren; jedoch scheint 
mir in $ 3 der Brouwerschen Arbeit den simplizialen Abbildungen auf die Kugel die 
im obigen Text benutzte Modifikation der Definition zugrunde gelegt zu sein. 
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der Beziehungen 4; /, < > [¢=1,2], Af,2m in pw’, also insbesondere 
auf den Randern der S, keinen Ubereinstimmungspunkt; im Innern der S,, 
jedoch kann es unendlich viele Ubereinstimmungspunkte geben. Um 
diese zu beseitigen, ersetzen wir 5, durch eine Abbildung 6,: In ,’ 
sel é, == 6,; in jedem S, betrachten wir das Biindel der von P, aus- 
gehenden Strahlen und die stetige, nur in P, verschwindende, im iibrigen 
positive Funktion «, die in jedem Randpunkt Pp von S,, gleich der Ent- 
fernung 6;(Pp,) d2(Pr,) ist und auf dem Strahl Pg P, proportional der 
Entfernung von P, abnimmt. Dem Punkt P des Strahles Pg P, ordnen 
wir nun denjenigen Punkt 4;(P) von & zu, der von 0,(P) die sphiirische 
Entfernung « hat und fiir den bei stereographischer Projektion von dem 
Gegenpunkt p, des Punktes 4,(P,) aus der Vektor 6,(P)— 6,(P) dem 
Vektor 5, (Pr,)—> 62(Pr,) parallel ist. Dann ist 6; in ganz wu stetig 
und in «’ mit 4, identisch, also simplizial. Die Bilder 6,(S,) liegen eben- 
falls ganz in den Kugeln ©,; 4, stimmt mit 6, nur in den P, iiberein. 
Der Index dieser Ubereinstimmung in P, ist aj; denn er laBt sich unter 
Zugrundelegung des durch stereographische Projektion von p, aus ge- 
lieferten euklidischen Koordinatensystems mittels der Anfangsrichtungen 
der zu den Randpunkten Pp, gehérigen GroBkreisbigen 4, (Pr) d, (Pr) 
bestimmen. Die Gesamtheit dieser Bégen kann man innerhalb 9, durch 
gleichférmige Bewegung ihrer Anfangs- und Endpunkte stetig in die Ge- 
samtheit der GroBkreisbigen f,(Pp,) f,(Pr,) tiberfiihren, und bei diesem 
Ubergang entartet wegen der Ungleichungen 4;f;< $f, f, [¢ = 1, 2] nie- 
mals ein Bogen in einen Punkt; folglich liefern die Anfangsrichtungen der 
Bégen 6,(Pr,)5,(Pr,) und die der Bogen /,(Pr,)f,(Pr,) Abbildungen 
gleichen Grades auf die Richtungskugel des Koordinatensystems; d.h. der 
Ubereinstimmungsindex von 6, und 6, in P, ist af. 

6, und 6, heben gleichen Grad, da das Gebiet % bei beiden Abbil- 
dungen von denselben Punkten von « bedeckt wird. Sind also g,,g, die 
trade von f,, f,, so sind dies auch die Grade der simplizialen Approxi- 
mationen 6, und 6,, und mithin auch die von 6, und 44. 

Wir wahlen einen Punkt O von 9, der nicht auf dem Rande eines 
Bildsimplex von 4, oder 4, liegt; da ® bei beiden Abbildungen nur von 
Punkten von ,’ iiberdeckt wird und dort 6, = 4, ist, sind fiir alle Punkte 
von w, die bei einer der Abbildungen 4, und 4, in die Punkte der Um- 
gebung von O iibergehen, diese beiden Abbildungen simplizial. 

Jetzt ordnen wir den Punkten P von x diejenigen Vektoren zu, die 
tangential sind an die von O iiber 5,(P) nach 4,(P) fihrenden Kreis- 
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bégen™*). Diese Zuordnung ist in folgenden, und nur diesen, Punkten P* 
unbestimmt: 

1. in den Punkten P,; 

2. in den Punkten A,, ..., A,, fiir die 6,(A,) =O ist; 

3. in den Punkten B,,..., B,, fiir die 6,(B,) = 4,(Bs) =O ist. 
Jeder dieser Punkte P* liegt im Innern eines Grundsimplex S*(P*) der 
Zerlegung ¢’. Ist S** ein nur einen dieser singuléren Punkte enthaltendes 
Teilsimplex von S***), so wird der Umfang von S*™ durch die seinen 
Punkten zugeordneten Vektoren, unter Vermittlung stereographischer Pro- 
jektion, auf die Richtungskugel des in 46,(P*) an & tangentialen ebenen 
Raumes abgebildet. Der Grad dieser Abbildung heiBe der ,,Index* I(P*). 
Wir bestimmen  J(P*): 

a 





1. es ist I(P,) = aj, also S'1(P*) = Jy; 
P*= P,, 


2. der Index der Singularitat 4, (A,) = O des Vektorfeldes, das von den 
den Punkten von S**(A,) zugeordneten, in den Punkten von 6,(S**(A,)) 
angebrachten Vektoren gebildet wird, ist +-1;**) mithin ist J(A,)= +1, 
je nachdem 4,(S**(A,)) positives oder negatives Bildsimplex von S**(A,) 
ist. Da aber der Grad g, von f, die Anzahl der O positiv iiberdeckenden, 
vermindert um die Anzahl der O negativ iiberdeckenden Bildsimplexe ist, 
ist S1(P*)=9,; 

P°=4 

3. der Index der Singularitaét 4,(B,) des Vektorfeldes, das von den den 
Punkten von S** (B,) zugeordneten, in den Punkten von 6,(s** (B,)) ange- 
brachten Vektoren gebildet wird, ist +1, je nachdem die Simplexe 
6,(S**(B,)) uud 5,(S**(B,)) gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben‘); 
daher ist 1(B,)= +1, je nachdem 6,(S**(B.)) positives oder nega- 
tives Bildsimplex ist. Daraus folgt Y I(P*)=— —g,. 

P*°= B, 


Es ist also 5’ 1(P*)=1,,+9,—9:- 
P* 





Wir bestimmen nun .5)J(P*) noch auf eine zweite Weise: 
p* 


Wir wahlen auf & einen beliebigen, keinem Rand eines Bildsimplex 
von 6, angehérigen, aber von mindestens einem solchen iiberdeckten, 
Punkt Q@. Er werde bei 6, von p bzw. p’ positiven bzw. negativen Bild- 


#28) Der Rest dieses Paragraphen ist lediglich eine Modifikation von Betrach- 
tungen Brouwers in der Abhandlung ,Ober Abbildung von Mannigfaltigkeiten“. 
**) Es kénnten zunichst ein A und ein B demselben S* angehéren. 
**) Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, § 3. 
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simplexen T,,..., 7p»; T;,..., Ty iiberdeckt; es ist p—p'=g,. Als 
vermittelnde Abbildungen zwecks Einfiihrung euklidischer Koordinaten- 
systeme zur Bestimmung der Indizes der P* benutzen wir fiir diejenigen 
Grundsimplexe, deren Bilder die T und 7” sind, die stereographische 
Projektion von dem Gegenpunkt Q von Q aus, fiir alle anderen Grund- 
simplexe die stereographische Projektion von Q aus. Es wird also mit 
dem Rand jedes 7; bzw. 7; je eine Abbildung L; bzw. L; auf die 
Richtungskugel des Tangentialraumes # und je eine Abbildung L, bzw. L; 
auf die Richtungskugel von #5 vorgenommen; sind die Grade dieser Ab- 
bildungen 
Ci, CF; é;, &; (é=mml,....p; gorl,...,p’], 
dann ist 
o+%=¢+4=1+(—1)".*) 
Nun ist aber .’J(P*) gleich der Summe der Abbildungsgrade aller Um- 
F 


fange von Grundsimplexen von » auf die entsprechenden Richtungskugeln, 
und bei dieser Summation heben sich die beiden Beitrage jeder (n — 1)- 
dimensionalen Seite auf, sofern sie nicht der Seite eines 7’ oder 7” ent- 
spricht, also auf zwei verschiedene Richtungskugeln abgebildet wird. Mit- 
hin ist 

SI(P*) = Sa— Sej+ Se— SF 

Pp é j é j 

Pp ec , , n n 
= 2 (4+ %)— BG +G)—=(—p )A+(-) )=g+o(—) - 


Frither fanden wir )1(P*)= 1,, +9, —g,, mithin ist 
P* 


| = (— 1)"-9, + Jo- ”) 





§ 3. 
Uber die Curvatura integra »-dimensionaler Modelle. 


Es sei eine Hyperflache m gegeben, die [vgl. § 1] ein Modell einer 
n-dimensionalen, geschlossenen, zweiseitigen, orientierten Mannigfaltigkeit u 
ist. Die positive Indikatrix von m wihlen wir so, daB die Abbildungen F 
der Up den Grad +1 haben, und bestimmen nach der friiher gegebenen 


%) Im Fall n=2 la6t sich die Formel J,,=g, +g, funktionentheoretisch be- 
staitigen: Ist F(z, w) eine ganze rationale irreduzible Funktion in z und w von den 
Graden g, bzw. g,, « die Riemannsche Fliche des durch F(z, w)=0 definierten ana- 
lytischen Gebildes, so hat die Gleichung F'(z, z)=0 unter gehériger Beriicksichtigung 
des unendlich fernen Punktes genau g,+g, Wurzeln, vorausgesetzt, da8 nicht 
F=k(ze—w), also F(z, z)=0 ist. 
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Vorschrift die positive Normalenrichtung. — Ist F in ganz u eineindeutig, 
so nennen wir m ein ,,einfaches“ oder ,,Jordansches“ Modell; die positive 
Normalenrichtung ist nicht notwendig nach innen gerichtet, sondern von 
der Orientierung von yu abhingig. — 

Unter C(m), der ,,Curvatura integra“ von m, verstehen wir den 
Grad der darch die zu den Punkten P von wu gehdrigen negativen Nor- 
malen von m vermittelten Abbildung von u auf die Richtungskugel R. 
Andert man die Orientierung von yu, so sind die Normalen durch ihre 
diametralen Vektoren zu ersetzen, man hat also, um die neue Curvatura 
integra O’(m) zu erhalten, 1. u auf sich mit dem Grad —1, 2. u auf 
R mit dem Grad C, 3. R auf sich mit dem Grad (— 1)"** abzubilden; 
dies ergibt: C’ = —1-C-(—1)"**=(—1)"C. O(m) ist also von der 
Orientierung von « bei geradem n unabhingig, bei ungeradem n in bezug 
auf sein Vorzeichen abhangig. — Statt der Normalen lassen sich nach 
dem Satz von Poincaré-Bohl [s. Einleitung] zur Bestimmung von C auch 
beliebige andere nach der negativen Seite der F(Up) gerichtete, mit P 
stetig variierende Vektoren verwenden. Wir verwenden bis auf weiteres 
eine, wie im vorigen Paragraphen in ganz u erklirte, simpliziale modifizierte 
Approximation y, der Normalenabbildung. 


Nun untersuchen wir, wie sich C(m) bei gewissen Arten des Uber- 
ganges von m zu anderen Modellen von « verhilt: 


Es sei zunichst ein m im Innern enthaltendes Element £ einer stetig 
differenzierbaren Abbildung ~ mit nicht verschwindender Funktionaldeter- 
minante unterworfen: 


wo = P, (%,, --+s Ze,,)s [y=1,2;....m+ 1], 


D(a, «::sfe)= a +0. 

m geht dabei in das Modell m’ = q(m) iiber. Nach unserer Festsetzung ist 
die Orientierung von m’ so zu wihlen, daB ¢ die positive Indikatrix von m 
in die positive Intikatrix von m’ iiberfiihrt; dann gehen die y, vermittelnden, 
auf m in negativer Richtung angebrachten Vektoren €, in negativ bzw. positiv 
gerichtete Vektoren ¢; auf m’ iiber, je nachdem ¢ die Indikatrix von EF 
nicht andert oder andert, d. h. je nachdem D > 0 oder D < 0 ist; der Grad 
der durch die G; vermittelten Abbildung y, von « auf R ist daher ent- 
sprechend (+ 1)"**(’, wobei C’=-C(m’) ist. Nun wahlen wir einen Punkt 4 
von R und bringen in allen Punkten von m die A entsprechenden parallelen 
Vektoren ©, an, die « durch die Abbildung y,(P) = A vom Grade 0 auf R 
beziehen. ©, und ©, stimmen (héchstens) in endlich vielen Punkten iiber- 
ein, und es ist (nach §2) J,,—(—1)'C. Die ©, gehen durch » in 














Curvatura integra geschlossener Hyperflichen. 357 


Vektoren C, iiber, welche eine Abbildung Ys von m auf R vom Grade c, 
vermitteln, und die Ubereinstimmungszahl von y{ und y; ist 

Tig = (— 1)"(+1)"*70' + gy. 
Nach § 1 (letzter Absatz) ist aber J,,— + J,,, also 

(+ 1)*0'=C Fe,(—1)*. 

Nun geht die Gesamtheit der in allen Punkten von EZ angebrachten, parallelen, 
A entsprechenden Vektoren in eine in ganz E’= p(£) eindeutige und 
stetige Vektorverteilung 4’ iiber, der die ©, angehdren; m’ laBt sich, da 
E’ ein Element ist, innerhalb Z’ durch eine eindeutige und stetige Defor- 
mation auf einen Punkt Q zusammenziehen; dabei geht die Abbildung y;, 
wenn man in jedem Moment des Deformationsvorganges dem Punkt P 
von m« denjenigen Punkt von R zuordnet, der zu dem in dem momentanen 
Bildpunkt von P angebrachten Vektor 1’ gehért, in eine Abbildung iiber, 
die allen Punkten von y» denselben Punkt 4’(Q) zuordnet; mithin ist 
e=0, CO =(+ 1)"C, und wir haben den Satz erhalten: 


Bei einer in einem m enthaltenden Element stetig differenzierbaren 
Abbildung mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante D  dndert 
sich C(m) allenfalls wm den Faktor —1; und zwar tritt diese Anderung 
dann und nur dann ein, wenn D< und n ungerade ist. 


Es liegt nun die Frage nahe, ob man die Differenzierbarkeitsvoraus- 
setzung nicht fallen lassen kann. Da8 dies wenigstens in einem besonders 
einfachen Fall méglich ist, lehrt der Satz: 


Die Begrenzung m eines Elements hat die Curvatura integra (+ 7; 


Beweis: Hat m die ,,natiirliche“ Orientierung, so ist der Grad der 
durch die inneren Normalen N von m auf R vermittelten Abbildung: 
(—1)"**C. Dieses Feld der NW projiziert m stetig auf eine benachbarte 
Paralellflache m, von m, und laBt sich durch Zusammenziehen von m, 
auf einen inneren Punkt in eine Verteilung nach diesem Punkt weisender 
Vektoren deformieren, die den Index (—1)"** hat. Mithin ist C=1 
und bei beliebiger Orientierung von m: C =(+1)". (Beziiglich des Vor- 
zeichens vgl. man den ersten Absatz dieses Paragraphen.) 


Wir erweitern jetzt die Klasse der betrachteten Abbildungen: ¢~ braucht 
nicht mehr in ganz £ definiert zu sein, sondern nur noch in einer Um- 
gebung von m, d. h. in der Vereinigungsmenge von Umgebungen aller 
Punkte von m. Im iibrigen bleiben alle Annahmen und Bezeichnungen 
ungeaindert. Es gilt auch jetzt: 


(+1)"C’=C Fe,(—1)". 
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Wir betrachten neben den zu A gehérigen Vektoren ©, noch die zu 
ihnen diametralen Vektoren €,. Diese gehen in Vektoren ¢, iiber, welche 
eine Abbildung 7; vom Grade ¢} vermitteln, und es ist 

(+1) =CF4(- 1)’, 
also Z, = c,. Da die Vektoren ©, und €; zueinander diametral sind, ist 
aber Z, =(—1)"**c,; fiir gerades n ist also auch jetzt c,—0, mithin 
C’=C. 

Wir werden zeigen, da8 fiir ungerades n cz, +0 sein kann: 

Mit einem nicht auf m liegenden Punkt Q als Zentrum nehmen wir 
eine Transformation durch reziproke Radien vor; diese Abbildung ¢ er- 
fiillt unsere Voraussetzung; denn in allen von Q verschiedenen Punkten 
ist  stetig differenzierbar mit negativer Funktionaldeterminante. ¢ fiihrt 
m in ein Modell m’, den unendlich fernen Punkt in den Punkt Q iiber; 
die Ordnung von Q in bezug auf m’ sei qg (darunter ist, wie friiher, der 
Grad der durch Projektion des Modells m’ von Q auf eine Kugel k um Q 
vermittelten Abbildung von mu auf k zu verstehen; es ist iibrigens leicht zu 
sehen, daB sie gleich der Ordnung von Q in bezug auf m ist). Die Ge- 
samtheit aller dem Punkt A von R entsprechenden Vektoren des Definitions- 
bereiches von @ geht bei @ in ein Vektorfeld 4’ mit der einzigen Singu- 
laritét Q iiber; ihr Index ist +2. Denn @ lat sich so herstellen: Man 
projiziere zunichst den ganzen Raum stereographisch auf eine ihn in Q 
beriihrende (n -++- 1)-dimensionale im (n -+- 2)-dimensionalen Raum liegende 
Kugel K,,,; dabei gehen die zu A gehérigen Vektoren in ein eindeutiges 
stetiges, nur im Gegenpunkt Q* von Q singulires Vektorfeld iiber, in dem 
Q* daher**) den Index + 2 hat. Dann projiziere man K,,, stereographisch 
von Q aus auf den Beriihrungsraum in Q* und darauf diesen senkrecht 
auf den urpriinglichen Raum zuriick. Dabei geht Q* in Q unter Erhaltung 
des Index iiber. 

Um cg zu bestimmen, lassen wir die Punkte von m’ gleichférmig in 
der Zeit 1 auf den von Q ausgehenden Strahlen bis auf eine Kugel k um 
Q laufen und beobachten dabei die in jedem Augenblick in den laufenden 
Punkten angebrachten Vektoren von a’: anfangs sind es die Vektoren Cc, ; 
am Ende die auf & sitzenden Vektoren; die durch letztere vermittelte 
Abbildung von uw auf FR setzt sich zusammen aus der Projektion von m’ 
aus Q auf k, die den Grad g hat, und der Abbildung von k auf R vom 
Grade 2, mithin ist cy = 2q, also 


C+ C’=2q. 


Sind insbesondere m und m’ einfach, und ist Q im Innern von m gelegen, 
so liegt Q auch im Innern von m’, da Q und der unendlich ferne Punkt 
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durch m voneinander getrennt werden, es ist daher g= +1, C+C’=+2, 
und man erkennt: 


Besitzt bei ungeradem n das einfache Modell m eine gegeniiber Ab- 
bildungen der betrachteten Art dem absoluten .Betrage nach invariante 
Curvatura integra, so ist diese gleich +1. 


Jetzt zeigen wir, da8 es fiir jedes ungerade n > 8 einfache Modelle m 
mit C(m)=0 + +1, gibt. Wir betrachten die einparametrige Be- 
wegungsgruppe 2z’=/f(z;a) des (m-+-1)-dimensionalen Raumes, die 
durch die Gleichungen gegeben ist: 


Uo y—a = fora (yy +++) Snes; %) =  COBM-%g,-,+ BINGA-2py 
ey =far (2y5-++) Unga; &) = — SIN G+ Zy,_1 + COBA- Fe, 
n+1) 
y=l1,...,-3-]- 


Die Bahnkurve jedes Punktes ist ein Kreis; zwei solche Kreise sind punkt- 
fremd; denn wegen f(f(z; «); 8) = f(x; « + £) folgt aus f(x; «) = f(y; £) 
fiir jedes y: f(x;a+y)=—f(y;h8+y7), d. bh. daB die Bahnkreise von x 
und y zusammenfallen. Der einzige Fixpunkt der Bewegungen ist der 
Nullpunkt; in jedem andern Punkt ist der Vektor der Bewegungsrichtung 
ausgezeichnet. 


Die (n — 1)-dimensionale Kugel K,: 3 (x 2)°=1, 2,,,=0 ent- 
v=] 
halt den Nullpunkt nicht. Sie wird ferner von keinem Bahnkreis in zwei 
Punkten geschnitten; denn ware fiir zwei Punkte x und y der Kugel 
y= f(z; «) mit «+0, so folgt aus 
¥, = cosa-z,+sina-z,,, 
Yao, = — SiN a@-w, + COBa-z,,, 
T+. = Yn+1 =0 


entweder xz, = 0, was mit der Gleichung der Kugel nicht vertraglich ist, 
oder «=a und y,= — x, fiir y=1,2,...,n +1; aus 


v=1 


S(z—2)'=1 und $(—2,—2)*=1 


wiirde aber durch Addition 8n+22227=—2, S25 —1—4n<0 folgen. 

Ebenso verhilt sich jede Kugel K,, in die K, durch eine unserer 
Bewegungen iibergefiihrt wird. Daher hat die von K, beschriebene Flache r, 
d. h. die Gesamtheit aller Punkte f(x; «), fiir die f(z, 0) auf K, liegt, 
die Eigenschaft, da8 nur dann f(z; «) = f(y; f) ist, wenn r=y, «=f 
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ist. r ist daher ein einfaches Modell der von einem Kreis und einer 
(nm —1)-dimensionalen Kugel gebildeten Produktmannigfaltigkeit **). 

Zur Bestimmung von C(r) kénnen wir nach dem Satz von Poincaré- * 
Bohl die an r tangentialen Richtungsvektoren der Bewegung verwenden; 
die von ihnen geleistete Abbildung auf R hat den Grad 0, da sich r 
ohne Uberschreitung des im AuBeren liegenden, singuléren Nullpunkts, 
also innerhalb des Feldes der Bewegungsvektoren stetig auf einen Punkt 
zusammenziehen laBt. Mithin ist C(r)=0, und aus C+ C’= + 2 folgt 
daher C’= C(r’) = + 2. 

Die Produktmannigfaltigkeit «, deren einfaches Modell r ist, liefert 
ein auch in anderer Richtung interessantes Beispiel; sie zeigt, daB es 
unendlich viele, allerdings nicht einfache, Modelle einer Mannigfaltigkeit 
mit lauter verschiedenen Werten fiir C geben kann. Da nimlich der 
Kreis fiir jede positive ganze Zahl gq q-facher unverzweigter Uberlage- 
rungsraum von sich selbst ist, gilt dasselbe fiir jede Produktmannigfaltig- 
keit, die den Kreis als Faktor enthilt. Man kann sich daher-r als von 
einem Modell r, von jy g-fach iiberlagert vorstellen; dann hat Q die 
Ordnung + q in bezug auf y(r,), es ist also C(p(r,))= +29, da 
C(r,) = 0 ist. 

Zu einfachen Modellen m mit C(m) = +1, also insbesondere zu der 
n-dimensionalen Kugel liefert die Transformation durch reziproke Radien 
kein homéomorphes einfaches Modell m’ mit C(m’)+C(m). Es ist 
mir auch nicht bekannt, ob es ein einfaches Modell m der n-dimensionalen 
Kugel mit C(m) + +1 gibt. 


Als Hilfsmittel zur Untersuchung des Verhaltens von C(m) bei Ab- 
bildungen, iiber die weniger als bisher vorausgesetzt wird, dient folgende 
Betrachtung: 

Wir bringen an m ein beliebiges Feld V tangentialer Vektoren mit 
héchstens endlich vielen singuliren Stellen an; d.h. wir ordnen jedem 
Punkt P von m« mit endlich vielen Ausnahmen einen sich mit P stetig 
aindernden Tangentenvektor in F(P) an m zu (z. B. kénnen wir fiir V 
das von den Vektorfeldern ©, und ©, erzeugte trngentiale Feld wihlen 
(s.§ 1)). Die Summe der Indizes der Singularitiiten von V sei s. Wir 
definieren in yu eine stetige Funktion w(P), die in den singuliren Punkten 
P., gleich 0, im iibrigen stets positiv und <1 ist, und ordnen jedem 
nicht singularen Punkt P den Vektor H(P) zu, der in dem von V(P) 
und der negativen Normalen N(P) ausgespannten Quadranten liegt und 


*) S. z. B. Steinitz, Beitrige zur Analysis Situs (Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 
7 1908). 











Curvatura integra geschlossener Hyperflichen. 361 


mit N(P) den Winkel ws bildet; fiir die P, setzen wir H(P,.) = N(P,). 
Dann sind die H in ganz yw stetig und stimmen mit den N in den P, 
iiberein. Nach § 1 ist die Ubereinstimmungszahl der durch N und H von u 
auf R gelieferten Abbildungen J,,=.s. Andererseits haben nach dem Satz 
von Poincaré-Bohl beide Abbildungen denselben Grad C = C(m), es ist 
daher nach dem Ergebnis des § 2: 


s=1,,=—C+(—1)"6, 
also fiir gerades n: 
8 = 2C. 
Da nun nach §1 auf jedem beliebigen Modell m’ von mu ein Vektorfeld 
mit derselben Indexsumme s existiert, folgt jetzt der Satz: 


Die Curvatura integra der Modelle einer geschlossenen, zweiseitigen 
Mannigfaltigkett « von gerader Dimensionenzahl ist eine Invariante von u. 


§ 4. 

Curvatura integra und Indexsumme; Bedingungen fiir die Darstellbar- 

keit einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit im (2 + 1)-dimensionalen 
Raum. 


Die zwischen der Indexsumme s der Singularitéten eines an m tan- 
gentialen Vektorfeldes und der Curvatura integra C(m) giiltige Beziehung 


s=C-(1+(—1)") 


fiihrt zu einigen Folgerungen, die sich zwar nicht unmittelbar auf die 
Curvatura integra beziehen, aber doch noch betrachtet werden sollen. 
Zunichst ist aus ihr der Satz zu entnehmen: 


Die Indexsumme der Singularitdten eines an ein Modell von mu tan- 
gentialen Vektorfeldes ist eine topologische Invariante von pw, d. h. unab- 
hdngig von der Wahl des Modells, sowie der des Vektorfeldes; und zwar 
tst diese Invariante fiir ungerades n stets 0). 

Dieser Satz wird bei Hadamard *’) ausgesprochen, sogar mit der Er- 
weiterung, daB die betrachteten Modelle in Raumen beliebiger Dimensionen- 
zahl liegen diirfen; jedoch wird in dem betreffenden Kapitel, das nur 
referierenden Charakter besitzt, kein Beweis angegeben, und auch in der 
sonstigen Literatur ist mir keiner bekannt. Bemerkenswert ist, daB in 
den Fallen, in denen s berechnet ist, namlich fiir n = 2*), fiir ungerades n, 
fiir die n-dimensionalen Kugeln") und fiir die im nachsten Paragraphen be- 
trachteten Mannigfaltigkeiten s gleich der Charakteristik der Mannigfaltig- 


™) Lo. 8. 474f. 
Mathematische Annalen. 95. 24 
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keit ist, d.h. = x(- 1)"«,, wenn «, die Anzahl der bei einer simplizialen 
k=0 


Zerlegung vorkommenden k-dimensionalen Simplexe bezeichnet*). 


Wir kénnen zu dem Satz von der Invarianz der Indexsumme nun 
eine verscharfende Aussage machen; wir wissen namlich: 


Die Indexsumme der Modelle von mu ist eine gerade Zahl. 


Dabei ist, wie stets, vorausgesetzt, daB a zweiseitig ist und die 
Modelle im (n-+1)-dimensionalen euklidischen Raum liegen. Dies liefert 
eine Méglichkeit, die Frage zu beantworten, ob jede n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit « ein solches Modell besitzt: Gestattet nimlich « eine 
stetige Deformation P’=f(P;t), 0<t<1, f(P,0)=P, die fiir t>0 
auBer endlich vielen festen, d.h. von ¢ unabhiangigen, Fixpunkten keinen 
Fixpunkt besitzt, und ist o die Summe der Indizes dieser Fixpunkte, so 
muB, falls « ein Modell besitzt, o gerade sein; denn analog dem in § 1 
eingeschlagenen Verfahren lat sich auf dem Modell ein tangentiales 
Vektorfeld mit der Indexsumme s =o konstruieren. Betrachten wir eine 
besonders einfache Art von Fixpunkten: wir nennen einen isolierten Fix- 
punkt ein Zentrum“, wenn er in einem abgeschlossenen, im iibrigen 
fixpunktfreien, Element liegt, das in sich selbst iibergeht. Ein Zentrum 
hat stets den Index (— 1)", da man die von den Punkten P der Beran- 
dung des Elements nach den Punkten f(P) zielenden Vektoren unter 
Festhaltung ihrer Anfangspunkte stetig in solche abandern kann, die nach 
einem festen Punkt des Inneren zeigen. Wir kénnen daher den Satz aus- 
sprechen, daB eine Mannigfaltigkeit keine Hyperflache als Modell besitzt, 
wenn sie eine Deformation zulaBt, deren Fixpunkte Zentren und in un- 
gerader Anzahl vorhanden sind. Auf Grund dieser Tatsache laBt sich 
beweisen : 


Die Gesamtheit Z,, der komplexen Punkte des 2k-dimensionalen 
projektiven Raumes ist eine 4k-dimensionale geschlossene zweiseitige 
Mannigfaltigkeit, die keine Hyperjlache als Modell im (4k +-1)-dimen- 
stonalen euklidischen Raum besitzt. 

Der Beweis ist nach dem Vorstehenden erbracht, sobald gezeigt ist, 
daB Z, eine geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit ist und eine Defor- 
mation der geschilderten Art mit (r-+-1) Zentren gestattet. Dies wird 
im nichsten Paragraphen bewiesen, in dem auSerdem noch die Charakte- 
ristik von Z, berechnet wird; sie ist ebenfalls (r +1), was im Hinblick 


*) Zusatz bei der Korrektur: Ein Beweis des bei Hadamard ausgesprochenen 
Satzes mit dem Zusatz, daB die als Indexsumme auftretende Invariante die Charak- 
teristik ist, wird vom Verfasser in diesen Annalen verdffentlicht werden. 
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auf die oben erwahnte, auch in anderen Fallen vorhandene Ubereinstim- 
mung zwischen Charakteristik und Indexsumme von Interesse ist. 


§ 5. 
Die komplexen projektiven Raume. 


Z, bezeichne die Gesamtheit der komplexen Punkte des r-dimensio- 


in denen die z, komplexe, nicht simtlich verschwindende Zahlen sind. 
Z, ist 2 r-dimensional und im Fall r = 1 bekanntlich der Kugel homéomorph. 
Z, ist eine geschlossene Mannigfaltigkeit mit der Charakteristik r +- 1. 
Beweis: Wir zerlegen Z, in r+ 1 Teile Z,: H, ist die Gesamtheit 
derjenigen Punkte von Z,, fiir die |z,|>|z.| (o=0,...,17) ist. Dain Z, 
2) + 0 ist, kénnen wir die Koordinaten aller Punkte von Z, so normieren, 
daB stets z, = 1 ist. Setzen wir dann z, =z, + ty, so ist EZ, topologisch 
auf den durch die Ungleichungen x; + y3 <1 mit 0 <o(+ 0) <r def- 
nierten Teil Z, eines 2r-dimensionalen euklidischen Raumes abgebildet. 
E,, kénnen wir durch r Kreisscheiben K$ (0 <o(+ 0) <r) vom Radius 1 
darstellen, indem wir jede Gruppe von r Punkten Af, von der der 
Punkt A’ der Scheibe K? angehért, als Punkt von E; bezeichnen. Dar- 
aus, daB wir, ohne die topologische Straktur von HZ, zu andern, statt der 
Kreisscheiben K{ auch durch Ungleichungen |z,|< 1, |y.| <1 definierte 
Quadratscheiben, also statt H, einen 2 r-dimensionslen Wiirfel verwenden 
kénnen, geht hervor, da8 ZH, ein Element ist. — Ein Punkt von Z, gehért 
dann und nur dann zugleich Z,, und Z,, an, wenn in ihm |z,,| = |z,,| > |z| 
ist, d.h. wenn der Punkt Af: der ihn in der besprochenen Darstellung 
von E,, reprasentierenden Punktgruppe A‘ auf dem Rande von K$ liegt; 
daraus ist ersichtlich, daB, wenn 0,,...,0, 8 der Zahlen 0,...,r sind, 
der Durchschnitt Z,,,...,, der Elemente Z,,,..., Z,, der aus s —1 Krei- 
sen und r—s-+1 abgeschlossenen Kreisscheiben gebildeten Produkt- 
mannigfaltigkeit homéomorph ist, also die Dimension s — 1 + 2(r—s+-1) 
= 2r—s-+1 hat. 
Wir nehmen mit Z, eine Zerlegung in Elemente vor, die zeigt, dab 
Z, eine ,,Mannigfaltigkeit“ entsprechend Brouwers*) Definition ist, und 
ferner die Eigenschaft hat, daB fiir jedes s jede der Mannigfaltigkeiten Z,, .., 
ganz aus (2r — s + 1)-dimensionalen Elementseiten der Zerlegung besteht. 
Wie man eine solche Zerlegung herste!len kann, demonstrieren wir an dem 
Fall r= 2%): Der Durchschnitt H,,, der drei Elemente H,, E,, EZ, ist 
18) Die hierbei angewandte Methode la8t sich ohne weiteres auf beliebiges r 
iibertragen; jedoch wird dann der Wortlaut der Darstellung so kompliziert, da8 mir 


die Behandlung des Spezialfalles r= 2 die Verhiltnisse deutlicher zu machen scheint 
als die Betrachtung des allgemeinen Falles. 


24* 
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einer aus zwei Kreisen gebildeten Produktmannigfaltigkeit, also einer 
Torusflache, homéomorph; wir kénnen Z,,, durch 


z, = 1, z,=e'%, 2, = ets; 0<(%,, %2) S22; 
oder durch 

2, e%, 2g, =I, 2, = ef%s; 0 < (Ms, Po) S22; 
oder durch 

z=e%, zg-e, 2, =1; 0<(%,%,) S22 


definieren. ,,, zerlegt den der dreidimensionalen Kugel homéomorphen 
Umfang von £, in die durch 


@=—-1, 4=eM, B=re'™; OF(9,,%,) 52"; OS, 1; 
@=1, z=7,e', 2 = eft; 0S(%,.%)S2a; OSr, 51 
bestimmten Mannigfaltigkeiten E,, und Z,,, deren jede dem Produkt aus 
Kreis und Kreisscheibe, also einem gewohnlichen Torusraum homéomorph 
ist; analog werden die Umfange von HZ, und E£, durch £,,, in die Torus- 
riume Z,, und £,, bzw. E,, und £,, zerlegt. Wir zerlegen nun zunichst 
Z,,. in ein unsere Forderungen erfiillendes System zweidimensionaler Ele- 

mente, indem wir z. B. die zwélf geschlossenen Kurven 


ka 

‘ ° 
a, = 1, ame *, 2 = eft; | 

ka 
2,=e%, 2,=1, a=e 2; O< (1, Pa, Ps) S22; k=O0,1,2,3 
ka 

~~ oat "3% 7 = iq, =] 
z=e *, ze, 2 = 


ziehen, die auf Z,,, ein Netz von 32 krummlinigen Dreiecken bilden. 
Jetzt zerlegen wir E,, durch die 4 zweidimensionalen Elementarmannig- 
faltigkeiten F* (a = 1, 2,3, 4): 

ka 
2,=1, z,=e 3, 2=r,e8*; OS 97,522; 057,51; k=0,1,2,3 
in 4 dreidimensionale Elemente RE. (b= 1,2,3,4); der Umfang jedes 
E}, wird gebildet von 2 der F*, sowie einem Viertel von Eo,., und dieses 
Viertel setzt sich aus Elementen der vorgenommenen Einteilung von £,,, 
zusammen, da seine beiden Rinder selbst Netzkurven sind. In jeder der 
beiden das betrachtete EZ’, begrenzenden F* ziehen wir die 4 durch 

kx 
2. ° re ?; O<r,51; k=0,1,2,3 


definierten Kurven; sie gehen von demselben Punkt von F* aus und 
enden in den 4 auf dem Rand von F* liegenden Eckpunkten der Ein- 
teilung von E,,,. Auf diese Weise ist der Umfang von Ey, einer Zer- 
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legung der gewiinschten Art unterzogen, die in dem £,,, angehérigen Teil 
mit der dort bereits vorhandenen Zerlegung iibereinstimmt. Diese Zerlegung 
des Umfanges von Ej, erweitern wir zu einer Zerlegung des Elementes EZ, 
selbst, indem wir von einem inneren Punkt aus diejenigen Kurven nach 
den Seiten- und Eckpunkten der Umfangszerlegung ziehen, die bei der 
topologischen Abbildung von Ej, auf das Innere einer zweidimensionalen 
Kugel den Geraden entsprechen. Indem wir so mit allen vier £%, verfahren, 
teilen wir ganz Z,, in der geforderten Art in Elemente ein, und dasselbe 
machen wir mit Z#,, und Z,,. Erweitern wir die nunmehr vorliegende 
Zerlegung der Umfinge von Z,, E,, Z, in der geschilderten Weise auf 
E,, E,, Z, selbst, so erhalten wir eine Zerlegung von Z,, die allen ge- 
stellten Anforderungen geniigt. 


Die Eigenschaft der so mit Z, vorgenommenen Zerlegung, daB jede 
Mannigfaltigkeit Z,..,., ganz aus Elementseiten besteht, lé8t sich auch 
so ausdriicken: Entweder gehért kein innerer Punkt einer vorgelegten 
Elementseite oder es gehért die ganze Elementseite zu Z,. Dies berechtigt 
uns, die Gesamtheit aller die Zerlegung hervorrufenden Elemente beliebiger 
Dimensionenzahi (d. h. Ecken, »-dimensionalen Seiten, 27-dimensionalen 
Elemente ) in r+1 Komplexe K, (s =1,...,r-+-1) einzuteilen, die da- 
durch bestimmt sind, daB K, diejenigen Elemente e, enthalt, welche 
genau s der H, angehéren. XK, habe die Charakteristik k(K,) = 


2r af 
d.h. es sei B,=5'(—1)’a,”, wobei die Anzahl der K, angehdrigen 
v=0 


y-dimensionalen Elemente mit «,” bezeichnet ist. Wir bestimmen #,, zu- 
naichst fiir m>2: H,,,....., hat als Produktmannigfaltigkeit mit einem 
Kreis als Faktor die Charakteristik k(Z,,...,,) = 0, da die Charakteristik 
_ eines Produktes gleich dem Produkt der Charakteristiken der Faktoren 
ist**), und der Kreis die Charakteristik 0 hat’*). Es ist also S,=—0, 
wenn man S,= 2k(E,,......,) setzt, wobei die Summe iiber alle die 2 
zu erstrecken ist, die s Indizes haben; ein K,, angehdriges Element, das 
in Z,,,....2, liegt, kommt in allen den Z, vor, deren Indizes unter 


(7 Os 


den 4;,...,4 enthalten sind, es wird bei der Bildung von S, daher 
genau (™) mal gezihlt. Mithin bestehen die Relationen 


r+1 


8,= >) (")6,.=0 {[e=2,...,7+1], 


m=1 


**) Fiir ein Produkt mit einem Kreis als Faktor ergibt sich das Verschwinden 
der Charakteristik auch ohne den im Text benutzten Steinitzschen Satz daraus, dab 
eine solche Mannigfaltigkeit zweifacher unverzweigter Uberlagerungsraum von sich 
selbst ist; denn dann folgt: k(u)=2k(u), k(u)=0. 
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die sich, da (*) = 0 fiir m-.~ s ist, in der Form schreiben lassen: 


r+1 


» (7) ba = 0 [e=—2,...,7+1]. 
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist 1, da in der Haupt- 
diagonale lauter Einsen, unter ihr lauter Nullen stehen; mithin ist 6, = 0 
fir m>2. Fiir s=1 lautet die entsprechende Gleichung 
r r+1 
8S, = Sk(H,) = S mB, = B,, 
o=0 m=1 
und da #, als Element die Charakteristik 1 hat, ist 8, —r+1. — Die 
Charakteristik von Z, ist daher 


r+1 r+i 
k(Z,)— Sk(K,) = B,=1+1, w. z. b. w.”) 


Z, ist einfach zusammenhdngend; denn fiir r=1 ist dies bekannt, 
und wir brauchen daher nur den einfachen Zusammenhang von Z, nach- 
zuweisen, wenn wir ihn von Z,_, schon kennen: ist eine geschlossene 
Kurve z,(t),...,2,(#) gegeben, so kénnen wir ohne Beschriinkung der 
Allgemeinheit annehmen, daB der Punkt 0, 0,..., 0,1 nicht auf ihr liegt; 
die Punkte z,(t),...,z,_,(t), 4z,(t) bilden daher fiir jedes 4, auch fiir 
4=0, eine geschlossene Kurve. Lauft 4 von 1 bis 0, so wird die ge- 
gebene Kurve K, stetig in die Kurve K,: z,(t),...,2z,_,(t), 0 trans- 
formiert; diese gehért dem durch die Gleichung z, = 0 definierten Gebilde 
an, das homéomorph mit Z,_, ist. Da Z,_, als einfach zusammen- 
hingend angenommen wird, laBt sich K, in dem Gebilde z, = 0 stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen, womit die Deformation von K, auf einen 
Punkt vollendet ist. 


Aus dem einfachen Zusammenhang geht hervor, dab Z, zweisestég ist. 


Z, \aBt eine eindeutige und stetige, die Identitét enthaltende De- 
formation 


P’=f(P;t;; O<t<1; f(P,0)=P 


*) Herr H. Kiinneth teilte mir brieflich mit, daB er die Bettischen Zahlen 
von Z, bestimmt und P,=P,=1, P,=2 gefunden hat; hieraus folgt fiir die Cha- 


rakteristik k(Z,) nach der Formel k= 3'P;(—1)*+3(1+(—1)") (6. Tietze, Die 
i=0 


topologischen Invarianten ..., Wiener Monatshefte 19 (1908), 8.48) unter Beriick- 
sichtigung von P, =P, = 1 (Tietze, |. c., 8.35, FuBn.5) in Ubereinstimmung mit 
unserem Ergebnis: k(Z,) = 3. 
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zu, welche r-+-1 von ¢ unabhingige Zentren, im iibrigen fiir t > 0 aber 
keinen Fixpunkt besitzt. 


Denn bei der Deformation 


oF igs 
2h (2) +++, 2,;t)=errt it {o=0,...,r], [O0<tg 1] 


bleiben die r +-1 durch 

7 a ce ee oe ee 
definierten Punkte fest; sie sind Zentren, da jedes Z, in sich deformiert 
wird und genau einen dieser Punkte im Innern enthilt. Andere Fixpunkte 
treten aber nicht auf; denn fiir einen solchen giibe es zwei Indizes 9, > 0, mit 


Mts, Ot sag 
2,0, 2,40, 25,325, = 2,:%,, also ert? mert! 


= t ‘ ‘ 
(ae)! ‘2Qn=2knxD2n, (o,—e,)t>r+1, 


wahrend doch 0 <9,—0,<r, O0<t<1, also (0, —0,)t<r ist. 


(Eingegangen am 7. 3. 1925.) 





Uber eine Verallgemeinerung der linearen 
Randwertprobleme. 


Von 
Harald Geppert in GieBen. 


§ 1. 
Problemstellung. 


Die folgende Arbeit stellt sich die Aufgabe einer wesentlichen Ver- 
allgemeinerung des iiblichen Rand- und Eigenwertproblems bei linearen 
homogenen Differentialgleichungen, die darin besteht, daB die Rand- 
bedingungen statt, wie bisher, auf die zwet Intervallendpunkte im ein- 
dimensionalen und die eine Randlinie im zweidimensionalen Falle sich 
jetzt auf beliebig viele Intervallpunkte bzw. Bereichlinien beziehen sollen. 
Wir beschrinken uns hier auf den Fall einer unabhingigen Variablen und 
stellen uns das Ziel, das asymptotische Verhalten der Higenwerte, sowie 
die Méglichkeit, Konvergenz und Herstellung der Entwicklung einer will- 
kiirlichen Funktion nach den Eigenfunktionen des gestellten Problems zu 
untersuchen *). 

Es sei als Grundintervall vorgelegt der Bereich r= (0...a, dann 
sollen sich die linearen homogenen Randbedingungen nicht mehr allein 
auf die beiden Endpunkte, sondern auf h beliebige Punkte z, = 0, 
Ly, yy +++, T, = @ des vorgelegten Intervalls beziehen, und zwar in der Weise, 
daB jede Randbedingung im allgemeinen A von den Punkten 2, ... z, 
herriihrende Teile enthalt; h ist hierbei eine beliebige endliche ganze Zahl. 
Die Randbedingungen sollen also aus Gleichungen zwischen den Werten 
der verschiedenen Ableitungen der gesuchten Integralfunktion sowie der 


*) |Zusatz wihrend der Korrektur.] Die Problemstellung findet sich bereits bei 
Cauchy. Nachtriiglich habe ich gefunden, daB sie bereits Ziel einer friiheren Unter- 
suchung: C. E. Wilder, Am. Trans, 18 (1917), 8. 415 gewesen ist, die sich aber mit 
der unsrigen kaum beriihrt, da sie in der Haupteache die Entwicklung mittels einer 
Greenschen Funktion behandelt. 
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Funktion selbst an den einzelnen Stellen z,, x,,..., 2, bestehen, die dann 
i. a so beschaffen sind, daB sie nicht in der Weise reduziert werden 
kénnen, daB Bedingungsgleichungen entstehen, die sich nur immer auf 
einen einzelnen der Punkte 2, beziehen, sondern da8 mindestens eine 
Gleichung vorhanden ist, die etwa zwei verschiedene ,,Randpunkte“ in sich 
enthalt, und sich aus dicser Form nicht weiter reduzieren laBt. 

Wir nehmen als Ausgangspunkt den linearen homogenen Differential- 
ausdruck *) 


7 ate 
F(D,)z = p> A; axe 
und bilden die Differentialgleichung: 
(1) F(D,)z—iz=0, 


wobei die A; konstante Koeffizienten bedeuten sollen, von denen speziell 
A, = 1 sein mége. Fiir z sind vorgeschrieben n Randbedingungen 


(2) f,(z) = 0 (é==1...n), 


wo die f; in z und den Ableitungen von z nach x lineare homogene 
Funktionen sind; diese Randbedingungen beziehen sich auf die h Punkte z, , 
%,,+-+,%, des Intervalls 0...a, enthalten also die GréBen z™ (xz,)...2 (x, ) 
(A=0...%—1), und zwar in linearen Verbindungen. Das nachste Ziel 
ist die Auffindung eines Integrals z der Differentialgleichung (1), das die 
angegebenen Randbedingungen erfiillt. 

Bevor wir hieran gehen, wollen wir die Randbedingungen in Ver- 
allgemeinerung des Birkhoffschen Verfahrens*) normieren, indem wir sie 
mittels linearer Kombination so koppeln, daB die Anzahl derjenigen 
Bedingungen, die z™~*)(a,)...z-"(a,) enthalten, die Zahl A nicht iiber- 
steigt, was natiirlich nur angingig ist, falls n> h ist. Es bleiben dann 
n—h Bedingungen iibrig; diese kombinieren wir in derselben Weise so, 
daB die Zahl derjenigen Bedingungen, die z~*)(2,)...2-*(a,) enthalten, 
sich auf héchstens A reduziert, und setzen dieses Verfahren fort, bis keine 
h +1 Randbedingungen mehr existieren, in denen die héchste vorkommende 
Ableitung dieselbe ist. In diesen normierten Randbedingungen wollen 
wir dann die auf die einzelnen Punkte z,...2, beziiglichen Teile explizit 
zum Ausdruck bringen, indem wir sie schreiben 


(3) f(z) = fey (2) + fig (2) +... +f, (2) (¢=1...9), 


*) Wegen niherer Einzelheiten vergleiche: Geppert, Math. Zeitschr. 20(1924), 8. 29 
(im folgenden mit G. zitiert). 

*) Vgl. Birkhoff, Am. Trans. 9 (1908), S. 382 (im folgenden mit B. zitiert); 
G. 8. 77. 
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wobei sich /,;(z) auf den Punkt 2, bezieht, und es ist explizit: 
b-1 p= 1...m 

@) , & vr ) + : 
(4) f,j(2) = az *(a))+ 2 aire (2;) Gea ar 
dabei bedeuten die of”, «ff gewisse Konstanten und die Indizes k, 
charakterisieren die héchsten vorkommenden Ableitungen; gem&é8 dem 
angewandten Normierungsverfahren darf derselbe Ordnungsindex k, in den 
Randbedingungen f,(z) = 0 héchstens h-mal auftreten. 

Um die Gleichung (1) zu lésen, setzen wir zunichst 
(5) i= F(r)= S Art, 
i=1 

indem wir statt der noch zu bestimmenden GréBe 4 eine neue Unbekannte r 
einfiihren; sind dann r,,, == 1, Tg), Tg)» «++» To die Wurzeln g der Gleichung 


(6) P(r) — F(o) = SA,(ré — of) = 0, 
i=1 


so hat (1) n Partikularintegrale 
(7) 


aus denen sich das allgemeine Integral mit den noch zu bestimmenden 
Konstanten R,,. zusammensetzt: 


Zi = e"m* (¢=1...m), 


(8) 3 = = Ry %- 
tt 


Dieser Ausdruck soll die Randbedingungen (2) erfiillen, d.h. es miissen 
die n linearen homogenen Gleichungen gelten 


(9) » Ro f, (zo) = 9 (y= 1...m), 
i=1 

die, wenn 

(10) oir) =| f-(aw)| 


die Determinante derselben bezeichnet, die gemai& (7) eine Funktion 
von r ist, durch das System ersetzt werden kénnen®*): 


(11) 3 Rey fel 20) = C.(1)-B (1) (p= 1.58), 


worin die ©,(r) iiberall holomorphe analytische Funktionen von r be- 
deuten, die im iibrigen willkiirlich sind. Die bislang noch unbestimmte 
GréBe r bestimmt sich wegen (9) als Wurzel der Gleichung 


(12) B(ry=0. 


*) Vgl. G. S. 40. 
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§ 2. 
Der asymptotische Ausdruck fiir die Eigenwerte. 


Unser nichstes Ziel ist die Betrachtung der Eigenwerte 4 und ihrer 
asymptotischen GréBe. Fiir das Folgende machen wir die unwesentliche 
Voraussetzung, daB n ungerade sei: 


n=2u—1; 
der Fall eines geraden n erledigt sich ganz analog. Wir bemerken zu- 
nachst, daB die Wurzeln von (6) fiir groBes r gegen die Werte 
(13) re) ~rw® (¢=1...m) 


streben*), wo w die n-ten Einheitswurzeln, nach wachsenden Argumenten 
geordnet, darstellen. Dann ist nach (4) und (7) 


Fg) — Sal rhe 0% 4. Sa one}, 


re @® 


somit asymptotisch 
sad | w” ky ro@¢. me , i) @®\" ree. 
(14) f(a) ~ 3 {es ) en T+ SS Gon (rwr) eh}. 
“=O 
Wir gehen nun in die komplexe r-Ebene Z, die wir vom Nullpunkt aus in 
die 2 n Sektoren S, zerlegen, die durch die Strahlen arg r = on »(o=1...2n) 


gebildet werden, und in deren jedem die w sich nach unteren Indizes so 
ordnen lassen, dab 


(15) R(rw,) CSR(rw,)<... GR(rw,) <<... $R(rw,), 


wenn r in dem betreffenden Sektor S, liegt*). Wir ordnen entsprechend 
den w® auch ry und z um, so dab 


(16) r™~rw; 24~e'%s 
in einem bestimmten S, ist. In diesem gilt nach (15): 
>0 wenn A>u 
Rirw:) <O + A<p ist. 
3 0 ” A=pm 
Daher folgt aus (14) asymptotisch fiir groBes |r|: 


(1) 


fe (2s) [os] re", (¢=1...4¢—1) 
fo( 2) [ar] te! + [eer] tye +. [ae] tue 








*) Vgl. G. S. 48. 
") Vgl. B. S. 380, G. S. 48. 
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und schlieBlich, da fiir? = 4+ 1,...,m in(14) der vom letzten Endpunkt 
herriihrende Term die andern iiberwiegt: 


ar; 





fu(m) [ay ] 7" 


wobei [a] allgemein einen Ausdruck der Form a+ O(jr|~*) bedeutet. 
Damit kénnen wir an die asymptotische Bildung von (10) gehen und es 


(¢ == e-+1,...,%), 


ergibt sich: 
ests 5 Cap {Ue] + fos) e9 +n. + fie) ws 
nm" E (ay) wis; ee 5 [ay wr’ 
eT als) ab ee we os oe 4 oe Ok ee ee et 
v=1 i=a+1 


el ia nail (a) wn” 
= ete 
v=1 t=a+l 
wo 4 die zuletzt hingeschriebene Determinante bezeichnet. Teilen wir 
diese entsprechend den A Gliedern der u-ten Spalte in h Summanden, 
so wird 


(17) A=6, + 0,674 0, e°H 4 4c 
wobei gesetzt ist: 


y 


[@,”) w!"; ee ; [a;”) wr a> [a *) we; ’ 
(oi) we; seal Cw wh 
(18) ee NE ee oa et oer 
[an”) wi"; pees [ ay) wars ; { en) ws,” 
gems tees (on, wi 








Die Nullstellen von §(r) liegen demnach asymptotisch bei den Wurzeln 
der Gleichung 4=0. Wir setzen etwa: ¢—e’”*“, dann nimmt diese 
Gleichung die Form an: 

(19) 0,+0,0°+0,0°4 ...4+0,¢% — 

Dies ist eine Gleichung fiir ¢, die nicht notwendig vom Charakter der 
gewohnlich in der Algebra behandelten Gleichungen zu sein braucht, wenn 
man bedenkt, daB zuniachst den = auch irrationale Werte zukommen 
kénnen. Wir wollen uns aber hier, um unnétige Diskussionen zu ver- 
meiden, auf den Fall rationaler ** beschrinken, d.h. wir setzen fortan 
voraus, daS die Randpunkte z,; (¢ = 2,3,...,4—1) das Intervall 0...a 
in rationalen Verhdlinissen teilen. Dann kénnen wir die Briiche “ alle 
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auf einen gemeinsamen ganzzahligen Nenner g bringen, so daB etwa: 


a,=a-" ist, wo p;,q ganze Zahlen bedeuten, die auBer 1 keinen ge- 


meinsamen Teiler haben. Setzen wir 
arw,,:~ 


we as .. 


so geht die Gleichung (19) in eine gewdhnliche algebraische Gleichung fiir 
» mit ganzzahligen Exponenten iiber, deren Grad gq ist. Wir nehmen an, 
daB deren Wurzeln von Null und oo verschieden seien, d. h. da8 sowohl 
0, als auch 6, von Null verschieden seien. Die Erfiillung dieser Primissen 
hingt wesentlich von den vorgegebenen Randbedingungen ab, und wir be- 
zeichnen solche Randbedingungen, fiir die die angegebene Voraussetzung 
erfiillt ist, als reguldr, die andern als irreguldr. Die q verschiedenen 


Wurzeln  seien 7, %,--+,%» dann folgt fiir r die asymptotische Be- 
ziehung: 


els y=l1...9; 
(20) r= aw, {lg |», + é(argn, + 2kx)}, Cee Zahi 


Dies ist der gesuchte asymptotische Wert fiir die Wurzeln r von (12). 
Da zur Giiltigkeit der asymptotischen Darstellung der absolute Betrag 
von r groB sein muB, ist in (20) & als groBe ganze Zahl zu nehmen. 
Asymptotisch liegt daher rw, in einem beliebig kleinen Winkelraume um 
die imaginire Achse, d. h. die Wurzeln r liegen in der Ebene Z in beliebig 
kleinen Winkelriumen, die um die Halbierungslinien der Sektoren S, 
gelegt sind und folgen sich dort in dem asymptotisch konstanten Ab- 
stande “12 . Die asymptotisch zu gleichem absoluten Betrage gehérigen 
n Wurzeln r liegen je auf einem Zyklenkreis um den Nullpunkt von Z£. 
Die Eigenwerte 4 sind nun durch (5) mit der GréBe r verkniipft und 
aus (20) folgt fiir ihren asymptotischen Wert: 

: . 2kaqi\" 
(21) im (M2*)’, 
d. h. die Higenwerte unseres Randwertproblems sind asymptotisch un- 
abhingig von den Randbedingungen und den Koeffizienten der Differential- 
gleichung. Man sieht also, daB dieses bei den gewéhnlichen Randwert- 
problemen bekannte Resultat sich auch auf unsern verallgemeinerten Fall 
iibertragt. 

Dieses Resultat haben wir hier nur abgeleitet fiir den Fall, daB 
die Koeffizienten von (1) Konstanten sind; verwendet man aber die Siatze 
von Birkhoff und Tamarkine iiber den asymptotischen Charakter der Inte- 
grale von (1), so bleibt die oben gegebene Ableitung véllig dieselbe, und 
unser Satz gilt auch fiir jede lineare Differentialgleichung (1) mit be- 
schrankten stetigen und stetig differenzierbaren Koeffizienten. 
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Wir kénnen nun um die Nullstellen von %(r) Sicherheitskreise von 
beliebig kleinem Radius legen und diese Sicherheitskreise werden sich 
- nirgends haufen, so daB es méglich ist, um den Nullpunkt der Ebene £ 
eine unendliche Folge von Kreiskonturen K, zu legen, deren Radien mit o 
ins Unendliche wachsen und von der Beschaffenheit, da8 jede von ihnen 
von den bezeichneten Sicherheitskreisen einen positiven Minimalabstand 
hat. AuBerhalb der letzteren liegt der absolute Wert der Determinante J 
iiber einer von Null verschiedenen unteren Grenze, wie aus den Eigen- 
schaften einer analytischen Funktion in der Umgebung einer auBerwesent- 
lich singularen Stelle folgt. Es ist also auf allen Konturen K, der Wert 
von | 4! iiber einer positiven unteren Schranke g gelegen. 

§ 3. 
Der Entwicklungssatz. 

Die zweite Frage, die noch der Beantwortung harrt, ist die der Ent- 
wicklung einer willkiirlichen, die Randbedingungen (2) erfiillenden Funk- 
tion nach den Eigenfunktionen des Problems. Im gewéhnlichen Randwert- 
problem fiihrt diese Frage auf die biorthogonale Entwicklung, deren 
Konvergenz mittels der Methode der Greenschen Funktion von Birkhoff* 
nachgewiesen wurde. Diese Biorthogonalentwicklung kann nun — wie 
wir friiher gezeigt haben’) — durch eine andere ersetzt werden, die den 
Umweg iiber die adjungierte Differentialgleichung und die adjungierten 
Randbedingungen vermeidet und daher im vorliegenden Falle besonders 
anwendbar erscheint. Wir werden in der Tat im folgenden zeigen, wie 
sich die zitierte Methode auf den hier behandelten Fall verallgemeinerter 
Randwertprobleme iibertragen la8t und wie damit direkt eine konvergente 
Entwicklung einer willkiirlichen Funktion nach den Eigenfunktionen von (1) 
gewonnen wird. 

Die Eigenfunktionen z sind durch (8) gegeben; die dort auftretenden 
GréBen Ry, bestimmen sich aus (11), woselbst C,(r) noch verfiigbare 
holomorphe Funktionen von r sind. Wir bemerken nun zunichst, da8 wir 
die C,(r) fiir jedes der h—1 Intervalle 2;...2;,; verschieden wiahlen 
kénnen, indem etwa zum Intervalle 2;...2;,, das System OC! gehére; 
dann entspringen aus (8) h — 1 verschiedene Funktionen z = 2%. Beachtet 
man, da8 fiir die Eigenfunktionen die Gleichung (12) gilt, d. h. die rechte 
Seite von (11) verschwindet, so erkennt man, daB die verschiedenen so 
erhaltenen z%, wenn fiir r die gleiche Wurzel von (12) substituiert wird, 
sich nur um einen von r abhingigen Faktor unterscheiden, d.h. bis auf 
diesen Faktor die gleiche Eigenfunktion darstellen. Wenn daher im fol- 


*) B. S. 387—395; vgl. auch Hilb-Szész, Encyclopadie II. C. 11, S. 1259. 
*) Vgl. G., S. 44—47, 
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genden eine Entwicklung erscheint, in der die z® auftreten, so ist zu 
bedenken, da die h —1 zum gleichen r-Wert gehérigen z® im Prinzip 
identisch sind und nur eine bequemere Schreibweise vorliegt. 

Es sei nun f eine in z,...2, stiickweise stetige, endliche und mit 
integrierbarer beschrankter Ableitung versehene Funktion, die die n Rand- 
bedingungen (2) erfiillt. Wir erstreben eine Entwicklung von f nach den 2 
in der folgenden Form 


h-1 Fy 


= i) 
(22) f(a)= _— ‘2 lim Pie = e~""-*) ty) dy-dr 
= so=x=D 
Ku 


2; 


~ (i) 
j=1 r 


wo die Residuensumme iiber die Nullstellen r von %(r) zu erstrecken 
ist. Offenbar ist dies eine Entwicklung von f(z) nach den Eigenfunk- 
tionen z mit den ,,Fourier‘‘-Koeffizienten: 


Fi44 


j f( vjenre- *) dy. 


Die Gleichung (22) ‘eteiali ist nun erfillt, wenn die schirferen Be- 
ziehungen bestehen: 


f(a) wenn 4,<@< 2, 
st (x,) » Lee, 

23) li —r(v—2,) ) = 1 : 

(23) =i lim a f(v)dvdr GP (B41) 9 CH Bey 
0 » %&88<2, 





oder 2,,<2S2, 
und da wegen (8) und (7): 
n s 
2) — Py Rig e™* 
{= 


ist, ist dies erfiillt, wenn wir erreichen kénnen, daB folgende Beziehungen 


gelten: ; 
2ai-f(e) wenn a,<2<a;, 
RY® ef* “ip | nmt-f(2;) ” t=; 
? ae ath 
( 24) tim cr f e'@-" f(y) dvdr = mt-f'(2;44) 4 = Bay 
Kg z; | 0 » 4 S2<z,; 
oder 4,.,<2<7,. 
Ri Hy e’ (i)* “jt 
(25) lim D=SE”” [eres ¢(»)dvdr—0, 2 S2Sx, 


k, *; 


(¢=2,3...8). 
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Wir fassen diese Gleichungen als einen Ansatz auf und versuchen 
demgema8, die noch zur Disposition stehenden OC” in der Weise zu be- 
stimmen, daB den Forderungen (24) und (25) geniigt wird. Wir behaupten 
nun, daB letzteres der Fall ist, wenn gesetzt wird: 


(26) oO (r) = — > fos (mu) 


und der ganze folgende Teil befaBt sich mit der Aufgabe, das Bestehen 
von (24), (25) nachzuweisen, wenn die Rj) aus (11) und (26) bestimmt 
werden. 

Zunichst kénnen wir den Ansatz (26) nach (4) in die Form bringen: 


: ky -1 
. 7 ¥ 7 
9) 7.) () & T (4) %; - () 4 of ; 
OM (r) = — Slo rss ea + FS ataryern *} 
t=1 #=0 


(27) k,-1 
~ — Z{ae(r wt )* erw Da, 4. y ac{ (r wn)" gotta . 
t=1 . u=0 
Unser nichstes Ziel ist nun, die in (24), (25) auftretenden GréBen 
Rye Riper" 
Bir) Br) 
auf der Kontur K+ asymptotisch abzuschitzen. Wir denken uns dazu 
vorerst den Punkt z, in den Nullpunkt der x-Zahlung verschoben, und 
machen fortan die Voraussetzung, daf die Gleichung (12) asymptotisch 
keine Doppelwurzeln besitzt, d. h. daB die g Wurzeln von (19) verschieden 
seien, indem wir bemerken, daB der Fall mehrfacher Wurzeln dhnliche 
Modifikationen nach sich zieht, wie bei den gewdhnlichen Randwert- 
problemen. in 
5] 


R 
Es ist zuerst der Ausdruck = 


Ebene Z in zwei Hilften, in denen bzw. R(rw”)>0O resp. <0 ist, 
d. h. in denen w™ zu den w,,,...W, Tesp. W,...w,—-; zahlt. Die beiden 
Fille werden gesondert diskutiert. 

1. Fall. R(rw™) <0, d.h. w= 1 gehért zu den w,...w,—1 der 
betreffenden S-Gebiete. RY und %(r) unterscheiden sich nur in der 
zu w gehérigen Spalte. Bilden wir die asymptotischen Ausdriicke dieser 
beiden Determinanten, so lautet die betreffende Spalte 


bei RY: —r*{(a{”) + [af Je™ +... + [af ]e} 
bei F(r) : +r" { [al] + [a ]e™ +... + [ai] e"™} 


zu untersuchen; wir teilen dazu die 


= 1...%). 


Daher gibt die Division bei Beachtung der Voraussetzung dieses Falles 
90) Ri?) =f 
(28) “are 
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wo ®,, wenn in Zahler und Nenner die Deterininanten nach den unteren 
Indizes der w geordnet werden, den Quotienten bedeutet 





(ai?) wh; ot [ad*); .. 5 [al wh; {{al?}+.. + fal) eH} wht; 
| foe) woes «5 [eel] wo 











fo 2} wie; Bw [aG*0); . le ©) wt * {{a™)}+.. +0) 047" u} wie; 
| (a) wie D coad [a™) wie 
~= | (a?) wi; et Pe + [ol] woh; Ths + fal) cfu} wih; 
| (al) woh os ...5 fal) oh 
[al] wie; ae [a i"); .+3 La) w win {le} 4 ob le e*7™n} whe; 
[ (oo) wie nee [a } wie 





Zerlegen wir hierin den Zahler, indem wir die «-te Kolonne spalten, so 
wird er folgende Form annehmen: 


H, +H,-e™# 4 Hy-e™"* 4... + Hye ee, 


wobei 
atte 5 nes (ees ..03 [ar] emp; [ oh} wi; | 
[ot] opts; .* 5 [eet] wr | 
H=| - ns « + 2S Rh ee « G28 ata & ese - | (4 == 1...h); 


[on] wi; Re led «soho hal oo) wie “3 (on) wi; 

[an] wits; «+3 [an] wa” | 

der Nenner von ®, aber hat, in der gleichen Weise entwickelt, die Form 
6, +6, e"%«* + 6, ern * + ae +- 0,e°""*, 


wo die 0, durch (18) gegeben sind. Geht nun r auf einem vom Null- 
punkt der # ausgehenden Strahle ins Unendliche, auf dem R(rw,) > 0, 


so ist der Wert des — ®, in der Grenze , desgl. falls R(rw,)< 0, 





so ist der Grenswert * 0, ; ferner in einem beliebig kleinen Winkelraume, 
der die Achse R(rw,) = 0 umschlieBt, bleiben die GréBen e’”“*/, somit 
auch ®, beschrinkt, wenn wir immer auBerhalb der die Nullstellen des 
Nenners ausschlieBenden Sicherheitskreise verbleiben; da nun nach der 
Regularitatsbedingung 6,-0,+4-0 ist, ist also ®, auf der Integrations- 
kontur K, stets beschrinkt. 


2. Fall. R(rw™”) > 0; w™ gehort zu den w,,,...w,. In der zu w 


gehérigen Spalte ist jetzt das jeweilige letzte Glied das ausschlaggebende, 
Mathematische Annalen. 95. 25 
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sowohl in Ri}, wie in %(r), die im iibrigen in den andern Spalten iiber- 
einstimmen; daher wird jetzt 


BS e”*5 
(28a) Fir) er ?,, 


wobei ®, sich von ®, dadurch unterscheidet, da8 in der dem w™ ent- 
sqeedhenion Spalte im Zahler (ai? ], im Nenner Cw (¢—1,...,n) mu 
stehen kommt. Es wird daher der Zahler von 9@,: 


Z, +2, 67H 4+... + Zien, 


wo Z, aus H, durch Ersetzung der Spalte [«,’*”) in [a{”] hervorgeht. 
Geht daher r auf einem Strahl ins Unendliche, auf dem R(rw,) > 0 


ist, so ist der a von ®, in der Grenze 5 desgleichen fiir R(rw,) < 0 
in der Grenze = 6, ; ferner bleiben wieder in einem unendlich kleinen Winkel- 
raum, der die Achse R(rw,) = 0 umschlieBt, die GréBen e’”«*/, somit 
auch ®, beschrinkt, solange wir auBerhalb der Sicherheitskreise bleiben. 

SchlieBlich ist noch der Fall méglich, daB in dem _betrachteten 
S-Sektor w™ = w, ist; dann ist aber gleich 





Bi tHe +.. + 0H% 
% (r) 0, +0,¢ PW ee +0. erento 


Geht daher r ins Unendliche auf einem Strahl, fiir den 





RK ird Ri 6; e 4 
2) “1 


R(rw,)<0, so wird 


( 
S(r) 14+ 6, e"%+1 
und in einem beliebig kleinen Winkelraume um den Strahl, fiir den 


R(r) =O ist, ist der betrachtete Quotient auBerhalb der Sicherheitskreise 
beschrankt. 


Weiterhin ist allgemein, wenn wir die o-te Spalte besonders her- 
vorheben. 


_ 4@ 
Fi (aay); fy (%y)s «+3 fix (@ay)s 933 fy (Zp) 


(29) RA=—| ------ oor ee oe 6 6 Oe eee 
i 
fa(Zay)s , fa(Zay)s ++ -3 — & fax(2ay)s +03 fa (%m) 
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also wenn wir die g-te Spalte zur ersten addieren, 


h i 
1S, fae(4a)i Fy (%ay)3 ++ — & help); +33 Ay (Sm) 
(30) R? = ie ENS yO 4, 4 he on oe ee ead : 
h : j 
D far(%y)i fa(%)i «+03 — fax (ay); re} fu Zn) 
k=j+1 k=1 





Diesen Ausdruck wollen wir asymptotisch untersuchen, wozu wir ihn nach 
den unteren Indizes der dabei auftretenden Einheitswurzeln w, ordnen. 
Wir spalten die Ebene Z in die vier Sektoren, in denen bzw.: 


R(rw%)20, R(rw)2z0 
ist, und betrachten jedes der entstehenden Gebiete besonders, indem wir 
zur asymptotischen Darstellung die Relationen (14) heranziehen. 
1. Fall. R(rw®)>0, R(rw)>O0, dh. in den betreffenden 
S-Gebieten gehéren w™ und w® zu den w,+,...W,-. Es unterscheiden 
sich RY} und %(r) in der g-ten Spalte, die asymptotisch bzw. lautet: 





—[aP}e" resp. [af]esre” (¢=1,..., 2) 
Daher wird 
a RY Pie’ 
Bry eT rw’ 


und es bedeutet 7’ den Quotienten 


Tw, &, rw,2 
jautne on +...¢m6 "* 








7 0,+0,6°°" 4... 40,0 Nee 
wobei 
©, 
[«” ] w;"; ” [oy?] wpa; [ay] wh; ; (a;”) Wrias « a [ay” ) 
5 [a] 
[on] woe; .* $f a [ oo) wi; [a saaacalk ; — [on]; 
+ [ed wa” 





Mithin ist 7 auf K, stets beschrankt. 


2. Fall. R(rw™)>0, R(rwe)<0; es gehért w™ zu den 
Wy+1---W,, Ww zu den w,.:.w,-, der betroffenen S-Sektoren. Die o-te 
Spalte in RY lautet —[af?]}e", in F(r) aber [aj], (¢—=1...m), da- 
her wird 
(31 Re) ~T-e'%, 
ati wir) * 


wo T dieselbe GréBe wie oben bedeutet. 
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8. Fall. R(rw™) <0, R(rw®)>0; es gehért w” gu den 
W,.--W,y-1; w@ zu den w,,,...w,. Wir ziehen die Form (30) fiir die 
Ri} heran, dann wird der asymptotische Ausdruck fiir die zu w“ gehdrige 





Spalte 

in RY: (aff?) e+1, in G(r): [af”] (¢—=1...n), 
fiir die zu w) gehérige Kolonne aber 

in RY: — [of], in F(r): [af] evn. 


Es wird daher in diesem Falle 


RP TEs 44 
‘ ) (e) sé 
(31b) 10 naire 





wobei 7” den Quotienten der Ausdriicke 


iter stl ent 
und 

0, + 0, en * + a he 6,e"%«*e 
bezeichnet und 1t{ die Bedeutung hat: 


[af] eot; ...5 [oi]; ...5 [ot Jeeta; [eet] woes [eet] wpa «3 
— [as ...: [of] wi 
[on or*; ...5 [om]; «.. iy 15 [om] wets [og] wwythss . 65 
“ell a tet 
Es ist daher auch 7” auf K, beschrankt. 
4. Fall. R(rw™) <0, R(rw@) < 0; esgehdrt w zuden w,...w,—1 
und desgleichen w®). Es folgt ebenso wie im vorhergehenden Falle 


‘ RY} ra, 
(31¢) Fi =r -e J+ 


Was schlieBlich die Fille anlangt, in denen R(rw)=—0, oder 
KR (rw) = 0 wird, so sieht man, daB alle Abschitzungen giiltig bleiben 
bis auf einen unendlich kleinen Winkelraum, der den jeweiligen r-Strahl 
umgibt, und in dem, wie man leicht sieht, der betrachtete Quotient 
entweder asymptotisch verschwindet oder jedenfalls beschrankt bleibt; 
diese Winkelriume sind fiir die nun folgende Konvergenzbetrachtung un- 
wesentlich. ' 
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§ 4. 
Der Konvergenzbeweis. 


Um nun den verlangten Konvergenzbeweis fiir das Bestehen der 
Formeln (24), (25) zu fiihren, haben wir die daselbst auftretenden Kontur- 
integrale auf K, abzuschitzen. Wir benétigen dazu noch einige Hilfssitze 
allgemeineren Charakters, die wir im folgenden aufstellen. Zunichst ziehen 
wir in der Ebene Z vom Nullpunkt aus vier Strahlen mit den Argu- 


menten “ + 4, = + 6, wo d einen beliebig kleinen Winkel bedeutet, den 
wir in der Grenze verschwinden lassen werden; das zwischen den Strahlen 
~ +4, - — 6 gelegene Gebiet der r-Ebene bezeichnen wir mit I, das 
zwischen - + 6, 7- 6 gelegene mit II. Ist dann f die im § 8 ein- 


gefiihrte Funktion, so behaupten wir das Bestehen folgender Formeln: 
1. wenn > 2;,, >2;, ist in I: 


(32) lim r f ev*-» f(v)dy = — f(x — 0); 
re &; 
*j+1 
lim r f e'(@-”) f(y) dy = f(x — 0); 
ro Zz 
2. wenn < 2,< 2%;,,, ist in II: 
(32a) tims f ere "f(v)dr = — f(x +0); 
il a 
limr f e''2-" f(y) dy = f(x 4-0). 
r>o @ 


Den Beweis der ersten Behauptung fiihren wir, indem wir die durch 
partielle Integration und Anwendung des Mittelwertsatzes entstehende 
Gleichung benutzen: 


; Zz, <2 \@, +0 4 
(33) rf ere f(y») dv = fiz;)er#-#) + ZS (a)|" ee 
#; 


—f(xF0)+g, > {ere-ey — 1}, 


in der g, einen Mittelwert von f’(x), Z, die Sprungstellen von f bedeutet; 
f(x #0) bezieht sich hierbei auf die Faille, daB x> 2, baw. x < 2, ist. 


Ist nun 1) x > 2;,, >2;, so sind alle auftretenden Differenzen x — x,, Z, — x, 
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positiv, mithin verschwinden in I fiir r—-co alle Terme auBer dem 
einen: — f(x — 0); ist 2) r<2,<2,,,, so sind die gleichen Differenzen 
negativ, mithin verschwinden jetzt dieselben Glieder fiir r—-co in II und 
bleibt — f(z-+ 0) guriick. Analog beweist man die zweiten Behauptungen 
mittels der Gleichung 


a z,>2 z, +0 a. 
(38a) r f er*-) f(vy)dy =f(x—0)+ S f(Z,) «e772 41— 8) 
. z,-0 


= f(%,4,)e° 49 si 9s" {1 ia eM}, 

worin f(z +0) zu nehmen ist, je nachdem x >2z,,, oder x<2,,, ist. 

Weiterhin seien nun z(r), %(r) zwei analytische Funktionen von r, 
deren Quotient nur diskrete Pole hat, die wir durch beliebig kleine 
Sicherheitskreise ausschlieBen; diese mégen sich im Unendlichen derartig 
in endlichem Abstande folgen, daB es stets méglich ist, zwischen ihnen 
hindurch um den Nullpunkt von E Kreise K, zu schlagen, die sie nicht 
trefflen. Dann gilt der folgende Satz: 


Bestehen die Grenzbeziehungen : 








¢ . . x(r) _ a : z(r) 
(34) in I: Tim § (7) c,; in Il: lim 5) = Cie 
— .s z(r) , e8) _ 
| falls x>-x;: in I: lim (ry ° 0, 
(35) 
falls B< B44! in I: lim Oe *j+) — 0, 


wobei c,,¢, endliche Konstanten bedeuten, so gilt sowohl fiir x >x;,,, 
als auch x < x, die Gleichung 





at Po 
(36) lim pi f e”’*-" f(v) dvdr = 0; 
a %; 


unter denselben Umstinden gilt fiir x;<2<-2,,, die Beziehung 





¢ x(r) S s-») #/ ae 
(37 ) tim Zoe fe \f(v)dvdr = ai f(x)-(c, —¢,). 


Wir brauchen hier nur den ersten Teil des Satzes zu beweisen, da 
der zweite in G. 8. 32°) erledigt worden ist; zum Beweise ersetzen wir die 


®) Vgl. auch E. Picard, Traité d’analyse 2 (1905), S. 181 ff. 


SRR 
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Voraussetzungen (35) zunichst durch die etwas allgemeineren, daB, falls 
«> ax,, in IL, und falls <2;,,, in I die Beziehungen gelten sollen: 


"+1 
(38) im» 200) f e"@-") f(y) dv = 0; lim r 217) | er@-) f(y) dy = 0. 
r= rre Pf 


y 


Jetzt verliuft der Beweis ganz analog wie in G. § 2, weshalb wir die 
genaueren Konvergenzbetrachtungen hier nicht wiederholen und nur den 
Grundgedanken skizzieren. Wir teilen zunichst das Integral (36) und be- 
achten, daB es ein iiber einen Kreis erstrecktes Konturintegral ist: 


+, 





(39) ue f e'*@-”) f(y) dvdr 
2a *j+. 
_ y afr r) r(a-») x(r) r(a—-») f(y) d 
i "aw e f(y meee +f) ir) i e f(r) dvd. 


Wir nehmen zunichst den Fall «>2,,, >, an, dann konvergiert das 
erste Integral rechts mit r—+oo und verschwindendem 6 nach Formel (32) 
in I gegen — aic,-f(2—0), in II aber wegen der Voraussetzung (38) 
gegen Null; ebenso konvergiert das zweite Integral in I gegen +-2ic, -f(2—0), 


in II gegen Null; in dem unendlich kleinen Winkelraume = —4d... - +6 


bzw. 38... +6 aber bleibt der Integrand beschrinkt und geht 


das betrachtete Integral, da 4 beliebig klein genommen werden kann, gegen 
Null. Somit verschwindet die rechte Seite von (39) in der Grenze, und 
wir erhalten die behauptete Gleichung (36). Entsprechendes gilt im Falle, 
daB <2,<2,,, ist; dann ist nimlich das erste der betrachteten Inte- 
grale in I gem&B der Voraussetzung in der Grenze gleich Null, das zweite 
desgleichen, und im Gebiete II nehmen diese beiden Integrale mit Be- 
riicksichtigung von (32a) die Werte — aic,-f(x+0) baw. +2%c,-f(x+0) 
an, so da8 sich ihre Summe annulliert und (36) folgt. 

Nunmehr ist noch der Nachweis zu erbringen, da die Voraus- 
setzungen (38) enthalten sind in (35). Dazu kniipfen wir an (33) bzw.- 
(33a) an. Im ersten Falle: x >2z,;,, > 2, sind die beiden Postulate (38) 


erfiillt, wenn die Beziehung besteht: lim x10) er@-#) — () in II, denn dann 
Tro 


ist auch in II: 





lim 2!" 9r*-*)+.) — EAT) or@,— 2) _ lim 247) 
eo. ee 
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Im zweiten Falle: x < 2,< 2;,, sind die Forderungen (38) erfiillt, wenn 


in 1: lim aa e’*-*/+1) = Q ist, denn daraus folgt dann auch, daB in I: 
ro 
. x(r) r(s—-z,) _}j z(r) r(z-z) __}; alr) di 
lim $7) ¢ jim S(r) ° howd 10 fahe 


Es sind also in der Tat die beiden Priamissen (38) in (35) enthalten und 
der behauptete Satz ist bewiesen. 

Aus dem in G. § 2 gegebenen Beweis fiir den zweiten Teil des Satzes 
folgt als Korollar, daB unter den angegebenen Voraussetzungen, falls 


% 





+ 


(40) t= 7; }: lim oh ee flv) dvdr fm f(x;) 


= Fj, ose J 8 + 2b 0q-f(2;,,) 
aa ? erste 
wird; die Priamissen (35) reduzieren sich hierbei auf die _  allein 
x. zweite 
im Falle z= /*?. 
*. 


Der ausgesprochene Satz lat eine Erweiterung zu, wenn, unter w(r) 
eine ganze Funktion von r verstanden, y(r) = z(r)-+ @(r)-$(r) gesetat 
wird und statt (34) und (35) die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind 











‘an’ me in I: lim Sy = und lim 205) =a te, 
x<2,,,, in I: lim 275} <4, und lim FS =, — 6, 

(4s) < a, in II: lim er” = 0 oder lim 5 e"*-*)) 0; 
© < yyy, in I: lim Lhe" tH — 0 oder lim Ee" 411) = 0, 


Wir kénnen schlieBlich noch allgemeiner in den vorangehenden Voraus- 
setzungen auch 7(r) selbst durch eine Funktion wy, (r) = z(r) + w,(r) §(r) 
— w,(r) ist ebenfalls eine ganze Funktion von r — ersetzen und speziell 
diirfen wir auch y,(r)=y/(r) setzen, womit dann die Gleichheit der 
Konstanten c,,c, von selbst gegeben ist. 

Diese Tatsachen haben wir jetzt auf die Integrale (24), (25) anzu- 
wenden. Betrachten wir das erste derselben und identifizieren in den 
Pramissen (41) und (42) des vorangehenden Satzes 











oo Rf P (r) = 1: (r) = RE+F r) 
a(r) Fr)’ a(r)=1; yl(r)= Rat Fr), 
so gelten nach den oben durchgefiihrten Abschatzungen die Beziehungen 
ee ge 
ie I: tn Se es ——"__—_ - 1," 
r>x &(r) ran lt g, e” i414 
lim ¥{°) — jim —*.6 





r>x S(r) roe 1+ 9%, e” i441 “i 
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x(r) = lim @,. om = 0, 


: lim <r r) ron err 











p(r) P, e7*j +-e%" 
Oe ee 


Ferner wenn 





. yr —Z. 
| aja>x>x,,, >; inl: lim 70 "@-*+) = 0, 


, roe 8(r) 








| tn Fie Or es 
in II: lim AO e"**)) =O; 
b) a4, >" >2;: in I: lim Frye e*~*)+)) =O, 
in II: lim 2°) "= 0; 
| c) 234, >2,;>2>0: in I: lim Fie "@-*)+1) — 0; 
| in II: lim gO TORY a ; 
oo Mall 


Mithin finden wir in den einzelnen Fallen folgendes: 
a) @>x>2,;,,>2;; es sind alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt, 


wenn man c, = — 1, c, = 0 setzt, daher folgt in diesem Falle 
Ti+, 
li Ri f ra—») f(y) dvd 0; 
mF viee= 
K, z, 
b) a,, >x2 > a2,; es sind die Beziehungen (34, 35) erfiillt, mit c, = —1, 


¢,= +1, also gibt der Satz 


R® 


lim $i ° ra-”) F(y\dvydr=—2at- ‘f (x); 


“ ** 


©) £,,>2,;>2>0; wir betrachten statt des letzten Konturintegrals 


das diesem riche 


2; 
+1 


RY +8(r) 
p* 108 f ese-nfin)avdr 


Ko 5 
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setzen wir in unserm Satze statt z(r): y(r) = RY + %(r), so gibt seine 
Anwendung 


= RY 2; 1 
lim h a, [evo rlo)avar =0. 
a a z, 


Fiir x= 2;,2;,, folgen aus (40) die entsprechenden Beziehungen (24), 
die somit alle vier bewiesen sind. 

Es bleiben noch die Formeln (25) zu beweisen; wir bemerken zu- 
nachst, daB nach partieller Integration und Anwendung des ersten Mittel- 
wertsatzes 


ai ferro = e841 f(a) - ~ f(x,,,)e" a+” 


%; 


+ 4(1 — erin %)\, 
Wir setzen nun 

x(r) = Boer ers, 
dann ist nach den Abschitzungen des § 3, gleichgiiltig ob 2x innerhalb 
oder auBerhalb des Intervalls z,,...,z;,, liegt, 


in I: lim=~+~=0; lim 247) . or@)-#)+1’ — Q; 
r>@2 B(r) re &(r) 


in II: lim 2{%) —9; tim 247). ¢” 4140 = 0. 
oir OC") r>o U(r) 


Es verschwindet also auf der ganzen Kreiskontur K, mit ev. Ausnahme 
unendlich kleiner Winkelriume der Ausdruck 


Fis 


r UO [em Flr) ar, 
mithin gilt die Gleichung 
R® Ti+ 
(44) lim > "Obie . [er ro)arar =0 (9=2,8...n), 
K, %; 


die zu beweisen war. 


Wir haben damit also das folgende Ergebnis gewonnen: 

Ist die lineare Differentialgleichung.(1) mit den n homogenen linearen 
reguldren und normierten Randbedingungen (2), die sich auf die h ratio- 
nalen Tetlpunkte ax, des Intervalls x, = 0...2,— a beziehen, gegeben, 80 
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laBt sich jede stiickweise stetige, endliche und mit integrierbarer beschrankter 
Ableitung versehene, die gleichen Randbedingungen erfiillende Funktion f(x) 
in eine konvergente Reihe nach den Higenfunktionen des Problems ent- 
wickeln; man gewinnt diese Entwicklung aus der Formel (22), wo die 
Eigenfunktionen z aus (8) in Verbindung mit (11) und (26) zu be- 
rechnen sind. 

Dieser Entwicklungssatz gilt also auch bei den verallgemeinerten wie 
bei den gewdhnlichen Randwertproblemen. Wir werden im nichsten 
Paragraphen ein Beispiel fiir diese Entwicklung geben. Hier wollen wir 
noch bemerken, daB die angegebene Methode nicht nur auf den Fall 
beschrinkt bleibt, daB die Koeffizienten der Gleichung (1) konstant sind, 
sondern leicht auch auf gewiss: Fille variabler Koeffizienten ausgedehnt 
werden kann, wenn man die Siatze iiber das asymptotische Verhalten der 
Integrale von (1) heranzieht. 


§ 5. 
Ein Beispiel. 


Als Beispiel fiir unsere Methode wihlen wir folgende Differential- 
gleichung: 
¥ 


a*® 


Ca 


(45) —Az=V. 


a 


Die h = 4 Randpunkte, auf die sich die Randbedingungen beziehen, seien 
die Punkte: 2, = 0; 2, = 3 2, = *: z,=a. Die vorgegebenen Rand- 
bedingungen seien die folgenden: 

(46) 2" (a,)—2'(%)=0; 2(2,)—2(4,)=—0. 

Es ist hier in den Bezeichnungen der allgemeinen Theorie 


d=, t=", Tjo=-T 
und die Partikularintegrale der Differentialgleichung sind 
Zq) =e; By eo”. 


Entsprechend den drei Intervallen zwischen den Randpunkten haben wir 
drei GréBen z” zu bilden und demnach drei Systeme Ri}. Deren Be- 
stimmungsgleichungen lauten nach (11) und (26): 
RY {r? er — rer) + RY {r%e-1m 4. re-re} 
RO{e™ em }4+ROle- -e-m b= 
= Y= _ 92 erm. (7) | 9? — term. G(r) | 99 (— v2 erm + rv erm) &(r) 
= 0 — eh. E(r) | — e'%-% (r) 
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woraus durch Auflésung 


ar ar 


a8! , ar 
Ray = —r*(e * —e-*"); Rg =r?(e8 — e*") 
@r 
. ar - 
R® = 2r* Sin = + r2e-e7 + re *; RY = ree — r%eer 
5 
” 8 Gin *” + r2e-47 3 (3) tute a 
Ry = 2r Cin; +r e + re’ ’ Ra = —?T é +re’ 


und demnach 


Sinr ($ ~z) — Gin r (a — x}, 


f 


co" Sin > — Sins (a—z)} + rf (8) 4 AF-)), 


2 = 3r* 1 e’* Sin > — Ginr(a — x)\ +. r{ ere-= + (a), 
f 


Die Eigenwerte bestimmen sich aus der Determinante 
a(r) = ar*{Ginar — Gin J}, 
deren Nullstellen gegeben werden durch die Gleichungen 
(47) pacahet, wh emcee 3 (§e0,i,8... ob, 
a a 4 

also sind die Eigenwerte 4 des vorgelegten Problems 

9k" x” : 9(2k+1)*2° ’ 
- 7 und A> -— fe (k=0, oe oe) 
Die Randbedingungen sind normiert und regular, wie man erkennt, wenn 
man die entscheidenden Determinanten 0, und 6, bildet; es ist nam- 
lich hier 

(2) @) 


(t 
a = 1; ay 


(48) i’=- 


(4) " (a) (3) (2) (4) 
=€, =a, =O; G =, =0, wg =—1, a =—1. 


Mithin kénnen wir die konvergente Funktionsentwicklung nach dem Satze 
des vorigen Paragraphen aufstellen; sie lautet in unserm Falle 
a/3 2a/3 
f(x) = ST Ref stay {er {err r)ar tem fem f(r)ar 


0 a/3 
a 


+ 2 [er f(v)ar, 
2a/3 
und 148t sich mit Beachtung des Wertes (47) von r noch weiterhin ver- 
einfachen, worauf wir nicht weiter eingehen wollen. 


(Eingegangen am 20. 12. 1924.) 














Sur la multiplication des séries trigonométriques et sur 
une classe remarquable d’ensembles fermés. 


Von 
Alexandre Rajchman in Warschau. 


§ 1. 
Introduction. 


Dans ce petit mémoire j’expose avec des démonstrations détaillées 
quelques théorémes fort simples sur la multiplication des séries trigono- 
métriques et j’applique ces théorémes & la démonstration d’un résultat 
relatif & Punicité du développement trigonométrique. 

Les théorémes que je démontre au début (§§ 2—7) ne sont qu’une 
simplification des théorémes classiques de Riemann; ils s’obtiennent par 
la simple mise en évidence du point de départ d’un calcul, exposé dans 
son célébre mémoire ,Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine 
trigonometrische Reihe“. 

La plupart des propositions exposées ici ont été déja énoncées autre 
part. Je les publie cependant de nouveau, parce que j’ai réussi & sim- 
plifier mes démonstrations antérieures; de plus mon exposé actuel peut 
servir de préliminaire pour des développements ultérieurs. 

Les théorémes des §$2—7 et quelques-unes de leurs applications 
(sur lesquelles je ne reviens pas ici) ont été publiés en 1918 (Comptes 
Rendus de la Soc. des Sciences de Varsovie 11™° année, fasc. 2, 
p- 115—152) et se trouvent reproduits dans la thése de M. A. Zygmund 
(Math. Zeitschr., 24, p.47—104). M. Zygmund y expose également 
ses généralisations desdits résultats. Les démonstrations que j’expose 
ici s’adaptent tout naturellement aux cas considérés par M. Zygmund et 
permettent de simplifier ses calculs. 

Les deux théorémes, qui relient la théorie de la multiplication 4 celle 
de lunicité (§§ 8 et 9) sont publiés ici pour la premiére fois, au moins 
avec des énoncés explicites. Implicitement le théoréme du § 8 intervient 
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dans ma note des C. R. de Paris (séance du 3. 9. 1923); celui du § % est 
son extension tout naturelle. 

Avant d’exposer le théoréme sur l’unicité du développement trigono- 
métrique je m’étends longuement sur la définition des ensembles du type 
(H). Je tache de montrer, qu’on est conduit 4 la notion de l’ensemble 
du type (H) par la généralisation directe du procédé le plus élémentaire 
de l’arithmétique: celui de la détermination d’un nombre réel par l’ensemble 
de ses chiffres décimaux. La structure du mieux connu des ensembles 
parfaits nulle part denses, de celui que Cantor avait construit par |’ité- 
ration de la tripartition d’un intervalle, nous impose en quelque sorte 
cette généralisation. Ledit ensemble de Cantor peut-étre considéré comme 
le plus ancien exemple d’un ensemble infini du type (H). 

Je termine par la démonstration du théoréme suivant: une série 
trigonométrique 

> +2 a, cos 2anz +- 6 sin2anz, 
qui converge vers zéro partout sauf peut-étre aux points dun ensemble 
du type (H) a tous ses coefficients nuls. 

Le théoréme a été déja publié deux fois sous deux formes différentes 
(Fundamenta Mathematicae, 3 (1922), p. 287—302; rectification et 
addition, 4 (1923), p. 366—7 et C. R. de Paris note citée); actuelle- 
ment (aprés avoir établi dans le § 14 l’équivalence de ces deux formes) 
je développe avec tous les détails la démonstration esquissée dans les C. R. 

Le théoréme, que je publie ainsi pour la troisiéme fois peut étre 
généralisé & des points de vue différents. 

D’abord on pourrait se proposer de trouver une solution plus générale 
du probléme classique de Cantor: quels sont les «ensembles U» jouissant 
de la propriété suivante: si une série trigonométrique converge vers zéro 
partout sauf peut-étre aux points d’un tel ensemble, tous ses coefficients 
sont nuls? 

M'* Nina Bary a suivi cette voie avec succés. Elle a prouvé 
(C. R. de Paris, t. 177, p. 1195 suiv., séance de 3. 12. 1923) que la somme 
d’une infinité dénombrable d’ensembles (U) est un ensemble (U). II en ré- 
sulte que les ensembles «du type H,» formés par la réunion d’une infinité 
dénombrable d’ensembles du type (H) sont des ensembles(U). M"* Bary 
montre de plus, qu’il existe des ensembles parfaits du type (H,) qui ne 
sont pas du type (#). 

Les ensembles du type (H,) interviennent non seulement dans le 
théoréme d’unicité de M"* Bary; ils- apparaissent également dans le 


théoréme de Cantor sur les valeurs de lim(a,cosnz+ b,sinnz); en 
avo 
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complétant la généralisation de M. M. Hardy, Littlewood, Steinhaus de ce 
théoréme on peut dire, que l’on a 


lim sup | a, cos 2a nz +- 6, sin22nz| = limsup Va? + b; 
a? @ ao 


partout, sauf dans un ensemble du type (H,). 

M"e Bary a exprimé l’opinion qu’il existe des ensembles fermés (U) 
qui ne sont pas H,, quoiqu’elle n’ait pas pu fournir d’exemples de tels 
ensembles. I] semble, que notre théoréme du §9 pourrait fournir un 
moyen utile pour la recherche d’un tel exemple. 

Méme si l’on ne veut pas aller au-dela du probléme de Cantor, il 
est indispensable d’envisager les choses d’un point de vue un peu différent. 
Tout ce qu’on a obtenu jusqu’ici dans la théorie de l’unicité du déve- 
loppement trigonométrique avait été obtenu grice 4 la méthode de Riemann, 
qui avait envisagé toute série trigonométrique 4 coefficients tendant vers 
zéro comme une série de Fourier différentiée terme & terme. Pratiquement 
le probléme de Cantor se pose comme un cas particulier de l’un des deux 
problémes suivants: 


A. Quelles sont les propriétés d'une fonction F(z) satisfaisant 4 la 
condition suivante: 


1 
(A) lim n* f F(x) e®**"*dz = 0? 
0 


n?>@ 


B. Méme question relativement 4 la fonction f(z) satisfaisant 4 la 
condition suivante : 


1 
(B) lim nf f(x) e®tinedz = 0). 


Jétudie une généralisation du probléme B dans un petit mémoire (actuelle- 


ment sous presse), qui va paraitre dans «Prace matematyczno-fizyczne » 
33 et j’espére y revenir. 


Chapitre L 
Sur la multiplication des séries trigonométriques. 
§ 2. 


Définitions. Soient 


(1) ; er a tb, ets 
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et 
a=+@ 
(2) yD (% —ih,)ee 
deux séries trigonométriques’). 
Posons 
io 
(3) k,—il=5 Dd) (a,-,—1b,-,)(«, —#8,)3 
p=-= 
la série 
(4) + Dy (ky —th,eim 


sera appelée le produit formel des séries (1) et (2) et désignée par le 
symbole : 
[(1) (2)]. 


Si la série de la formule (3) converge, nous dirons, que «le produit 
formel [(1)(2)] existe». 


§ 3. 
Supposons, que l’on ait 
(5) lim a,= lim b,=0 
n->t@ n>+o@ 
et que de plus, les séries (6): 
Me n=+@ ; n=+@ 
(6) p>» | «,, ls } |B, 1 
a=-@ n=—-@ 


convergent. 
Considérons encore un polynome trigonométrique 


' n=N, 
= \ ~y ° 
(7) z p> (A, —¢B,)e**. 


On peut affirmer, que: 
1. le produit formel [(1)(2)] existe, 
2. sa définition est commutative; c’est-i-dire 


[(1)(2)] est identique a [(2)(1)], 


n=-=2 
') La série de la forme: ? + s’ a, cosn z+b, sinnz se raméne a la forme (1) 
one 
si ’on pose a_, = a,, b_, = — dy. 
a=+oa n= 


ae “, a la méme signification que uy + y (tu, + U-) 
a=-—-@ n=1 





(8) 
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3. la définition du produit formel des séries (1) et (2) et du poly- 
néthe (7) est associative; c’est-’-dire on aura lidentité entre les trois 
«produits formels» 


[((1)(2)](7)Js (EC) (71 (2)] et [((2) (7) ()) 
4. les coefficients k,,1, du «produit formel» [(1)(2)] tendent vers 
zéro quand n—» + co. 
Démonstration. Soit 


e, le maximum de Ya, +b, pour |m|>n 
n, le maximum de on + Bm pour |m|>n 


et posons 
moa 


= J (1m | + 1m + | Ba] + 1B al): 


1. On aura pour toute valeur de g 





PS" up — 8a) (Hp — #8y)| S007 (Iepl +14, S603 


la série (8) converge donc pour toute valeur de n. Le produit formel 
[(1)(2)] existe done bien. 
2. Considérons les expressions (N > n) 


p=+N 


»_ (a,_, —#b,_,)(@, — #B,) 
et _ 
q= +N 3 , p=N+n 
Dy (ne 4 Bang) — 6B.) = "3 (a, —4B,) a,» — 50,_y). 


Leur différence est égale & 


p=Ni+n p=—N+n-1 
(8) Fe — FP Gnp—F0np) + (Hy — 8B y)(4q-» — #4») 


ce qui est en valeur absolue moindre que 
(9) neo ty + Myra) 


Quand N--co, n restant fixe, lexpression (9) et par. conséquent (8) 
tend vers zéro. 


On a donc: 
(10) > S (a,—£b,)(6,-p — 48,9) = 3% (4 — $y) (8,-» — i,-») 


c’est-a-dire le «produit formel» [(1)(2)] ne dépend pas de l’ordre des 
«facteurs ». 


Mathematische Annalen. 95. 26 
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8. Le n™ coefficient du «produit formel» (((1) (2)}(7)} est donné 
par l’expression : 


p=Nn 





(11) + Vik, p tl,_,) (A, r ‘B,) 
p=N, 
» "Sr q=+2 
=1+ > (4,—#B,) DS (a,_, ,—£d,_»-«)(#, —8,) 
p=, q=-@ 
q=+@e2 ~ 
& Dy (@,—8B,) Dy (Guy — 8 On—p-) (A, — £B,). 
© i p=N, 
Le n™ coefficient du «produit formel » [((1) (7)) (2)] est égal a 
q=+@ p=N, 
1 , . ° 
(12) 7 a (a, — ¢f,) >’ (Gn—q—p — tbn-g-p) (Ap — # By). 
q=-@ p=N, 
Le n™ coefficient de |{(2)(7)] (1)| est: 
, q=+e p=N, 
(18) ¢ DS) (a,—%) 2 (in-e—» — * Bu—e—p) (4p — # By). 
qI=-2 p=, 


Les expressions (12) et (13) deviennent identiques, si l’on intervertit 
ordre des sommations (ce qui est parfaitement légitime, puisque les som- 
mations relatives & l’indice p ne portent que sur un nombre fini de 
termes) et que l’on échange entre elles les lettres a et « ainsi que b 
et 8 (ce qui est légitime en vertu de lidentité des «produits formels> 
[(1)(2)] et [(2)(1)]). Lrégalité (11) relie Dexpression (12) au n™ 
coefficient de (((1) (2)] (7)| — done les trois «produits formels» en ques- 
tion sont bien identiques. 

Il est & remarquer, que pour établir les énoncés 2. et 3. on n’avait 
pas besoin de la convergence des séries (6). Il suffisait de supposer que: 
1° le «produit formel» [(1)(2)] existe; 2° les coefficients de l'un des 
«facteurs» sont bornés; 3° les coefficients de l’autre tendent vers zéro, 
quand leur rang tend vers + oo. 

4. On aura’): 


pate 


| kn —thi<s a | Qn - p — #b,- P |@y —t py! 
p=-2 
he 1 
== |@n—p — tbp_y| |p — # By| + 2 , An—p —tbn-p| |X — 8 By - 
sc ao 


*) = igne ici le plus grand entier ne dépassant pas A 
2 P 2 
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Supposons d’abord n> 0; alors pour p<\|s AF + 3 on aura 


ly 
Ps 


n—pren—5=5>0, par conséquent 








S45) 


pour p> [3] + 1 le maximum de | a,_, — i b,,| est simplement «,, mais 
p=0 
4 \¢,—#B,|S “a5 finalement donc, on aura 
v=[S lea , 
p=@ 
a |@n—p — # On_y| |p — #By|< “oa 
fils 
et 


\k, —t,|< (43) Wy + ma), 


Supposons maintenant n < 0; pour p< [s| le maximum de | a,_» —#b,_,! 
est simplement «,, mais 


[3] (3 
 \%—#,| Son done D> |Gn-» — i bp-p| le — $B] Spiny tei 
p=-@ i 2 p=-@ 
pour p> |%]; el Po n—p<n—->=5<9 
|ay-» —_ t ba» | < ‘el donc: 
2 
p=2 
- |Qn—p — 8 Dy—p| |p — By| <8 [-e). 
[5 
Finalement donc, on a, aussi bien pour n > 0 que pour n< 0, 
(14) |k, — #1, | Spin] +740 st 
éy et wy tendant vers zéro pour N—+co on aura: 
(15) lim k,= lim 1,=0 
n>to n>to 
c. q. £. d. 
§ 4. 


Lemme. Si l’on a 
lim a,= lim b,=0 


n>to n+>to 
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le «produit formel» de la série (1) et de l’expression 
(16) ef — ef% 
converge vers zéro pour z = z,. 


Démonstration. Pour obtenir les coefficients du produit formel | 
[(1) (16)] on n’a qu’a substituer dans la formule (3): | 





3 (0 ~ By) = — ef 
5 (a, —tp,)=1 


5 (t, —tB£,)=0 pour n(n—1)+0. 
On trouve alors: 
(17) k, —tl, = — (a, — b,) e* + (a,_, — 8 d,_,) 
et, par conséquent, 


a=+N 
08) 1S (a — thet 
a=+N et 
=} P. [— (a, — £b,) ef™+0% + (a,_, — i by_,) f™™] 
n=—-N 


— << 5 (aw a ae i by) ef(%+0% +5(a-y-1 — t b_y-;) e~tN 2, | 


Quand N -—+ oo, ay, by, a_y-1, b-y-1, par hypothése, tendent vers zéro. 
On aura donc bien 


a=+¢e 
; » (k, — il,) etm — 0 c. q. £.d. 


§ 5. 
Lemme. Considérons la série 


n=+@ 
(19) 5 D> (%n— 1d,)e°*. 
Supposons, qu’elle converge vers zéro pour x =x, et que, de plus, la série 
a=+2 mo 


(20) S| J (ra— 58) 0**| 


converge. 
Nous affirmons, que, dans ces conditions, la série (19) peut étre con- 
sidérée comme le produit formel de l’expression e** — e** et d’une série 
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trigonométrique dont les coefficients forment une série absolument con- 
vergente (condition imposée 4 la série (2) dans le § 3). 


Démonstration. Posons 


(21) a, — iB, = ett "5 (y, — 6d, etme 
on aura: 
(22) (diy-1 — §By-1) — (, — #f,) e% = 7, — 40,. 


La formule (22) ne différe que par les notations de la formule (17) 
du §4: on a mis simplement «a, f,y,6 & la place de a,b, k,l; par 
conséquent la série (19) est bien le produit formel de 

n=+@ 
; ae (a, —tB,)e*** et eft — ett, 
a=-@ 
La convergence de la série 
(23) "SE |%,— 6B, 
(et, par conséquent, celle des séries (6) du § 3) est exprimée par le fait 
de la convergence de la série (20). Le lemme est établi. 


§ 6. 
Théoréme. Le «produit formel» d’une série (19) telle que l’on ait 
Cc 
Vy? 62 =." 
(24) Vat a< ial (C une constante quelconque) 
n=+@ 
(25) = (7, —t6,) ei = 0 


et d'une série trigonométrique 4 coefficients tendant vers zéro (sur laquelle 
on ne suppose rien de plus) converge vers zéro pour x = Z,. 
Démonstration. Pour n >2>0, on aura: 


(26) |S (rn— sa, emal <a YA<S 
man ma=n 
pour n= —|n|< —1<0 on aura, d’aprés (25) 
m=@ m=n—1 
(27) > (7, — 846, )e™—=— SS (y,,— 86,,) 8% 
m=n m=-—e 


=— J (y-m— 86-m)e~™™; 
m=|e8|+1 
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et, puisque, en vertu de l’inégalité (24), les termes de la derniére somme 
sont plus petits resp. que <. on aura pour n< —1 





maa m== 
(28) |S (7m — 40, €™| <0 a <5. | 
man m=|n|+1 ' 
La convergence de la série (20) est une conséquence immédiate des in- : 
égalités (26) et (28). Le lemme du § 5 s’applique donc & la série (19); 
d’aprés ce lemme elle peut étre décomposée en un produit formel d’une 
série telle que (2) du § 3 et de l’expression e** — e*%, 
D’aprés l’énoncé 3 du § 3 la multiplication considérée est associative; 
par suite, le «produit formel» de la série [(19)(1)] peut étre considéré 
comme le «produit formel» de la série [(2)(1)] et de expression e** — e**. 
D’aprés l’énoncé 4 du § 3 les coefficients de [(2)(1)] tendent vers zéro 
avec l’inverse de leur rang. En vertu du lemme du § 4 on en conclut, 
que [(19)(1)] converge vers zéro pour z = z,. 


§ 7. 
Théoréme. Considérons une série remplissant la condition (24), 
mais non pas la condition (25); en d’autres termes: posons 


(29) s(z)= > Dd) (c,—id,)etn# 
et supposons que: 


= € 


(31) 8 (2) + 0; 
appelons 
a= +@ 
(32) 5 (f,, — #g,,) e*"* 
n=—-=z 


le «produit formel» [(1)(29)]; la série (1) est ici, comme dans les §§ :3 
et 6, une série trigonométrique quelconque 4 coefficients tendant vers 
zéro avec l’inverse de leur rang. 

Pour que la série (1) converge pour x = x, tl faut et il suffit, que 
la série (32) converge pour x = z,. 

Plus généralement: soit (M) une méthode de sommation quelconque 
satisfaisant aux conditions suivantes : 


1. toute série convergente est sommable vers sa somme par la 
méthede M, 
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2. si les séries Su, et 2 v, sont sommables par la méthode (M), 
il en est méme de la série: 

2%, + %), 

3. si la série 2 uw, est sommable par la méthode (M), il en est de 
méme de la série 

Sku,. 

En particulier la sommation par le procédé de Poisson ou de la 
moyenne arithmétique d’un ordre positif queleonque remplissent les con- 
ditions ci-dessus. 

Pour que la série (1) sott sommable pour x = x, par la méthode (M) 
il faut et tl suffit, qwil en soit de méme de la série (32). 

Si la somme de la série (32) existe pour x = x, (par la méthode (M), 
ou, en particulier, en vertu de la convergence ordinaire), elle est égale 
au produit de la somme de la série (1) (qui existe d’aprés l’énoncé de 
tout-a-lheure) par s(z,). 

Démonstration. On n’a qu’a poser 


Y, —~10,=c,—td, pour n+0 
1 ai 1 ‘ 
3(%— td.) = 7 (Co — tdy) — 8( 2) 


pour étre ramené au théoréme du paragraphe précédent. 
La série (32) se décompose en une série convergeant vers zéro d’aprés 
le théoréme du paragraphe précédent et la série 
n=+2 
+ Dy (4, — ib,) 8 (ay) et, 


a= = 


Pour achever la démonstration on n’a qu’a mettre le facteur con- 
stant s(2z,) devant le signe 2. 


§ 8. 
Théoréme. Soit 
n=+% 
i as 1 ‘ , 
(33) A(x) = 9 - (a, — ¢f,) et* 


la somme de la série (2) du § 3 (en d’autres termes, on suppose que les 
«, et £, forment une série absolument convergente). 


Soit 
— , , 
(1) = >) (a, — ib, ein? 


a=--= 
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une série trigonométrique 4 coefficients tendant vers zéro avec |’inverse 
de leur rang, d’ailleurs absolument quelconque (comme dans les §§ 8 et 6). 
Soit 


a=+@ 


(34) ; D! (an? — iby? )etne 
Je «produit formel» de la série (1) et de la série 
, n= +o 
(33, ) A(kz)— 3 D(a, —sp,)ermes, 
on aura: 
(2) lim ag? —= 5; him by? =, 
re ots k>@ 


Démonstration. Par définition (contenue dans la formule (3) du 
§2) on a 


 * 


(36) a?— id” — PI (a, 4x — £b,_ 4x) (@, — #B,) 


= (a, — 1b) 2 +72) (0 G,, qu — #b,_ 4x) (%, — #8,) 


+z z Se (G,462— tb, + ox) (@ — #B_,) 
q=1 
Désignons, comme au § 3, par ¢, le maximum de Ya», -+- b,, pour |\m|>n 
et supposons k > n; alors, pour g>1, |n—gk|=kq—n>k—n, et 
on aura: 


m=x m=xn 


(37) | (ax? — éby”)—(a, — ib) | <a ny Vent Bm + fern dy Ye=mt Bom 


Puisque, par hypothése, ay et by tendent vers zéro avec - on aura 


lim ¢,_,, = Let D extn = 0, ce qui nous donne immédiatement les formules 
k>o 


(35) ¢. q. f. _ 
§ 9. 
Généralisation du théoréme précédent. 
Soit . 
(38) | i(z)— 3S (at ips?) eine; 





nous supposons, que la série” > (ag)? +. (p)* converge pour toute 
P po 


valeur de k& et de plus, 
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a) que l’on ait pour whe 0 


lim ¢* — lim p* = 
kao k>o 


b) que la limite «, = lim « existe, 


k>o@ 


c) que l’expression oe V(an”)*+- (Bn) 


soit une fonction bornée de k. 


Considérons, comme auparavant, une série trigonométrique (1) d’ailleurs 
arbitraire 4 coefficients tendant vers zéro. 





Soit 
n=+0 
(39) ; Bs (o® — ia) etme 
n=-@ 
le «produit formel» [(1)(88)]. 
On aura 
(40) lim oY = 9; im a? — 28 
oo k>= 


Démonstration. Soit Aun nombre plus grand que" r% Vn) + (pe)* 


quel que soit k (A existe d’aprés l’"hypothése c)), et colt N > nun nombre 

indépendant de k, d’ailleurs arbitraire (nous supposons N fixe pendant les 

calculs; nous le heen tendre vers |’infini 4 la fin de la démonstration ). 
On a 


2(cf (e) idy) =" £2 “(a,_ i b, a) (aq” — ip”) 


hs 1 =+N q=x 


= D + a + Py = 06, + 46,+ 95; 


q=-@ q=-N q=N+1 
=+N 
04 =" 5) (yg iby 4) (ae? — 66") 
q=-N 
ne contient qu’un nombre fini de termes; tous les termes sauf (a, — 1b,) ad”, 
tendent vers zéro pour k —+ oo (hypothéses a) et b)), donc 
(41) lim o, = (a, — #b,) a, 


k>o@ 


Pour g < — N ona évidemment n — q > n+ N; |a,_,—1#b,_,| S enews F 
par suite: 


(42) | 6, | Ss “N+ Px - — ip,” | s Aty,,3 
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pour g > N, puisque, par hypothése, VN >n, ona \n—q\|=q -n>N—n. 


é...> tb, _,| © ink 
et, par conséquent, 
q=? 
(43) lelStece © 140 ~- tig 4e,.,° 
a 


Laissant n fixe et faisant N arbitrairement grand, on conclut des formules 
(41), (42) et (43), que la différence 


| 2 (on? — sdn”) — (a, — £b,) «| 


peut étre faite, pour k et N assez grands, aussi petite que l’on veut. 
Or ceci prouve les formules (40), c. q. f. d. 


§ 10. 
Un théoréme bien connu de Riemann. 


ne . 1 
Théoréme. Si A, tend vers zéro avec —, on a: 


n=@2 


on 24, sin a 0. 


h>0,» 


Démonstration. Ce théoréme est un cas ‘particulier du théoréme 
du §9. En effet: sans restreindre la généralité on peut supposer h > 0. 


Posons: A= 2; aM a SBA F ine ™: g% 0. En reproduisant le 


E> % nth n® k’ 
calcul de Riemann, écrivons: 





n 


— -) (&)\2 ional 
PACD) + (Br) =a tk = 


"S*sin* > 2=2 gin? 


7 > = +k R — <a titi; 


n=! =, n2k+1 


1 


la condition c) du § 9 est donc bien remplie. Les conditions a) et b) sont 
évidentes et l'on a ~ = 0. 


L’expression 4 A i peut étre considérée comme un ¢,” du § 9, 


pourvu que l’on pees a, = A,; b,=0. Le théoréme rentre donc bien 
dans le cadre du § 9. 
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Chapitre II. 


Sur une classe particuliére d’ensembles fermés et sur l'unicité du 
développement trigonométrique. 


§ 11. 
Sur la mise en formules de la définition d’un nombre réel. 
Posons 
(44) Red q = q — [q] = la partie non entiére de g. 


En utilisant cette notation nous pouvons envisager tout nombre réel z 
compris entre 0 et 1 comme déterminé d’une maniére univoque par le 
systéme infini d’inégalités : 


(45,) 0 < Red (B*z — %) <5 (k = 0, 1, 2, ...) 


a, désigne ici le (&-+-1)™* chiffre de x (aprés la virgule) 
B(>1) désigne la base de la numération adoptée. 


§ 12. 
Mise en formules de la définition de l’ensemble bien connu de Cantor. 


Considérons le systéme infini d’inégalités 
(46,) 0 < Red (3"x — 3) <? (k = 0, 1, 2,...) 
et soit Z l’ensemble des valeurs de x vérifiant ce systéme et comprises 
entre 0 et 1. L’inégalité (46,) prise isolément peut étre interprétée 
comme il suit: dans le systéme de numération ayant trois pour base le 
(nm +-1)™* chiffre du nombre z est ou bien 0 ou bien 2; en d’autres termes: 
Pensemble EZ est identique & l’ensemble bien connu de Cantor construit 
par la division de l’intervalle (0, 1) en trois parties égales, la suppression 
de la partie du milieu, l’application de la méme opération aux deux 
intervalles restants, puis aux quatre intervalles qui restent aprés la se- 
conde opération et ainsi de suite indéfiniment. 


§ 13. 


Sur les ensembles du type Hardy-Littlewood-Steinhaus (du «type ( H7)»). 


Un ensemble Z de valeurs de z sera dit «du type (H)», si l’on peut 
lui faire correspondre une suite infinie d’entiers croissants : 


(47) My, Mg, s+ +) Myy eee 
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et deux constantes*) non négatives « et 5 plus petites que un 


(48) 0se<1l; 0S6<1 
de maniére que l’on ait pour tout z appartenant a EZ: 
(49,) 0 < Red(n,x — a) <6 (p = 1, 2, ...) 


D’aprés ce qui a été dit au §12 l’ensemble bien connu de Cantor 
est du type (#). 

D’aprés le théoréme de Kronecker-Tchebycheff tout ensemble fini est 
du type (H) (cf. par ex. Hardy-Littlewood, Some Problems Concerning 
Diophantine Approximation. Acta Mathematica 37 (1914) ou bien Inter- 
national Congress of Mathematicians, Cambridge 1912 ou bien encore 
Kronecker Werke 3, p. 31; Borel, Lecgons sur les séries divergentes, p. 135; 
F. Riesz, Comptes Rendus 139, p. 459). 


§ 14. 
Sur l’équivalence de deux définitions des ensembles du type (#7). 


J’ai introduit pour la premiére fois les ensembles du type (H) dans 
ma note «Sur l’unicité du développement trigonométrique» publiée dans 
les «Fundamenta Mathematicae» (Varsovie 1922) 3, p. 289. 

La définition suivante y figure: 

«Soit Z un ensemble fermé de nombres réels compris (au sens large) 
entre zéro et un. (Nous supposerons, que si l’un des nombres 0 et 1 
appartient & Z, autre y appartient également). A chaque 2 appartenant 
& Z faisons correspondre un point P(x), dont les coordonnées polaires 
sont r=1 et O=2az. Quand zx décrit l'ensemble fermé Z, le point 
P(a) décrit sur la circonférence du cercle de rayon un un ensemble fermé 
que nous allons appeler 3. 

Soit & un entier positif quelconque et appelons 8, l’ensemble décrit 
par le point P(kx) quand x décrit Z. Le point P(kz) est évidemment 
identique au point P(kx—([kzx]), [kx] désignant le plus grand entier 
ne dépassant pas kz. Pour qu’un point P(y) (0 <y <1) n’appartienne 
pas & 8, il faut et il suffit que les & nombres 


1 k—1 
BEt ge Ete 
n’appartiennent pas & Z. 

En considérant chaque point de 8, comme un P(y) avec Of y <1, 
on peut faire correspondre & chaque §, l’ensemble des y correspondant. 
Nous allons désigner cet ensemble par Z, (si l’un des nombres 0 et 1 
appartient & Z,, autre y appartient également). 


*) Si, par la généralisation directe des formules (45,) du § 11, on introduit a la 
place de la constante « une fonction de p, on arrive 4 la définition citée dans le § 14. 
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Soit 22d, la longueur du plus grand are de cercle ne contenant 
dans son intérieur (au sens strict) aucun point de §, (la longueur du 
plus long arc contigu a §,). 


On a pour toute valeur de k: 


0<d4,<1 
et, par suite, ou bien 
(I) lim sup d, > 0 
k>o 


ou bien 
lim sup d, = lim d, = 0. 
k>@ k>@ 

L’ensemble fermé Z sera dit du type Hardy-Littlewood-Steinhaus ou, 
pour abréger, du type (H). lorsqwil vérifie Pinégalété (1).» 

La définition ci-dessus et celle du § 13 différent en ce que |’en- 
semble du type (H) au sens du § 13 n’est pas nécessairement fermé; 
mais ce n’est qu’une différence superficielle; elle disparait, si l’on ajoute 
& la définition citée dans ce paragraphe la phrase suivante: 

«Un ensemble non fermé sera dit du type (H), sil est sous-ensemble 
d’un ensemble fermé du type (H).» 

La définition ainsi complétée devient entiérement équivalente a celle 
du § 13. 

En effet, l’ensemble Z, du paragraphe présent n’est autre chose que |’en- 
semble décrit par Red kx quand 2 décrit Z. Donc si l’on prend pour Z !’en- 
semble de solutions du systéme formé par les inégalités (49,), (49,), ... 
du § 13, on trouve que pour k=n, (p=1, 2,...) Z, est compris tout 
entier 4 l’intérieur (au sens large) de |’intervalle («,a-+- 4); done pour 
k=n, on a: d,>1— 4, par suite lim sup d, 2 1 —6>0, a.q.f.d. 


Réciproquement: soit Z un ensemble fermé du type (H) au sens de 
la définition citée dans le paragraphe présent. Soient (1, 2a,), (1, 22b,) 
les coordonnées polaires des extrémités de l’intervalle 22d, (du plus grand 
are contigu 4 §,) et soit N un entier vérifiant Vinégalité suivante: 


(50) >< lim sup d,. 

k>@ 
N existe d’aprés lhypothése (I); d’aprés l’inégalité (50) il existe une 
suite d’entiers 


(51) b,, &,...,8 
telle que 


(52) d,—b,-a,>5 pour k=k, (g=1,2,...). 
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Soit j,=[Na,] le plus grand entier ne dépassant pas Na, ; puisque 
tous les a, sont compris entre zéro et un, j, est compris entre 0 et N—1, 
c’est-a-dire prend une des N valeurs: 0,1,...,N—1. Dans la suite in- 
finie d’entiers < N — 1 
(53) ty ees ee 
un entier au moins se rencontrera une infinité de fois. Soit A cet entier 
(ou bien: le plus petit de ces entiers, s’il y en avait plusieurs) et soient 
9: > %_>-++>Qp»-++ les indices correspondants dans la suite (53). Si l’on pose: 

: 4+1 N—1 
ka, => Ny; 7, a; _. é 
on voit immédiatement que l’on a pour k = n, 
a, sa —(1—d)<ae<b,; 
par suite tous les points de Z, satisfont a l’inégalité: 0 < Red(x — a) < 6 
et par conséquent tous les points de Z satisfont au systéme infini d’inégalités 
du § 13: (49,), (49,),-..; « q. fd. 


§ 15. 
Les ensembles du type (#7) sont des ensembles «d’unicité 
trigonométrique>. 
Théoréme. Si une série trigonométrique 
(54) e+ > a,cos2anz +b, sin2anz 


*e=1 


converge vers zéro partout sauf peut-étre pour les valeurs de x 
formant un ensemble du type (H) (cf. §§ 13, 14), tous les coefficients 
de la série sont nuls; la méme conclusion subsiste, si l’on suppose d’une 
maniére plus générale, que les coefficients de la série tendent vers zéro‘) 
et que la série (54) elle-méme est sommable vers zéro par le procédé 
de Poisson partout sauf peut-étre pour les valeurs de z formant un 
ensemble du type (H). 

Démonstration. Les valeurs de z pour lesquelles la série (54) 
n’est pas sommable vers zéro forment un ensemble Z, qui est par hypo- 
thése du type (H); supposons que tous les points de H vérifient les 
inégalités (49,) (p= 1,2,...) du §13. Soient @ et 5 les constantes 
qui interviennent dans ces inégalités et soit A(z) une fonction satisfaisant 
aux conditions suivantes: 





*) Dans le cas de la convergence ordinaire l’hypothése que les coefficients de 
la série (54) tendent vers zéro est superfiue. 
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1° A(w)=0 pour eS rca+d. 
2° A(x) est périodique de période un; c’est-i-dire on a pour toute 
valeur de x 


(55) A(z+1)=A(z). 


3° A(x) posséde les trois dérivées 2’ (x), 4” (x) et 2” (x); a” (x) est 
intégrable (L). 


4° on a 
1 
(56) fa(x)dxz+0. 
0 
Soit n,,”,,...,,,-.. la suite d’entiers qui interviennent dans les in- 
égalités (49, ), (49,),..., (49,),.... I] résulte des conditions 1° et 2°, que 


4(n, 2) s’annule pour toutes les valeurs de x satisfaisant & l’inégalité (49, ); 
par conséquent on a pour toutes les valeurs de z appartenant 4 


(57) A(n, 2) =0 (p=1,2,...). 
Posons 
(58) ba + iBy = 2h i(z)erinede (m=0,1,2,...), 
il resulte de Vintégrabilité de 2” (condition 3°), que lon aura: 
(59) Jim m*(a,, + §8,,) = 0. 

Choisissons maintenant dans la suite n,,n,,..., n,,--. un terme n 


arbitrairement grand, mais fixe pour le moment; la série de Fourier de 
A(n, 2) s’écrit de la maniére suivante: 
q=@ 


(60,) A(n, 2) = 7+) @, cosgn,-2ax-+ B, singn,- 2x 
q=1 
c’est-&-dire: 
1 
2 Jf a(n, x) cme de 


s’annule quand m n’est pas divisible par n, et prend la valeur «, + #8, 
pour m =qn,; par conséquent on peut écrire pour toute valeur fixe de n,: 


1 
(61,) lim m* JS a(n, x) e*imedx—0. 
m> 2 0 
Soit maintenant 


m= 
(p) 
(62,) “+ S? an’ cos 22mx + bj sin22m x 


m=1 
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le produit formel [(54), (60,)]; puisque les coefficients de (54) tendent 
vers zéro pour n—>co et ceux de (60,) satisfont & la relation (61,), les 
théorémes des §§ 3, 6 et 7 sont applicables 4 ce produit formel; le 
théoréme du § 3 assure son existence, d’aprés ceux des §§6 et 7 il est 
sommable partout vers zéro; en effet: 1° si i(n,x)=—0, la série (62,) 
converge vers zéro daprés le théoréme du §6; d’aprés ce qui a été dit 
& propos de la relation (57), les valeurs de x pour lesquelles 4(n, x) + 0 
n’appartiennent pas 4 Z; par conséquent nous pouvons dire: 2° si A(n, 2) + 0, 
la série (54) est sommable vers zéro par le procédé de Poisson et, alors 
d’aprés le théoréme du §7 la série (62,) est sommable vers zéro par le 
procédé de Poisson. 

La convergence ordinaire étant un cas particulier de la sommabilité 
par le procédé de Poisson, nous pouvons bien dire que la série (62,) est 
partout sommable par le procédé de Poisson avec la somme nulle partout. 
Il en résulte®), que lon a: 


(63,) az’ = b? — 0 (m= 0,1, 2,...). 


Faisons maintenant augmenter indéfiniment n,; d’aprés le théoréme du 


Pp? 
§ 8 nous pouvons écrire: 


(64) lim a= -aq; lim BY = by. 


??>o2 ??>o2 
Or d’aprés l’inégalité (56) on a: 
(65) «+ 0. 
A présent on n’a qu’d rapprocher les relations (63,), (64) et (65) pour 
se convaincre que l’on a 
(66) a, =b.=0 (m = 0,1, 2,...). 
c. q. £. d. 
5) d’aprés ce que j’ai démontré dans Prace Matematyczno-Fizyczne 30, Var 


sovie 1919; en cas de la convergence ordinaire on n’a qu’d faire appel au théoréme 
de Heine-Cantor sur l’unicité du développement trigonométrique partout convergent. 


(Eingegangen am 3. 12. 1924.) 





Mengentheoretische Behandlung einiger Probleme der 
diophantischen Approximationen und der transfiniten 
Wabhbrscheinlichkeiten. 


Von 
Konrad Knopp in Kénigsberg. 


Von E. Borel') ist zuerst — und zwar mit Hilfe von Betrachtungen, 
die der Theorie der transfiniten Wahrscheinlichkeiten angehéren — der Satz 
bewiesen worden, daB die Menge der reellen Zahlen z des Intervalls 0 << x < 1, 
in deren dyadischer Entwicklung die beiden Ziffern 0 und 1 asymptotisch 
gleich oft vorkommen, das Ma8 1 hat. Genauer: Es sei, in einen dyadi- 
schen Bruch entwickelt, 


B= 0, 2, 2y%y---Z,--+> 

bei dem also jedes z, eine ,,Ziffer‘‘, d. h. je eine der beiden Zahlen 0 
und 1 bedeutet. Dabei werde etwa, um Eindeutigkeit zu haben, festge- 
setzt, daB die z, von keiner Stelle an lauter Nullen sind. Es sei weiter 
E(n,z) die Anzahl der Einsen unter den ersten n Ziffern z, bis z, der 
Entwicklung von x. Dann hat die Menge derjenigen x in 0 < 2 <1, fiir 
die der Grenzwert 

E(n,2) 

n 


lim 
existiert und =} ist, das MaB1. Fiir dieselben x gilt dann natiirlich 
auch fiir die Anzahl n — E(n,x) der Nullen unter den Ziffern z, bis z, 
die Beziehung 

li n—E(n,z)_ 1 
METS 5. 


i] 


Dieser paradoxe*) Satz, der natiirlich in ganz entsprechender Weise fiir 





*) E. Borel, Les probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 27 (1909), 8S. 247—271. 


*) Vgi. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, 8. 420. 
Mathematische Annalen. 95. a7 
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Dezimal- oder irgendwelche anderen Systembruchentwicklungen gilt und 
der ebenso, statt fiir einzelne Ziffern, auch fiir beliebige Zifferngruppen 
ausgesprochen werden kann, ist seitdem in den mannigfachsten Richtungen 
verfeinert worden. Sagt der Borelsche Satz nur, daB die Menge der z, 
fiir die 


(1) E(n,x) = + 0(n) 


ist, das MaB 1 hat, so geben diese Verfeinerungen nun genauere Auskunft 
iiber das Fehlerglied. F. Hausdorff*) zeigte, daB auch die Menge der z, fiir 
die bei gegebenem « > 0 


(2) E(n,x) =~ +0(n'*) 


ist, noch das Ma8 1 hat; und G. H. Hardy und J. E. Littlewood haben 
bewiesen*), daB das gleiche auch noch von der Menge derjenigen z gilt, 
fiir die 


(3) E(n, x) = + + 0(Ynlogn) 
ist. Gleichzeitig zeigten sie aber, daB die Menge der z, fiir die 
(4) E(n, x) = + 0(¥n) 


ist, nur das Ma8 0 hat. Fiir eine dazwischenliegende GréBenordnung des 
Fehlergliedes endlich konnte A. Khintchine beweisen‘), daB die Beziehung 


(5) E(n,x)= 5 + O(Vnlog log n) 


noch von einer z-Menge des MaBes 1 erfiillt wird. 

Bei all diesen Satzen fallt es auf, daB die dabei zu machenden Aus- 
sagen entweder fiir ,,fast alle x richtig oder fiir fast alle“ x falsch sind, 
daB also die dabei in Betracht kommenden x-Mengen alle entweder das 
MaB 0 oder das MaB 1 haben. 

Eine ahnliche Erscheinung zeigt sich bei einer Reihe von Sitzen, die 
sich auf die Folge der Teilnenner in den regelmaBigen Kettenbruchentwick- 
lungen der reellen Zahlen x beziehen. Wir werden in § 3 eine Anzahl 
solcher Satze nennen und fiihren hier als Beispiele nur etwa die folgen- 
den an: Bei fast allen x ist die Folge der genannten Teilnenner nicht be- 
schrinkt; bei fast allen x kommt der Teilnenner 1 unendlich oft vor; bei 
fast allen x ist, wie auch e>0 gegeben wird, die Summe der ersten 
n Teilnenner = o(n'+*), usw. Auch hier haben die in Betracht kommen- 


*) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some problems of Diopan'ine appr: zi- 
mation, Acta mathematica 87 (1914), S. 155—190, besonders S. 185—190. 
*) A. Khintchine, Uber dyadische Briiche, Mathem. Zeitschr. 18 (1923), 8, 109—116. 
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den x-Mengen, wenn wir uns wieder auf das Intervall 0<2<1 be- 
schriinken, stets das MaB 0 oder das MaB1. Und dieselbe Erscheinung 
bietet sich noch bei andern Gruppen von Sitzen iiber diophantische Ap- 
proximationen, etwa iiber die Verteilung der Zahlen kx modulo 1 (2 ir- 
rational, k= 1,2,...), tiber die Gitterpunkte in Polygonbereichen usw. 

Es ist fast nur eine Sache der Terminologie, bei diesen Sitzen den 
Begriff der Wahrscheinlichkeit zu benutzen: Liegt eine Punktmenge Jt im 
Intervall 0...1 vor, so kann man ihr MaB mw ohne weiteres auch als die 
Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnen, daB eine beliebige reelle Zahl dieses 
Intervalls zu Yt gehért. In dieser Ausdrucksweise, deren sich mehrere 
der angefiihrten Autoren bedienen, ist also die hervorgehobene auffallende 
Erscheinung die, daB bei allen diesen Fragen die (transfinite) Wahrschein- 
lichk: it dafiir, daB eine reelle Zahl die Bedingungen des betreffenden Satzes 
erfillt, immer nur einen der beiden Werte 0 oder 1 hat und daB da- 
zwischen liegende Werte gar nicht vorkommen. 

Die vorliegende Arbeit steckt sich nun nicht so sehr das Ziel, die ge- 
nannten Einzeluntersuchungen zu férdern; sie will vielmehr diese iiber- 
raschende Erscheinung als solche aufzukliren und damit von einer ganz 
andern Seite her Licht auf diesc Problemenkreise zu werfen suchen. Hier- 
durch werden dann riickwirts wieder die Einzelprobleme mannigfache 
Férderung erfahren. Denn es wird sich ergeben, daB sehr allgemeine 
Fragestellungen dieser Art stets mit dem Ergebnis enden miissen, daB 
die dabei in Betracht kommende x-Menge das MaB 0 oder das MaB 1 hat 
und da8 eine dazwischen li gende Méglichkeit ausgeschlossen ist. 

Der Grund hierfiir wird in der besonderen Struktur der auftreten- 
den z-Mengen gefunden werden: Sie sind homogene Mengen, in einem 
Sinne, wie er von E. Jacobsthal uud mir vor einiger Zeit eingefiihrt worden 
ist®), — Mengen, die, wenn sie in 0...1 liegen, gleichfalls die besondere 
Eigenschaft haben, daB sie nur das Ma8 0 oder 1 haben kénnen. 

Ich werde daher in § 1 das Nétige aus den eben angefiihrten mengen- 
theoretischen Betrachtungen zusammenstellen. In § 2 werde ich diese auf 


die Systembruch-, und in § 3 auf die Kettenbruchentwicklungen der reellen 
Zahlen anwenden. 


§ 1. 
Homogene Mengen. 
Ist Mt eine beliebige lineare Punktmenge und @...f (« 2 #) irgend- 
ein Intervall der Zahlengeraden, so woll.n wir die auf das Intervall «...£ 


*) E. Jacobsthal und K. Knopp, Bemerkungen iiber die Struktur linearer Punkt- 


mengen, Sitzungsberichte der Beriiner Mathematischen Gesellschaft, 14 (1915), 
S. 121—129. 


27* 
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entfallende Teilmenge von I? kurz das Sttick (a,8) von Mt nennen und 
mit IM(«,f) bezeichnen. Unter der msttleren duBeren Dichte — kurz: 
der Dichte — von It beziiglich des Intervalls «... 8 soll dann der Quotient 


auBeres Ma8 von M(«, /) 
|B—a| 


verstanden werden. Wir definieren nun: 


Definition. Gibt es ein Intervall a...b derart, dap die Dichte 
von I beziiglich jedes seiner Teilintervalle ein und denselben Wert d hat, 
so soll M in a...b als homogen von der Dichte d bezeichnet werden. 

Eine Nullmenge ist offenbar in jedem Intervall homogen von der 
Dichte 0; und ebenso selbstverstindlich ist es, daB eine in einem Inter- 
vall ¢ gelegene Menge I, deren duBeres MaB gleich der Lange ¢ des 
Intervalles ist, dort homogen sein mu8 von der Dichte 1. Denn wire in 
einem Teilintervall i’ von ¢, dessen Lange 7’ sei, die Dichte = #< 1, so 
wire ja das auBere MaB von J in ¢ 


<b’ +(t—’)=t-(1-—8)i’ <i, 


D(a, B) - 





entgegen der Voraussetzung. 


Ein wenig iiberraschend, aber gar nicht tiefgelegen ist nun die Tat- 
sache, daB mit diesen Beispielen schon alle Arten homogener Mengen er- 
schépft sind; denn es gilt der 


Satz1. Hine in einem Intervall i gelegene homogene Menge I hat 
dort entweder die Dichte 0 oder die Dichte 1.*) 


Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus dem etwas weiter- 
gehenden 


Satz 2. Ist eine in einem Intervall a...b gelegene Menge I so be- 
schaffen, daB fiir jedes Teilintervall «...8 die dortige Dichte D(a, ) 
unterhalb eines festen echten Bruches # bleibt, so ist IM eine Nullmenge. 


In der Tat, ist dieser Satz richtig und hat die Menge J? aus Satz 1 
nicht die Dichte 1, so ist notwendig d<1 und nach Satz2 muB8 dann 
M eine Nullmenge, also d= 0 sein. 


Beweis des Satzes 2. Greifen wir ein beliebiges Teilintervall a... £ 
des gegebenen Intervalls heraus (« << #), so ist in ihm das duBere Mab 
des entsprechenden Stiickes von I nach Voraussetzung < 9(f —a). Ist 
also #’ eine Zahl oberhalb # (#' << #), so kann man diese Teilmenge 


*) Wahrend M im ersten Falle natiirlich meBbar ist mit dem MaBe 0, braucht 
sie im zweiten noch nicht meBbar zu sein. 
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mit abzihlbar vielen Intervallen i,(»=—1,2,...) iiberdecken, deren 
Summe‘) 


>t, < 0’ (fp — a) 


ist. In jedem einzelnen dieser Intervalle i, ist nun wieder das MaB der 
darauf entfallenden Teilmenge < #%, und man kann diese mit abzahlbar 


vielen Intervallen ¢,, (4=1,2,...) tiberdecken, deren Summe fiir jedes 
einzelne » 


= Si, < v's, 
A 


ist. Dann ist aber das Stiick («#, 8) von Dt mit abzahlbar vielen Inter- 
vallen ¢,, iiberdeckt, deren Summe 


= TLin SH Si, <9" (6—«) 
ist. Folglich ist D(«,8)<#'", also auch, da #’ beliebig oberhalb # 


war, 

D(«, B)< 0. 
Aus der Annahme also, daB stets D(a, 8) < #, folgt, daB sogar stets 
D(a, B) <<" sein muB. Dann ist aber fiir jedes n 


D(«, £)< 0", 


D (a, B) => (), 
d.h. Mt muB eine Nullmenge sein. 
Als unmittelbare Folge des Satzes 1 merken wir noch an: 


Satz 3. Ist das dufBere Ma einer homogenen Menge kleiner als 
die Lange des Intervalles, in dem sie liegt, so ist sie eine Nullmenge. 
Oder: Hat die homogene Menge M ein positives duBeres Maf, 80 ist dies 
MaB notwendig gleich der Lange jenes Intervalles. 

Die zweite Fassung dieses Satzes erweitern wir noch zu dem folgenden 

Satz 4. Ist eine in einem Intervall a...b gelegene Menge M so 
beschaffen, daB fiir jedes Feilintervall «... die Dichte oberhalb einer 
festen positiven Zahl y bleibt, so ist Min a...b homogen von der Dichte 1. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB D(a,b)=—1, daB also — wir 
denken uns a<b — das duBere MaB von Mt gleich (b—a) ist. Wir 
werden zeigen, daB die Annahme, dieses MaB wire <(b—a), etwa 
= #(b—a) mit ®<1, zu einem Widerspruch fihrt. In diesem Falle 
lieBe sich némlich unsere Menge mit abzahlbar vielen Intervallen ¢, so 
iiberdecken, daB deren Summe > #(b--a@), aber < 8’(b—a) ist, wenn 


mithin stets 


*) Es soll i, gleichzeitig die Linge des Intervalls i, bezeichnen. 
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#” eine vorgegebene Zahl zwischen # und 1 bedeutet. Von diesen Inter- 
vallen kénnen wir endlich viele so absondern, da8 deren Summe auch noch 
> #(b—a) ist. Nach ihrer Wegnahme aus der Strecke a...b bleiben end- 
lich viele Restintervalle «; iibrig, deren Gesamtlinge ¥ i; > (1 — 0’) (b—a) 
ist. Das auBere MaB der auf diese endlich vielen i; entfallenden Teil- 
menge von I wire <(#’—#)(b—a), da sie ja von den nicht ab- 
gesonderten Intervallen 7, iiberdeckt wird. Nach Voraussetzung aber miiBte 
dieses auBere MaB > S yi; > y(1— 8’) (b— a) sein; es miiBte also 


y(1 — 8’) (b—a) <(8’— 8) (b—a) oder rs 


sein. Darin liegt aber ein Widerspruch, sobald #’ nahe genug an @ ge- 
dacht wird‘). 

Endlich fiigen wir noch ein Kriterium an, durch das wir im folgen- 
den oft den homogenen Charakter einer Menge erkennen werden: 


Satz 5. Hine in a...b gelegene Menge M% ist dort homogen, wenn 
sich jedes Teilintervall «...8 von a...b in abzdhibar viele Unterinter- 
valle i, (vy =1,2,...) so zerlegen laBt, daB je zwei von diesen héchstens 
einen Endpunkt gemein haben, dap Xi, =| —a| ist und daB fiir jedes v 
das auf i, entfallende Stiick der Mage M dieser Menge M oder einer 
sich von Mum héchstens eine Nullmenge unterscheidenden Menge I, geo- 
metrisch ahnlich ist”). 

Beweis. Hat It in a...b die Dichte d, so gilt das gleiche von 
jeder sich von St um héchstens eine Nullmenge unterscheidenden Menge 
und folglich hat auch fiir jedes », da geometrisch ahnliche Mengen offen- 
bar die gleiche Dichte haben, das auf i, entfallende Stiick von I dort 
die Dichte d, also das MaB di,. Folglich hat das Stiick (@, 6) von M 
das MaB di,=—d|f —a|, also die von « und # unabhingige Dichte 


D(a, B) =d. 


Nach der Definition ist also I% in a... b homogen von der Dichte d. 
Ein zweites, ahnlich lautendes Kriterium entwickeln wir in § 3. 





*) Fiir meSbare Mengen ist Satz 4 natiirlich eine Folge von Satz 3. Doch braucht 
die Menge I des Satzes 4 nicht als meBbar vorausgesetzt zu werden. 

*) E. B. van Vieck, On non-measurable sets of points, with an example, Trans- 
actions of the American Mathematical Society 9 (1908), S. 287—244, definiert die 
homogenen Mengen geradezu als diejenigen Mengen, welche die in Satz 5 ausgespro- 
chene Eigenschaft besitzen. Doch ist diese Definition enger als die unsere. 
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§ 2. 
Systembriiche. 

Eine erste Gruppe von Beispielen fiir homogene Mengen |a8t sich in 
einfachster Weise durch die Systembruchentwicklungen der reellen Zahlen 
angeben. Dabei diirfen wir von den rationalen Zahlen als einer unsere 
Aussagen nicht beeinflussenden Nullmenge absehen und uns dariiber hinaus 
auf das Intervall 0...1 beschranken. 

Es sei also x eine irrationale Zahl aus 0... 1 und 


%=0, 2,2, 1-2, ++. 


ihre Entwicklung in einen Systembruch, etwa in einen dyadischen Bruch, 
so daB die ,,Ziffern“ z, simtlich = 0 oder = 1 sind). Fiir jedes solche x 
nun und jedes ganze p>) werde 


(6) %, = 0, 243 249 +s: 
oder also 
(7) a, = 2?x2 —[2?2] 


gesetzt, so daB insbesondere x, =z ist. Dann gilt schon der folgende 

Satz 6. Ist eine meBbare Menge M von irrationalen Zahlen des 
Intervalles 0 ...1 so beschaffen, dab, wenn x eine beliebige irrationale 
Zahl aus 0...1 ist, entweder alle x, (p=0,1,2,...) zu M gehdren 
oder alle nicht zu M gehdren, so ist I homogen und hat also das Mag 0 
oder das Maf 1. 

Der Beweis folgt ganz unmittelbar aus Satz 5; denn jedes Teil- 
intervall «... 8 von 0... 1 lat sich offenbar im Sinne des Satzes 5 in 
abzaihlbar viele Intervalle der Form 
& b+ 
a5 °'° op 
zetlegen. Ein Punkt x’ in 0...1 und ein Punkt 2 in (8) haben dann 
und nur dann geometrisch ahnliche Lage in diesen ihren Intervallen, wenn 
k+z2’ 

Pp 


(8) 





(p=0,1,...; £=0,1,...,27—1) 


== 





oder also a'= 2, 


ist. Da nun M die Eigenschaft hat, daB x und x, = x’ entweder beide 
zu Wt oder beide nicht zu I gehéren, so folgt sofort, daB das in (8) ge- 


legene Stiick von I der ganzen Menge Yt geometrisch ahnlich ist. Also 
ist I homogen. 








°) Fiir die Systembruchentwicklungen mit anderer Grundzahl verlaufen die Be- 
trachtungen natiirlich ganz analog. 
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Wir greifen nun zuriick auf die in der Einleitung erwahnten Unter- 
suchungen iiber die Verteilung der Ziffern 0 und 1 in den dyadischen Ent- 
wicklungen der Zahlen aus 0...1. Auf Grund des eben bewiesenen Satzes 
kénnen wir dann — zunichst etwas grob formuliert — sagen: Die Menge 
aller derjenigen x, die durch eine bestimmte Aussage tiber die asymptotische 
Verteilung der Ziffern 0 und 1 in threr dyadischen Entwicklung charak- 
terisiert sind, haben — sofern sie tiberhaupt meBbar sind — stets das 
Ma 0 oder 1. Hin Drittes kann nicht vorkommen. 

Wir haben das genauer zu prazisieren: Ist 2 eine irrationale 
Zahl aus 0...1, fiir die eine bestimmte der Beziehungen (1) bis (5) 
richtig ist, so ist diese Beziehung offenbar auch fiir jedes zugehdrige x, 
richtig (p = 1, 2,...) und umgekehrt. Denn E(n, x) und E(n, z,) unter- 
scheiden sich héchstens um die feste Zahl p. Und da nun die Menge Mit 
derjenigen z, fiir die eine bestimmte der genannten Beziehungen richtig 
ist, als sogenannte Borelsche Menge, sicher meSbar ist (s. u.), so kann 
man, ohne auf den materiellen Inhalt dieser Beziehungen einzugehen, von 
vornherein sagen: Hine jede der Beziehungen (1) bis (5) ist entweder fiir 
fast alle x richtig oder fiir fast alle x falsch. 

Wir beweisen dies noch einmal zusammenfassend, indem wir uns von 
dem speziellen Charakter der dort auftretenden Funktionen frei machen 
und den folgenden Satz formulieren: 


Satz 7. Es sei E(n,x) die Anzahl der Hinsen unter den ersten 
n Ziffern der dyadischen Entwicklung der Irrationalzahl x aus 0... 1 
und es sei —,, irgendeine monoton gegen -+- co strebende positive Funktion 
von n. Dann ist die Beziehung 


(9) E(n, x)= 5+0(9,) 


entweder fiir fast alle x richtig oder fiir fast alle x falsch. 


Beweis. Nach Satz 6 ist die Menge St derjenigen z, fiir die (9) 
richtig ist, jedenfalls homogen, da fiir jedes x entweder alle x, oder keines 
zu ihr gehéren. Es bleibt zu zeigen, daB Yt meBbar ist. Das ergibt sich 
in bekannter Weise so: Die Menge aller x, deren Entwicklung mit q be- 


stimmten Ziffern anfangt, erfiillt offenbar ein gewisses Intervall von der 
= 1 1 . . a 
Lange ae" ) Die Menge der xz, die unter den ersten gq Ziffern genau 


r Einsen hat, erfiillt (2) solche Intervaile, hat also das Ma8 (#)2. Es 
r r/ 94 


4) Wir sehen hier nach wie vor von den rationalen Zahlen ab. 


FO i 


fi 
rg 














Mengentheorie und diophantische Approximationen. 417 


sei jetzt k eine natiirliche Zahl. Dann hat die Menge M(q,k), fiir die 
die Anzahl r der Einsen unter den ersten g Ziffern die Bedingung 


(10) Ir—4\<ko, 
erfiillt, das Ma8 


(11) » (= 


wenn r alle die Bedingung (10) erfiillenden ganzen Zahlen >0 durch- 
lauft. Der Durchschnitt 


D(q, k)=D(M(q, k), M(q+1, k),...) 


ist die Menge derjenigen z, fiir die bei festem g und k fiir alle n>q 
die Beziehung 


(12) |B(n, z)—F|<ky, 


erfiillt ist. Es ist offenbar D(q,k)< D(q+1,k), so daB 
D, = lim D(q, k) 
q>e 


existiert und die Menge derjenigen z liefert, fiir die (12) wenigstens von 
einer Stelle an gilt. Wegen D,< D,., existiert nun auch 

lim D, = M 

k>@ 
und liefert die Menge derjenigen x, fiir die (12) bei einem geeigneten k 
fiir alle n von einer Stelle an gilt, fiir die also die Aussage (9) richtig 
ist. Hiernach 148t sich also 2% aus Folgen von meBbaren Mengen durch 
Summen- und Durchschnittsbildungen in endlicher Anzahl erhalten (Borelsche 
Mengen) und ist also meBbar. 

Machen wir uns weiter von allem Unwesentlichen der bisherigen Be- 
trachtungen frei, so kénnen wir. sogar sagen: 

Satz 8. Hat E(n,x) dieselbe Bedeutung wie bisher und ist U 
irgendeine Aussage iiber das Verhalten von E(n, x) bei n—-co, die bet 
jedem x entweder fiir alle x, oder fiir keines richtig ist, so ist die Menge M 
derjenigen x, fiir die die Aussage U richtig ist, homogen und hat also, 
falls sie tiberhaupt mefbar ist, das Maf 0 oder das MaB 1. Ist sie 
nicht meBbar, so ist notwendig ihr duBeres MaB gleich 1, thr inneres 
gleich 0. 

Die letzte Bemerkung ergibt sich einfach so: Ist & die Negation 
von YW, so ist die Menge MM, fiir die U richtig ist, offenbar die Komple- 
mentirmenge zu M@. Da nun mit M auch W die im Satz 8 geforderte 
Eigenschaft hat, bei jedem x entweder fiir alle x, oder fiir keines richtig 
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zu sein, so sind die Mengen Yt und WM beide homogen. Hitte eine von 
ihnen die Dichte 0, so wire sie, und folglich auch die andere, meBbar. 
Ist also eine von ihnen nicht meBbar, so miissen sie betde die Dichte 
= 1, also beide das auBere Ma8 1 und folglich das innere MaB 0 haben. 
Die Tatsache dieses ,,entweder — oder“ in unserem Hauptergebnis 
macht es oft méglich, mit ganz groben Abschatzungen die Entscheidung 
zu trefien, ob das MaB der betreffenden Menge = 0 oder = 1 ist; denn 
es geniigt ja zu zeigen, daB es <1 bzw. > 0 ist. Als Beispiele beweise 
ich die folgenden beiden Siatze: 


Satz 9. Die Menge I derjenigen x in 0...1, fiir die 
(13) E(n, x)= a. + 0(¥n) 


ist, ist eine Nullmenge**). 
Beweis. Sind die natiirlichen Zahlen n und & und ein « aus 
0 <e< 1 fest gegeben, so hat die Menge M(n, k, «) derjenigen z, fiir die 


(14) | B(n, 2 —$|<(k+e)%n 
ist, das MaB 

n\ 1 

m(M(n, be)= Di (i) 


wenn hierin 4 alle ganzen Zahlen 4>0 durchlauft, fiir die 
\2 -$| <(k+e)¥n 


ist. Hiernach ist 
k+e 


m(M(n, k, e)) = Jf erat +e, 
0 


mit ¢,—+0 fiir n—-co. Halten wir also & fest, so gibt es, da das von 
0 bis co erstreckte Integral den Wert 31x hat, ein ®=#(k)<1 und 
ein n,, so daB 
m(M(n,k,e)) <0 

bleibt fiir alle n> mn, und alle « in 0<e<1. Das MaB des Durch- 
schnitts 

D(n, k, e) = D(M(n, k, 2), M(n+1, k, e,), ..-) 
ist dann erst recht <#. Er enthalt diejenigen x, fiir die bei festen 
n>n,, k und « die Beziehung 


| B(y, x) —3 <(k+e)¥r 


*) Hardy und Littlewood |. c.*), 8. 187. 
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fiir »>n erfillt ist. Nun ist D(n,k,e)< D(n+1,k, e), und 
M(k, e)= lim D(n, k, €) 


ist die Menge derjenigen x, fiir die bei festem & und ¢ die Beziehung (14) 
wenigstens von einer Stelle an gilt. Auch ihr Ma8 ist <#. Setzen wir 


. sR 1 P 
nun der Reihe nach e« ==, =,...,—,..-, 80 ist 
2°38 r 


M, = lim M (k, =) 


T>o@ 


die Menge derjenigen z, fiir die bei festem & die Beziehung (14) bei 
jedem « > 0 von einer Stelle an gilt. Auch ihr Ma8 ist < #0. 


Diese Menge M, aber ist homogen. Denn es ist fiir jedes p 
| E(n, x) — E(n, x,)| <p. 


Ist also « > 0 gegeben, so ist nach (14) von einer Stelle an 
n | & 
| B(n, 2) —4| <(k+ 5)¥n 
und folglich von einer Stelle an auch 


| E(n, 2) — t|<(t+3 + rz) Ve <(k +6) Im, 


Ya 


Und da man ebenso von E(n,x,) auf E(n, x) schlieBen kann, so ist die 
in (14) enthaltene Aussage iiber x entweder fiir alle x, richtig oder fiir 
keines (nach Satz 8). M, ist also tatsachlich homogen. Da ihr Ma aber 
<< 1 ist, so ist M, notwendig eine Nullmenge. 


Da dies nun fiir jedes & gilt und 
M = lim M, 


k>o@ 
ist, so ist auch I eine Nullmenge, w. z. b. w. 
Demgegeniiber gilt 
Satz 10. Die Menge M. derjenigen x, fiir die bei gegebenem « > 0 
unendlich oft 
(15) | E(n, x)—F|<a¥n 
ist, hat das Maf 1, 


Beweis. Es sei M(n, e) die Menge derjenigen z, fiir die bei festem n 
und e>0 die Beziehung 


(15’) | B(n, x) —F|<(@+e)¥n 
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erfiillt ist. Fiir ihr Ma8 findet man genau wie eben 


ate 


m(M(n,e)) = oe dt +e, 


mit ¢,—+0 fiir n—+co. Es gibt also ein y >0 und ein n), so daB fiir 
jedes n >n, und jedes « > 0 
m(M(n,2))>y>0 
bleibt. Dann hat auch 
M(e) = lim sup M(x, «) 


ein MaB >y>0. Sie liefert die Menge derjenigen z, fir .y (15’ ) bei 


gegebenem «> 0) unendlich oft erfiillt ist. Wahlt man e = ae 5 pentieess 
und bildet 


M= lim M(+), 


so umfaBt diese Menge alle diejenigen x, fiir die (15’) fiir jedes « > 0 
unendlich oft erfiillt ist. Auch ihr Ma8 ist >y > 0. Nun iiberzeugt man 
sich aber genau wie oben bei Satz 9, daB diese Menge homogen ist. 
Also hat sie das MaB 1. Das gleiche gilt dann erst recht von der 
Menge I, w. z. b. w. 


§ 3. 
Kettenbriiche. 


Eine andere Gruppe von Beispielen fiir homogene Mengen liefert uns 
eine ahnlich gerichtete Betrachtung der regelmaBigen Kettenbruchentwick- 
lungen der Irrationalzahlen. Wir beschriinken uns dabei wieder auf das 
Intervall 0... 1. . 

Es sei also x eine wey he des Intervalles 0... 1 und 


“ 


ihre regelmaBige siti ainicshitialcig so daB die Teilnenner 6, lauter 
positive ganze Zahlen sind. 
Fiir jedes solche z und fiir jedes ganze p>0O werde nun 








io8 1 | 

(16) oe te Tt 

gesetzt, so daB insbesondere z, =z ist. Sind dann weiter 3” ~ die Nihe- 

rungsbriiche des Kettenbruches (y= 0,1,2,...; 4,=0, ‘B, = 1), 

ist auch . . 
- 2 1 | Vy _ Ap-1 2+, 

(17) |b, = Pech | by-, oy |o,+2, B,_, 2+, 
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Hiernach gilt schon der zu Satz 6 analoge 

Satz 11. Ist eine meBbare Menge M von irrationalen Zahlen des 
Intervalls 0 ...1 80 beschafjen, daB, wenn x eine beliebige Irrationalzahl 
aus 0...1 ist, entweder alle z, (p=0,1,2,...) oder keines eu M 
gehéren, so ist It homogen und hat also das Maf 0 oder das Maf 1. 

Beweis. Setzen wir bei einem festgehaltenen p> 1 zur Abkiirzung 


t= Y; A,_,=4, A, =}, B,., =, B,=4d, 
so geht (17) iiber in 


_ ay+b 





0 
und hierbei ist die Koeffizientenmatrix o entweder = (; ” oder 
/ 
ihre Elemente sind nicht-negative ganze Zahlen, die den Bedingungen 
(19) ad—be=4=2+1, O0<c<d 


01 
geniigen. Ist umgekehrt die genannte Matrix = s iP oder sind ihre 
Elemente nicht-negative, den Bedingungen (19) geniigende ganze Zahlen, 
sind ferner x und y zwei Irrationalzahlen des Intervalles 0 ...1, die in 
der Beziehung (18) zueinander stehen, so sind bekanntlich **) ‘ und . 
aufeinanderfolgende Naherungsbriiche von z. Uberdies ist, wenn 


1 
abt i++ 
gesetzt und hierbei p=3(1— 4) mod2 gewahlt wird, notwendig 
Bt Mie er +a 
Die Menge Yt kann also auch dadurch charakterisiert werden, dab 
zwei Irrationalzahlen z und y des Intervalls 0...1, die in der Be- 
ziehung (18) zueinander stehen, entweder beide zu I oder beide nicht 


b 
zu IM gehdren, falls nur vite die Bedingungen (19) erfiillt oder 


(| ie 
= ist. 
11) 
Durchlauft nun y die Menge I, so durchlauft z eine im Intervall 
b a+b 
{ 20) a°"° bad 
gelegene Menge I’. Diese mu8 mit dem dort gelegenen Stiick G von 
® identisch sein; denn nach Voraussetzung ist M’ jedenfalls eine Teil- 





x 





‘) Vgl. 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, S. 47. 
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menge von G; andrerseits muB © — M’ leer sein, da ein z, das in ©, 
aber nicht in I’ liegt, durch (18) ein y liefern wiirde, das nicht zu M 
gehért. Insbesondere erweist sich Wt’ wieder als meBbar. 

Die in einem Intervall der Form (20) gelegene Teilmenge von Qt ist 
also der ganzen Menge IQ zwar nicht geometrisch ahnlich, wie im Falle 
des Satzes 6, sie ist aber durch (18) auf Mt linear abgebildet. 

Der Beweis des Satzes 11 ergibt sich nun so: Hat It nicht das MaB 1, 
so ist ihr MaB <1 und ihre Dichte 6 in 0...1 ist folglich auch <1. 
Wir werden nun sogleich zeigen, daB dann die Dichte ihres durch (18) 


vermittelten in (20) gelegenen Bildes < +, also auch < 1 ist. Nehmen 


wir dies fiir einen Augenblick als richtig vorweg, so ergibt sich die Be- 
hauptung unseres Satzes nun sofort so: Jedes Teilintervall a@...8 von 
0...1 1a8t sich offenbar in abzihlbar viele Intervalle der Form (20) im 
Sinne des Satzes 5 zerlegen. Daher ist auch die Dichte von MQ in 


jedem Teilintervall «...f von 0...1 héchstens gleich dem festen Werte 


d= 1° <1. Also ist M nach Satz 2 eine Nullmenge. 


Es bleibt also nun zu zeigen: 


Hat die in 0...1 gelegene Menge Jt mit den Elementen y dort die 
Dichte 6< 1 und wird J durch (18) unter den mehrfach genannten An- 
nahmen iiber a,b,c, d auf die Menge I’ in (20) abgebildet, so geniigt 
die Dichte 5’ von M’ in (20) der Bezichung 


(21) es +t’. 


Zum Beweise iiberdecken wir Yt mit abzahlbar vielen Intervallen 1, 
von der Gesamtlinge 6 -++-« und setzen 


nw={ 5 in t,, 


0 in den itibrigen Punkten von 0...1. 


Dann ist, wenn wir uns wie iiblich die ¢, ohne gemeinsame innere Punkte 
denken, 


1 
f f(y)dy=d +e. 


Die durch (18) vermittelten Bilder der i, seien die Intervalle i{. Sie 
iiberdecken die Menge $M’ in (20). Setzen wir daher 


1 in den ¢, 


0 in den iibrigen Punkten von (20), 


a(2)—| 








——— 
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so ist, wenn wir noch die Endpunkte von (20) in der Reihenfolge von 


links nach rechts mit o und rt bezeichnen, 


So(2) dx=p'+e’, 


wenn u«’ das MaB von Mt’ bedeutet. Fiir e—0O strebt auch e’ +0. 
Hiernach ist 


1 
’ | ay+b f(y) 
silt ahs =Jo( Sata J leas. 


Da nan f(y) streckenweise konstant ist und (cy + d)* in 0... 1 monoton 
wichst, so wird der Wert des letzten Intervalls vergréBert, wenn man f(y) 
durch die Funktion f,(y) ersetzt, die durch 


1 in 0...6+¢e 
fii(y)= . 14 

0 in d+e...1**) 
definiert ist. Danach ist 





S+e 
te Slate “ed ele(d+e)+d]" 
Fiir e—+0 ergibt sich hieraus 
’ é 
M Satta: 
Da nun das Intervall (20), in dem Qt" liegt, die Lange 
ist die Dichte 5’ von MM’ in Ae 


1 
deta) hat, so 


’ ec+d 
—B'd(e+ a) So75e7- 
Hiernach ist 
asi 1-8 -y— 1-8 it 
c 2 2 
q?t! 


Damit ist (21) und also Satz 11 bewiesen. 

Auf Grund dieses Satzes kénnen wir nun — ahnlich wie in § 2 — 
in zunaichst grober Formulierung sagen: Die Menge aller derjenigen z, 
die durch eine bestimmte asymptotische Eigenschaft der Folge der Teil- 
nenner ihrer Kettenbruchentwicklungen churakterisiert sind, haben — wo- 
fern sie iiberhaupt meBbar sind — stets das Ma8 0 oder das MaB 1. Ein 


drittes kann nicht vorkommen. Oder schiarfer: 


Satz 12. Hs sei U irgendeine Aussage tiber die Folge der Teilnenner 
in der Kettenbruchentwicklung von x. Hat dann YU die Higenschajt, dag 
diese Aussage bei jedem irrationalen x aus 0...1 entweder fiir alle 


%) Wir denken uns «>0 so klein, daB auch noch 6+¢< 1 ist. 
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x,(p=0,1,2,...) richtig ist oder fiir keines, so hat die Menge I der- 
jenigen x, fiir die die Aussage U richtig ist, das MaB 0 oder das Maf 1, 
falls sie tiberhaupt meBbar ist. Ist sie nicht meBbar, so hat sie not- 
wendig das duBere MaB 1 und das innere Maf 0.**) 

Wir gehen zu konkreten Beispielen iiber: 

1. Die Aussage, daB in dem Kettenbruch von x unendlich oft der 
Teilnenner 1 vorkommt, hat offenbar die in Satz 12 geforderte Eigen- 
schaft. Die Menge derjenigen z, fiir die dies der Fall ist, kann also — da 
sie offenbar meBbar ist (s.u.) — nur das Ma8 0 oder das MaB 1 haben. 
Ebenso kann die Menge der Kettenbriiche, die den Teilnenner 1 von einer 
Stelle an nicht enthalten, nur das Ma8 0 oder 1 haben. Von F. Bernstein 
ist wohl zuerst bewiesen worden**), da® bei fast allen x der Teilnenner | 
unendlich oft vorkommt. 

2. Ebenso kénnen die Mengen der z, in deren Kettenbruchentwick- 
lung eine bestimmte Zahl g unendlich oft oder nur endlich oft vorkommt, 
nur das Ma8 0 oder 1 haben. Wir werden sogleich sehen, da8 der Nenner q 
bei fast allen 2 unendlich oft vorkommt. 

8. Ebenso hat die Menge derjenigen x, in deren Kettenbruch jede 
natiirliche Zahl und jede unendlich oft vorkommt, entweder das Ma’ () 
oder das MaB 1. Wir werden sehen, da8 das letztere der Fall ist. 

4. Ebenso kann die Menge der Kettenbriiche mit beschrankten Teil- 
nennern nur das Ma8 0 oder 1 haben. Hier ist das erstere der Fall*’). 

5. Auch die Kettenbriiche, bei denen die Summe der ersten n Teil- 
nenner der Beziehung 


b, +b, +...+6, =o0(n't*) 

fiir jedes e > 0 geniigt, liefern eine Menge, die nur das Ma80 oder 1 

haben kann. Von A. Khintchine wurde bewiesen**), daB sie das Ma8 1 hat. 

6. Eine Aussage hingegen wie diese: Fiir alle n ist 

b,sn® oder b,<cn* 

hat offenbar nicht die in Satz 12 von den dortigen Aussagen Y& geforder- 
ten Eigenschaften. Wohl aber die Aussage, es sei 

b, = O(n*) 


b, = O(9,); 


oder allgemeiner, es sei 


15) Wegen des letzten Zusatzes vgl. dic entsprechende Bemerkung zu Satz 8. 

%*) F. Bernstein, Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus der Theorie 
der sikularen Storungen herrithrendes Problem, Math. Annalen 71 (1912), S. 417—439, 
insbesondere 8, 429. 

1”) Vgl. F. Hausdorff, 1. o.*), 8. 426. 

1%) A. Khintchine, Hin Satz uber Kettenbriiche mit arithmetischen Anwendungen, 
Mathem. Zeitechr. 18 (1923), 8S. 289—306. 
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falls (p,) eine mit m ins Unendliche wachsende positive Zahlenfolge be- 
deutet, fiir die 

Pati 3 


Pa 
strebt, oder wenigstens 


(22) 0 < lim *#* < +c 
ist. Denn ist b, der n* Teilnenner von x und 


(23) b, = O(¢9,), 
so ist b,,,, der n Teilnenner von z, und es ist 
b 


pin _ nim Poin 

Pn = Pptn Pn 

Aus (23) folgt also, falls (22) erfiillt ist, fiir jedes feste p= 0,1,2,... 
daB auch 

(24) bo 40 = 9(9,) 

ist, — und umgekehrt. Eine Menge von z-Werten, fiir deren Ketten- 
briiche (28) richtig ist, hat also stets das MaB 0 oder 1. Aus den Ergeb- 
nissen von K. Borel**) und F. Bernstein®) geht hervor: Wenn p. - di- 
vergiert, so ist (23) nur fiir eine Nullmenge von x-Werten richtig; wenn 
dagegen D>. konvergiert, so ist (23) fiir alle x einer Menge vom 
Mafe 1 erfiilit. 

Es ist selbstverstindlich, da8 in jedem Einzelfalle die Entscheidung 
dariiber, ob nun die Menge das Ma8 0 oder das MaB 1 hat, eine beson- 
dere Untersuchung erfordert. Die Schwierigkeiten dieser Untersuchung 
kénnen aber wieder (vgl. § 2, die Bemerkung vor Satz 9) durch Heran- 
ziehung von Satz 12 oft erheblich gemindert werden. Denn es geniigt, von 
dem Mafe der Menge zu wissen, daB es <1 oder daB es > 0 ist, um 
sofort schlieBen zu kénnen, daB es = 0 bzw. = 1 sein muB. 

Wir belegen dies durch Erledigung des dritten der oben genannten 
Beispiele, dessen Aussage, soviel ich sehe, trotz ihres pragnanten Charakters 
bisher noch nirgends bewiesen steht. Hierdurch ist dann natiirlich auch 
das 2. Beispiel mit erledigt. 


Satz 13. In der Kettenbruchentwicklung fast aller Irrationalzahlen 
kommt jede natiirliche Zahl und eine jede unendlich oft vor. 

Beweis. Diejenigen Irrationalzahlen z in 0...1, in deren Ketten- 
bruchentwicklung der n‘* Teilnenner 6, (n =1,2,...) einen bestimmten 
Wert & hat, erfiillen gewisse ziemlich leicht zu erkennende, abzihlbar un- 


*) L c.*), 8. 268—269. 
) 1. ¢.™), 8. 430. Vgl. auch F. Hausdorff, 1. c.*), S. 425—426. 
Mathematische Annalen. 95. 28 
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endlich viele Intervalle, die in 0...1 liegen und von denen keine zwei 
einen inneren Punkt gemeinsam haben. Die Summe dieser Intervalle be- 
zeichnen wir mit #,,. Sie liefert gleichzeitig das MaB der Menge der- 
jenigen x, fiir die bei festem n und k 


b,=k 
ist. Ziemlich leichte Rechnungen zeigen™), daB — unabhdngig von n — 
2 8 
SER 1) =m S ETI) RTD 


ist. Die Komplementarmenge, also die Menge derjenigen z, fiir die b, +k 
ist, hat also ein MaB y, ; = 1 — 0,4, das — wieder unabhangig von n — 
die Bedingung 
3 2 
1 G1) Ge) SS! TEED 
erfiillt. Hier steht rechts ein unterhalb 1 gelegener Bruch. Bezeichnen 
wir also die eben betrachtete Menge mit M, und setzen den Durchschnitt 
D(M,, M.,,---)=M,, 

so ist I, die Menge derjenigen zx, fiir die b, +k fir y=n,n+1,.... 
Thr MaB ist erst recht <1 — FEET: 


Jetzt ist offenbar Mt,<M,.,<..., und die Grenzmenge 
M = lim M,, 


ist die Menge derjenigen x, fiir die von irgendeiner Stelle an die Teil- 
nenner + & sind. Thr MaB ist ebenfalls 

2 

S1~ saF1) 

Diese Menge IZ kann aber, nach Satz 12, nur das MaB 0 oder 1 haben; 
und da der zuletzt genannte Wert < 1 ist, so ist ihr Ma8 nowendig =0. 
Bezeichnen wir diese Nullmenge genauer mit It(k) und bilden wir die 
Vereinigungsmenge 


M, = S(M(1), M (2), ..-), 
so ist sie ebenfalls eine Nullmenge. Andrerseits ist sie die Menge der- 
jenigen z, bei deren Kettenbruchentwicklung wenigstens eine Zahl k als 
Teilnenner nicht unendlich oft auftritt. Die Komplementirmenge I, zu 
M, ist dann aber eine Menge vom MaBe 1. Dies ist aber gerade die 
Menge, von der Satz 13 handelt. 


| Kénigsberg, den 4. April 1925. 


**) Vgl. E. Borel, 1. c.*), S. 264—268, und F. Hausdorff, |. o.*), S. 422—425. 


(Eingegangen am 8. 4. 1925.) 


























Uber die Aquivalenz zweier Ergebnisse 
der analytischen Zahlentheorie. 


Von 


Alfred Kienast in Kiisnacht bei Ziirich. 


Die Satze der analytischen Zahlentheorie lassen sich bis heute nur 
beweisen unter Zuhilfenahme der Theorie der Funktionen einer komplexen 
Verinderlichen. Dagegen ist es méglich, einige dieser Sitze auf elemen- 
tarem Wege aus andern abzuleiten, d. h. ohne von neuem die Funktionen- 
theorie heranzuziehen. Man sagt, zwei Theoreme seien dquivalent, wenn 
jedes von ihnen durch elementare Uberlegungen abgeleitet werden kann 
unter der Voraussetzung, daB das andere schon als richtig erwiesen ist. 

Das Folgende hat solche Aquivalenzsitze zum Gegenstande. In den 
Formeln treten auf die zahlentheoretischen Funktionen «(m) und A(n). 
u(1)=1; w(m)=—0, wenn nm einen quadratischen Faktor enthialt; 
u(n) =(—1)*, wenn m das Produkt von @ verschiedenen Primzahlen ist. 
A(n) ist null, auBer wenn n die Potenz einer Primzahl p ist, und ist 
dann gleich lg p. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise benutze ich folgende Bezeich- 
nungen: 


a.(2)—Sa(n)n-rig*n,  My(x)— Sm (n) lpn; 
v(x) —[z]= 3(A(n) ~1)=M(z), 3 (A(n)— 1) g*n= MN, (2) 


hy (2) = 3(A(n) — 1)n-* Ig*n. 


Nun besteht der 

Satz 1. Je zwei der Gleichungen 
(1) 90 (00) = 0 (3)  — hy(o) = — 20 
(2) M,(z) = 0(2) (4) M(x) =o(z) 
sind dquivalent. 


28° 
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Die einzelnen in diesem Satze zusammengefaBten Aussagen sind zu 
verschiedenen Zeiten von Landau’) bewiesen worden, mit Ausnahme der 
Aquivalenz von (1) und (2), die erstmals von Axer*) bewiesen ist. 

Weiter gilt*) der 

Satz 2. Je zwei der Gleichungen 


(1) 9,(co)= —1 (3) Igxgo(z) =0(1) 
(2) M, (x) = 0(z) (4) lg x M, (x) = 0(z)) 
sind dquivalent. 


Die Aquivalenzsitze, die im Satz 1 zusammengefaBt sind, sowie die 
Aquivalenz von (1) und (3) in Satz 2 hat Landau’) dargestellt als 
Folgerungen aus einem Grenzwertsatz, Dieser lautet in der vereinfachten 
Form des Satzes 5 der Landauschen Abhandlung: 


Satz. Hs sei die Funktion U(x) fiir x>1 definiert und bei jedem 
jesten t>1 tm Intervall 1 <2 <t von beschrankter Variation. Es set 
ferner 

U(x) = O(m(z)), 


wo w(x) fiir x<& positiv ist, nicht abnimmt, und wo 

f o(2) v~*dv 

§ 
konvergiert. Dann gilt fiir jede zahlentheoretische Funktion f(n), welche 
die Eigenschaften 


Sf (n) =o0(z) 
1 


 |f(n)| = O(z) 
1 
besttzt, zugleich 
» f(n) U(an-) =o0(2). 
1 
Die Voraussetzungen iiber w(x) dieses Landauschen Grenzwertsatzes 
sind erfillt, wenn 
w(z)=2?, O0<d6<1. 
Dieser Fall kommt weiter unten alicin in Frage. 
Wenn man sich die Frage vorlegt, ob zu den genannten Aquivalenz- 





2) Vgl. E. Landau, Palermo Rend. 34 (1912), S. 121—131. 

?) Prace matematyczno-fizyczne 21 (1910). 

*) A. Kienast, Extension to other series of Abel’s and Tauber’s theorems on 
power series, wird in kurzem von der London Math. Soc. verdffentlicht werden. 
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sitzen weitere hinzugefiigt werden kénnen, so bemerkt man bald, daB der 
wichtigste Satz dieser Art der folgende ist. 

Satz 3. Die beiden Gleichungen 


(1) DH(n)n-* Ig*n= — K,, 
wo K, eine Konstante bedeutet, und 


(2) Ig" 2 51(A(n) — 1) = 0(z) 


sind fiir jede positive ganze Zahl k dquivalent, unter der Voraussetzung, 

da ihre Aquivalenz fiir jede ganze Zahl kleiner als k bewiesen ist*). 
Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist der Beweis dieses Satzes. 
In den Gleichungen 


Ig* a My-1(z)=0(x), Ig*a(gp-a(z)— Ke-s) = 0(1), A—0,1,2,...,k 


kommt der Logarithmus in derselben Potenz & vor; ich will sie die 
u-Gleichungen k-ter Stufe nennen. Die Gleichungen 
Ig*a Ne-a(x)=o(2), Igta(Ay_i(z)+ He-1)=0(1), 4=0,1,2,...,k 
seien als die A-Gleichungen k-ter Stufe bezeichnet. 
Satze 1 und 2 fiihren zur Vermutung, daB man beweisen kann: 
Satz 4. Die u-Gleichungen k-ter Stufe sind unter sich dquivalent. 
Satz 5. Die A-Gleichungen k-ter Stufe sind unter sich dquivalent. 
Der Satz 3 wiirde dann die Verbindung schaffen, so daB alle Glei- 
chungen k-ter Stufe aquivalent sind. 
Ich werde hier die Satze 4 und 5 nicht vollstindig beweisen; ein 
erheblicher Teil dieser Aquivalenzen 1a8t sich allein durch partielle Sum- 
mation ableiten; auferdem fiihren die Gleichungen, die zum Beweise von 


Satz 3 n6étig sind, sehr kurz zu wichtigen Teilen (Satze 9 und 10) der 
Satze 4 und 5. 


I, 


Das wichtigste Hilfsmittel bei den angekiindigten Beweisen ist eine 
Erweiterung des Landauschen Grenzwertsatzes, wie folgt. 


Satz 6. Hs sei die Funktion U,(zx) fiir x>1 definiert und bet 
jedem festen t>1 tm Intervall 1 <2x<t von beschrankter Variation. 
Dann besitzt lg? xU,(x), wo p=0,1,2,..., diese Higenschaft ebenfalls. 
Es sei ferner 

lg? x U, (x) = O(@(z)), 


*) In Bezug auf (1) und (2) vgl. Landau, Handbuch der Primzahlen 8. 594 und 
8. 195. 
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wo lg-?xm(x) fiir x>E positiv ist, nicht abnimmt, und wo 
x 

(3) Sig-?(en-1) w(2n-*) = o(xlg-? z) 
i 


fiir jede Funktion X = o(x). Dann gilt fiir jede zahlentheoretische Funk- 
tion f(n), welche die Higenschaften 


F(z) = Sf(n) = o(xlg-? x) 


G (2) = 3 |f(n)| = O(z) 
besttzt, zugleich 
= f(n) Ig? n U,(xn-*) = o( 2). 


Beweis. Es ist 
lg? x = (Ig(an-*)+ Ign)” 

= Ig? (an-*) + plg?-*(rn-*)ign+...+ plg(an-*)lg?-1n + lg? n; 

somit erhilt man 
S f(n) lg?nU,(xn-1) = — p Sf(n)lg?-*n lg(an-*) U,(2n-1) —... 
— Sf(n) lg? (2n-*) U, (2n-) + lg? 2 3 f(n) U,(2n-), 

wodurch der Ausdruck der linken Seite zerlegt ist in eine Summe von 
Ausdriicken derselben Form, in denen aber die Potenz des Logarithmus 
héchstens die (p — 1)-te ist; auBerdem tritt noch das mit lg?z multi- 
plizierte Glied auf. Diese Zerlegung gestattet die Durchfiihrung der voll- 


standigen Induktion. Man nimmt an, der Satz sei bewiesen fiir alle ganzen 
Zahlen 0,1, 2,...,—1; dann folgt 
> f (n)ig?nU, (x2n-*) = lgrx S f(n) U,(xn-*) + 0(zx), 
und wenn man noch zeigen kann, daB das erste Glied rechts von der 
GréBe o(x) ist, dann ist der Satz bewiesen fiir p. Fiir p= 0 fallt er 
aber zusammen mit dem Landauschen Grenzwertsatz, und somit gilt er 
fiir jedes ganzzahlige positive p. 
Um 
Ig? x S f(n)U, (2n-*) = o(z) 

zu beweisen, mu8 man an dem Beweise des Landauschen Grenzwertsatzes 
nur ganz geringfiigige Anderungen anbringen, die durch die erweiterte 
Voraussetzung F(x)—o(x lg-?x) bedingt sind. Im iibrigen kann man 


jenem Beweise wértlich folgen; ich tue das in duBerster Kiirze. Landau 
setzt ‘ 


o> Ee P(s)| = O(s). 
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Aus der Voraussetzung folgt hier 
@(z)=o(alg-*z). 


V(t) bezeichne, wie im Landauschen Beweise, fiir ¢ > 1 die nach Voraus- 
setzung endliche obere Grenze der Schwankungssumme der Funktion U, (x) 
im Intervall 1...¢. Jetzt wird fiir x>1 eine Funktion z(x) so de- 
finiert, daB 


(4) loz. 
(5) lim z = co 


Ve) =e (Ge ws =} 


was sich auch hier stets erzielen la8t; z. B. dadurch, da8 man z definiert 
als die gréBte ganze Zahl, fiir die 


2<x und V(2)<V— = 


Ig? 2 (2) 


SchlieBlich wird gesetzt 2z-1 = y, so daB nach (4) 1S y<z, und nach 
(5) y=o(z). 
Nun zerlegt Landau 


x Vv a 
p(n) U,(en-*) — Ef (m) 0, (en) + FS t(n) U, (en-s) = 2, + 3. 
Infolge der Voraussetzungen existieren zwei positive Konstanten A, B, 
so daB fir z>1 
|U,(x)| SG A@(x)lg-?2 
G(z)< Bz. 
Wenn 1 <2, so ist entweder y <1; dann ist 2,—0; oder y>1, 
und dann ist, wenn G(0)=0 bedeutet, 


|3,| < A 3(G(n) — G(n — 1))w (en-1)lg-? (20-1) 


<A 3G(n){o (a n-1)lg-? (a n-*) — w(x(n + 1)-*) lg-? (x(m+1)7*) 
+ AG(y) o(zy-*)Ig-? (xy-*) 
< AB ¥ w(xn-)lg-?(en-) =o(zrlg-?z). 


Fiir jedes z>1 ist entweder y=, also 5,=—0; oder es ist 
z>y-+1 und somit 
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= S(F(m) — F(n+1))U,(2n-") 
y+ 


~ 3 F(n){U,(2n-) — U,(2(n+1)-)} — F(y)U,(2(y + 1)") 
¥ 
+ F(z) U, (x [x}~*). 
Jedes in F vorkommende Argument ist kleiner als z und man erhilt 
|| < (x) {3 V(2) + 2|0,(1)|} = o(elg-r2). 
ZusammengefaBt folgt die Behauptung 
=, + 2, = 0(rlg-? 2), 


w. z. b. w. 


Dieselben Betrachtungen, die Landau anstellt, ergeben hier, daB die 
Bedingung (3) gleichbedeutend ist mit der Konvergenz des Integrals 


aitenie 


vig? v 


Aus diesem Beweise ersicht man sofort, daB man den Satz erweitern 
kann zum 


Satz 7. Unter den Voraussetzungen des Satzes 6, in denen lg? x 
ersetzt ist durch (Igz)’**, q=1,2,3,..., also 


(Ig x)?** U, (x) = O(@(z)) 
Sf (n)=o{z(lg2)?*} 
S (lgxn-)? w(en-1) = of{x(Igz)?-*}, 
gilt 
Igtx Sr(n) lg? nU, (xn-') = 0(z). 


II, 


Zur Vereinfachung der spiteren Darstellung erwahne ich hier einige 
Formeln, die dann benutzt werden. 


Mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel*) erhalt man 
Fn" Ig’n =(r + 1) ‘(Igx)"** + €, + O(a-'Ig"z), 
1 


wobei ©, Konstante sind, die durch diese Gleichungen definiert sind, und 
wo speziell ©, — C die Eulersche Konstante ist. 


®) Vgl. z. B. Wirtinger, Acta Math. 26 (1902), S. 255-271. 
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Das Verfahren, durch das Dirichlet*) die Formel 
Sd(n)=a2lgr+(20—1)2+0(2) 
erhalten hat, lifert auch die folgenden : 
3 n-td(n) =/,Ig*e + 20lgx— 26, +0°+ 0(a-*lgz) 


iz d(k) =1/,elg*x +(3C —1)zlgx—3(€, —O° + C0—*),)z 
a +0(2") 

3 d(n) Ign = alg*x + 2(C — 1)algx—2(C —1)2+O(2lgz) 

s n~'d(n)ign = */, lg* x + Clg*z +-(2C€, — €,)+ O(a-"alg*z) 
2, eh) lek ="/,alg*ax+(20—1)alg*x+2((C—1)*—G,) alge 
r —2((C— 1)*— 6,)2+O(a%lgz) 

Sd(n)lg*n =alg*x+(2C0— 3)alg*x —2(2C— 3)algz 

+2(2C0—3)2+ O(a'-lg* z) 

ee Igkigs ='*/,xlg*x—*/,x2lg*x+(26,+1)algz 


—(26,+26, +1)2+0(xlg*z). 


Es sei 
u=C'+0*-200= S(—Ign+d(n)—2C)n-"*= Sen-*. 
Dann ist 


se= O(z'), 
1 


=z 
=e! = (Ign +d(n)+2C)=O(algz), 
somit 
4 + r+1 
3 ¢,|le"n = O(2(Ig2)"*"), 
und wenn man das soeben erwahnte Dirichletsche Verfahren anwendet, 


erhalt man fiir die summatorische Funktion des Produktes (—1)’ uu” 
den Wert: 


(6) 3S ererlg’s = O( x" (Igx)"**). 
k-Asez 


Endlich braucht man an zwei Stellen den Wert der summatorischen 
Funktion 9 von 


a er - P b(o, n) "Bee 
* P. G. Lejeune-Dirichlet, Werke 2, 8. 49—66. 
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wobei die Voraussetzungen gelten: 





SA(d) =2+0(2x(Igz)*), 50(0, ») = 0(x(Igz)~*); 


o,t sind ganze positive Zahlen, und Min(o —1,1)>1. Nach Satz 1 hat 
man ferner 
S27 A(4) = O(Igz). 
i 
Es ist 
@= 5 A(k)0(o, 2) 


kiss 


ve 3 r 4. 
— ¥ A(b) 30 (0, 2) + $0 (0, a) 3 A(b) — FA(b) 3 0(0, 2), 


= T; = 


oS -heie 


- T, + 
und man erhilt 


vz 
T, = 0(2(Igx)*) S4-* A (4) = o(z(Igz)'~’), 


T= ¥S 0(0, A){xa~* + o(xd~* (Ig zd" )“*)} 


vz -1 —t yz -1 
=z SA 8(0,4)+ 0(x(Igz)*) SA (a, a). 
1 1 
Partielle Summation ergibt 


Si 0(0,a) = o( > a~* (Ig )~*) + 0((Igz)~*) = o((igz)'~*), 
V 


Ve+1 z+i 
somit, wenn Min(o —1,t)=e21, 
T, = x S148 (0,4) + 0(2(Igx)~*); 
1 


denn, wenn 9>1, so konvergiert die als Koeffizient von 2 auftretende 
Reihe. 


T, = {Vz + 0(x'*(Igx)~*)} o(x "(Ig x) ~’) = (x (Igx)~’); 
somit ist schlieBlich 
(7) @=2 SA* 8 (6, 4) + 0(x(Igz)*). 


ITT. 


Ich wende mich hier dem Beweise desjenigen Teiles von Satz 3 zu 
der die Konvergenz der Reihe 


(1) 5 n(n) n-igtn = — K, 
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voraussetzt. AuBerdem ist Voraussetzung, daB Satz 3 bewiesen ist, wenn 
an Stelle von & irgendeine ganze Zahl kleiner als & gesetzt wird. Es soll 
gezeigt werden, dab 


(2) Ig*x No(x) = o(). 
Zu diesem Zwecke berechne ich zunichst einige Formeln. Setzt man 
ZAM) —1) ler 4=8,,,» 
so ist 
V.(2)—= 3B. 
die summatorische Funktion von 
(—1)* S00 +0)" =o, 
und es soll gezeigt werden, daB 
(8) V(x) = — Ja + 0(x(Ig2)-**""*), 


fir r=0,1,2,...,(&+1), wo J, eine Konstante bedeutet. Diese Glei- 
chung besteht fiir r=0; man hat 
V,(2) = J 2 (A(a) —1)= 3 (Ign — d(n)) = — 202+ O(2'), 
/n 
so daB 
J,=2C. 
Ich nehme nun an, (8) sei richtig fir r—0,1,2,...,7r, und be- 
weise, da8 die Gleichung dann auch fiir r +1 Geltung hat. 
Zunachst ist 
(9) 41 = — 1+ 0720" v,. 
Wegen der Voraussetzung (8) setzt man 
%,+ J. = t, is > (B,.. 7 J,)n-*. 
Die Voraussetzung hei®t daher jetzt: 


(10) 2,(2) = V,(2) +-J,2— 3(B,4+ Jp) = 0(2(Ig2)"™") 


fiir alle ganzzahligen k, wobei an Stelle von r jede ganze positive Zahl, 
die kleiner oder gleich r ist, r << & gesetzt werden kann. An Stelle von (9) 
tritt jetzt 

(11) Orsi = — +o" ut,— Ct +204, 


wenn w die in § 2 erklarte Dirichletsche Reihe ist. Aus dieser Gleichung 
erhalt man die gewiinschte, wenn man an Stelle jeder Reihe ihre sum- 
matcrische Funktion setzt; diese sind jetzt zu bestimmen. 
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Partielle Summation ergibt unter Verwendung von (10) die sum- 
matorische Funktion von #; 


3 (B,n+J,)lgn = 0(2(Ig2)**). 
Die summatorische Funktion des zweiten Gliedes in (11) ergibt sich aus 
ohm A PE (S 8 +o) + Fe} = (— 1) a (oa + 20)" + Jw 
= (1) ua Sra? (o-*) 4 De. 


Die summatorischen Funktionen der Produkte uu”~” sind in (6) be- 
rechnet worden; sie haben den Wert U(x) = O(2*), 0<46<1; die sum- 
matorischen Funktionen der Produkte uu”~”(¢~*) haben die Gestalt 


Sp (n)ig*nU(2n-). 
1 
Hier ist der Satz 6 anwendbar, und aus (1) folgt, daB die Voraussetzung 
a 
2 u(n) = 0(2(Igz)*) 


zu benutzen ist. Es folgt, daS die summatorische Funktion von 
uu*~”(¢-*)™ den Wert o(x(Igxz)’~*) hat, und da » jede ganze Zahl 
von © bis r ist, so hat die summatorische Funktion von ¢~*ut, den 
Wert o(x(Igz)"*). 

Man hat somit fir r—0,1,2,...,&% gefunden: 


(12) Vrs1(2) = 2 (Bra + Jp) + 0(x(Igx)’*). 
7S 

Um nun die Induktion zu vervollstindigen, mu8 gezeigt werden, daB 
fir r=0,1,2,...,8 
(18) W, (a) - z (Bra + Jp) = Joys 2 + 0(x(Igz)”*"’). 

ree 

Um diese summatorische Funktion umzuformen, gehe ich wieder zur 

zugehérigen Dirichletschen Reihe iiber. Diese ist 


Che C{(—1) 7 C(07 0° +0)" +- FG}. 
Man hat 


Cty — 5 (e%)' — Ce + ye 
und mit Hilfe der Formeln des § 2 
W(x) =(C* + 36,)2+O0(2"), 
somit J,= 0° +36, 
chm die’y atest eety tae, 








2 eee ee 
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und wieder mit Hilfe der Formeln des § 2 
W, (x) = (20° + 606, + 4€,)2 + O(2*Igz), 
J,=20° +606, +46,. 
Man verifiziert leicht 
(14) Ct —(C8,_,)' + 20770 (04,_,) + 9,0". 
Da (13) giiltig sein soll, fiihrt man 


2,-,= Ct, xa JC = 2 %e-1,0%"* 


somit 


ein, wodurch (14) iibergeht in 
(15) Ct, = — apa FOO aa + J,(0' +0"). 


Geht man in dieser Gleichung wieder zu den summatorischen Funktionen 
iiber, so erhalt man den gesuchten Ausdruck zur Berechnung von W,(z2). 
Dieser dient dazu, (13) zu beweisen. Hierzu mu man eine zweite In- 
duktion ausfiihren, die an (15) anschlieBt. Man nimmt an, (13) sei be- 
wiesen, wenn an Stelle von r Zahlen gesetzt werden, die kleiner als r 
sind, oder, was dasselbe, daS man fiir m= 0,1, 2,...,(r —1) hat: 


x 
(16) DIm.n = 0(2(Ig2)"*~"). 
Fir m= 0 ist 
> Yon = Wo — J, x2 = O(n). 
Fir m=1 ist 
Zin = Wy — ye = O(a%lgz). 
Und mit Hilfe von (15), worin jetzt r>2 angenommen werden kann, 
1a8t sich zeigen, daB (16) auch fiir m =r giiltig ist, wodurch dann (13) 
bewiesen ist. 
Die summatorische Funktion von ¢’-+-¢*=u+2C¢ ist 20z+O0(2"). 
Zweitens folgt durch partielle Summation mit Beriicksichtigung von (16) 


37,-1nlen = 0(x(Igx)"*""*). 


w-Ls 


Drittens ist die summatorische Funktion von — [> *f'z,_, 


2) = 4 A A 
1 i ( Vens.es 
wobei (16) fiir m=r—1 und 
3 A(a) = 2+ 0(x(Igz)'~*) 
1 


zu benutzen sind. 6, ist in (7) berechnet, und man hat zu setzen 
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t=k—1, o=k+2—r. Nun ist 9 = Min(o—1,t1)—o—-1=—k+1-—r 
wegen r>2. Somit 
O,=2 a" Ve-1,.9 + o(x(Igz)"**). 

Da r<k, so ist g=>1, was zur Konvergenz des Faktors von x not- 
wendig ist. 

Tragt man alles in (15) ein, so erhilt man als summatorische Funk- 
tion von ¢t, 
(17) W(2)=2{-—2Sr"y_, ,+203}+0(x(lgz)’*”), 


womit man zugleich eine Darstellung der erwarteten Konstanten J, ,, 
erhalten hat. Damit ist die Induktion vollstaindig; denn (17) beweist (16) 
fir m=r. Damit ist (13) bewiesen fir r—1,2,...,%, und dies gibt 
mit (12) fir r—k die Formel 


r-i,r 


(18) Bena=—, 5 (Bret Ae) +0(2) = — Aye e+0(2). 


IV. 


Im vorangehenden Paragraphen sind die Beziehungen berechnet worden, 
die zwischen den in Frage kommenden Ausdriicken bestehen. Ich kehre 
zuriick zu den Voraussetzungen, die zu Anfang von § 3 angegeben sind. 
Aus ihnen folgt (18); diese Gleichung 148t sich schreiben: 


SPrsan= 3 M,4.(en-') = —J,,,2+0(z2). 
Die bekannte Umkehrungsformel gibt 
N,-1(2)= 3 m(a){— 442471 + 0(vd-")} = o(zlgez), 
und hiermit folgt 
Ny (2) = 5 My 44(4) — Meo (4—1)} (Ig)! = 0(2). 


Partielle Summation, verbunden mit der Voraussetzung, daB die Gleichung 
(k —1)-ter Stufe: (Igx)*~*N,(x) = 0(x), bewiesen ist, ergibt 


Ig* x N, (2) — N,(z)=o0(z). 


Damit ist der Teil des Satzes 3, der (2) als Folge von(1) behauptet, 
bewiesen. 


Aus den Gleichungen des § 3 kann man noch mehr schlieBen. Ich 
brauche dazu folgenden *) 
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Satz 8. Wenn 


Sa, = o(n) 


lim (1 — x) >’ as -! 


a>1 


existiert, dann ist die Rethe 





p>» k~*a, 
konvergent mit der Summe |. 


Er ist die Ubertragung des Tauberschen Satzes fiir Potenzreihen auf 
Lambertsche Reihen. 


Aus der Definition der GréBen £, , folgt 


pr k+1yé 
Bs, e431 (2 j= ES 2) Ge" = S Br+1,12'. 


1—<2’ 





Nun ist mit Hilfe von (18) 


lim (1 — x) B,, a+: (2) = lim n- ES Pea — Deis. 


2-1 


Nimmt man hierzu die Voraussetzung 


(19) Ne+i(%) = 0(x) 
so folgt nach Satz 8: 
(20) Iry+1 (00) = 3(A (4) — 1)" (Iga)? = — Jy 


Andererseits folgt (19), wenn man voraussetzt, daB die Reihe h, , , (00) 
konvergiert. Somit gilt der 


Satz 9. Setzt man voraus, daB die Gleichungen k-ter Stufe bewiesen 
sind, so folgt, dap 
N,+1(%) = 0(x), hy .1(C0) = —Ihy, 
dquivalent sind. 
Mit Hilfe von (12) ist 
(By + d,) x 
B, (2) =) = - > Prsui a* 


1—-x4 


und wegen (18) 
(21) jim (1— x)B, ,(z) = lim —n- SB Prssi= Ines 


Gleichung ais) geschrieben fiir k seed 


(22) 3 (Px.2+ 4) = 0(2). 
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(21) und (22) sind die im Satz 8 auftretenden Voraussetzungen und es 
folgt 
(A, + J,)a-" “F re 


Endlich folgt aus (20) 
Jy=(— UP C(O + 0)},-3 


und hierdurch lassen sich die Konstanten J, in Beziehung setzen zu den 
Koeffizienten der Reihe 


¢(s)=(s —1)7*+04+0,(s —1)+ 0,(e—1)°+... : 
Man findet mit den in §3 angegebenen Werten von J,J,J, 
C,= —&,, 20, = &,. 
DaB die hier fiir k = 1, 2 gefundene Gleichung 
k!0,=(—1)*6, 


fiir alle k besteht, la8t sich leicht beweisen, ausgehend von Gleichung (3 ) 
S. 162 in Landaus Handbuch der Primzahlen, in ahnlicher Weise, wie an 
jener Stelle die Formel fiir k = 0 bewiesen ist. 


V. 


Um den zweiten Teil des Satzes 3 zu beweisen, hat man auszugehen 
von der Voraussetzung 


(2) Ig'a 5 (A(n) —1)=0/(z), 
1 

und es soll bewiesen werden, dai 
(1) Nu(n)n-le*n= — K, 
konvergent ist. 

Hier berechne ich die summatorische Funktion 

H(z)=3Se,,, Sy(digra—e,,, 
1 . in . 

die zur Dirichletschen Reihe 


f,.=(—1)'C(¢7)" = Sa n~* 


rn 


gehért, und ich werde zeigen, dab 
(23) H, (x)= —_ K, x + o(x(lgz)~**"~*) 
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fir r=1, 2,3,...,(4-+1), worin K, eine Konstante bedeutet. Diese 
Relation ist fiir r=—1 erfillt; denn 


H, (2) = E a(a)lga=— FA’) = ~ 2 +0(x(lgz)™) 


mit Verwendung der Voraussetzung (2). Somit hat K, den Wert 1. 

Ich nehme jetzt an, (23) sei bestatigt gefunden worden fir 
r=1,2,...,7 und werde zeigen, daB diese Gleichung dann auch richtig 
ist fir r +1. 


Man verifiziert leicht 
(24) froi=— to C'T,. 
Da (23) bestehen soll, so fiihrt man 
f,+ Ko =p,= S(¢,,,+ K,)n-* 


ein und man hat somit die Voraussetzung, daf 
(25) L(x) =H, (x) +K,2— 3'(a, ,+ K,) =o(2(Igx)~**"-") 
1 


fiir alle ganzzahligen &, wobei an Stelle von r jede ganze positive Zahl 
gesetzt werden kann, die kleiner oder gleich r ist, r<k. Damit geht 
(24) iiber in 


(26) frar=— pi+(o7*t' +o) p,—lp, 


und hieraus erhalt man die gewiinschte Formel, wenn man fiir jedes 
Glied seine summatorische Funktion einsetzt. 


Durch partielle Summation, unter Beriicksichtigung von (25), erhalt 
man als summatorische Funktion von p’ 


3 (ey, + K,)ign = o (x (Igx)~***). 


Die summatorische Funktion des zweiten Gliedes in (26) ist, abge- 
sehen vom Vorzeichen, 


3(A(n)—1)L,(en-1), 


und auf diese Summe laBt sich Satz 6 anwenden. Die Bedingung dieses 
Satzes, daB das Integral { w(v)v-*lg-? udu konvergiert, ist hier infolge 
von (2) und (25) erfiillt; denn das Integral 


fo(1)v-*(Igv)“***""* de 


ist konvergent; da r<k und k>1, so ist 2kK—r+1>k+12>2. 
Die Voraussetzungen des Satzes 6 iiber f(n), welches im vorliegenden 
Mathematische Annalen. 95. 
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Falle A(n)—1=y(n)—y(n—1)—1 ist, sind wegen (2) ebenfalls 
erfiillt. 
Somit ergibt Satz 6 


5 (A(n) — 1) L,(2n-") = 0(2(Igx)-***"). 
1 


Setzt man diese summatorischen Funktionen in (26) ein, so folgt 

(27) B,4(2)= — J (44+ K,) + 0(#(lg2)"™’). 
v22 

Die Induktion zum Beweise von (23) ist erst vollstandig, wenn noch 
gezeigt ist, da fiir r—0,1,...,k 
(28) P, (x) i Py (4,4 + K,) _ - K, 4% + o(x(Igz)~***). 

P.(x) ist die summatorische Funktion der Dirichletschen Reihe 

Cp, = o{(—1)0 (077) + K, 2}. 
(p=, da K,= 0; 


Fiir r = 0 ist 


somit 
P,(z)=2; K,=1. 
Fiir r=1 ist ' 


fp,= 0 + 0%§=—u+2Ce; 


somit 
P, (x) =2C0x+O0(2"); K,=20. 

Es ist 
(29) Sp. = — (Sp,-1)' + 207° 0 (Cp) + Ko. 
Da (28) bestehen soll, so fiihrt man 
(30) Cp,» —- K,C=4,-; 
ein, wodurch man aus (29) erhialt 
(31) CP, — Gar t 207'0'g, 1 + (0° +0"). 


Setzt man hier fiir jedes Glied seine summatorische Funktion, so erhalt 
man einen Ausdruck fiir P.(2), mit dem man (28) beweist durch Aus- 
fiihrung einer zweiten Induktion. Man nimmt an (28) sei bewiesen fiir 
r=0.1,...,(7—1) und zeigt jetzt, daB (28) dann auch fiir r richtig 
ist. Setzt man 

G = 36,,,n-*, 


so ist die Voraussetzung ausgedriickt durch 


(32) > 5y,4 = P, (2) — Ky4, (x) = 0(x(Igz) taytinatet 


1 
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fiir y=1,2,...,(r—1). Diese Voraussetzung ist erfiillt fiir »—1; denn 
q, = 6p, — Ko =0'+0*-— 200 =u. 


Jetzt berechne ich die summatorischen Funktionen der Glieder in (31) 
und beweise dadurch, da8 (32) auch gilt fiir »—r>2, wodurch (28) 
bewiesen ist. 


Erstens folgt durch partielle Summation mit Hilfe von (32) fiir die 
summatorische Funktion von g;_, 


Sd d-ralgn = 0(z(Igx)~*-**"). 
1 


Zweitens hat die summatorische Funktion von ('+ f*—u+20¢ 
den Wert 
20z+0(2"*); 


und drittens ist zu berechnen die summatorische Funktion von — ¢~*¢'g,_,, 


namlich 
0, 2A (4) b-3,%5 

wobei zu benutzen sind 

s A(A)=2+0(x(Igx)~*); , = 0(a(Igx)~*~**’). 

1 1 
@, ist in (7) berechnet worden; man hat zu setzen t= k; o=k+2—rF. 
Da hier r>2, so ist 9 = Min(o —1,t1)—=o—1=—k+1—rf und daher 

0, = x 5 v-18,_1,+ 0(x(Igx)~*"?*"), 


Da r <k, so ist g@>1 und somit konvergiert der Faktor von z. 


Tragt man dies alles in (31) ein, so erhilt man als summatorische 
Funktion von ¢p, 


(33) P.(z)=2{-—2 S141, + 20K,} + o(x(Ig2)*""*"). 


Damit ist die Induktion vollstindig; mit (33) ist (32) fir » =r und 
damit (28) bewiesen. (28) gilt also fiir r—1,2,...,%. Damit ist aber 
auch die Induktion zum Beweise von (23) vollstandig und man hat 


(34) 2 Oe +10 — ~ FMM + K,) + 0(2) = — K,,,%+0(z2). 


VI. 


Aus den Beziehungen, die im letzten Paragraphen bewiesen wurden, 
kann man leicht die Schliisse ziehen, die den zweiten Teil des Satzes 3 
ausmachen. 


29° 
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Zunichst ziehe ich eine Folgerung mit Hilfe von Satz 8. Die De- 
finition der «, , ergibt 


i)(lga k+1,4 
Ws, nos(2) = SAO CeAy = =») ess. 2'. 
Nun folgt wegen (34) 








(35) fim (1 — 2) Ws, 241 (2) = lim m-* 3 eay1,4 = — Kyas. 
> n> 

Nimmt man hier die Voraussetzung 

(36) M,,, ,(%) = 0(2) 


hinzu, so sind in (35) und (36) die Voraussetzungen des Satzes 8 gegeben 
und es folgt 


(37) Ini, (Co) = — K,,,. 


Setzt man dagegen voraus, die Reihe g,,, (co) konvergiere, so folgt (36) 
durch partielle Summation; somit 


Satz 10. Setzt man voraus, dap 


Ig*z 3(A(4) —1) = 0(z) 
i 
bewiesen ist, dann sind 


M,,,,(«) = 0(2), 9x+1(CO) = — Ky, 
dquivalent. 


Auf Grund der Voraussetzung des Satzes 10 wurde Gleichung (34) 
bewiesen, die man schreiben kann 
a Bern = J M,,,(2n-') = — K,,,2+0(z2). 
’ 1 1 
Die Umkehrungsformel gibt 
z 
M,., (2) = ~ (4){— K,,, 247" + o(xi~*)} =o(xlgz), 
woraus folgt 
zr 
(88) M(x) = S°(My ys (2) — Mya (4 —)(Iga)* = 0(2). 
Durch Satz 10 weiB man aber, daB (38) dquivalent ist mit 


g,(co) = — K, und somit ist auch der zweite Teil des Satzes 3 bewiesen. 
Aus (34) folgt 


(« i,t K,) x 
a, . (2) =D) 4 = - D> Mes1,2" 


und 


n 
(39) lim (1 — 2) MH, , (2) = lim — n-* Dey 1,2 = Kosi. 
zl 


a->@ 1 
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Gleichung (34) geschrieben fiir & lautet 


(40) 3 (an: + Kx) = 0(z). 


Mit (39) und (40) sind wieder die Voraussetzungen des Satzes 8 gegeben 
und es folgt 


2 (%,,, + K,)n-? = K,4,- 
Endlich folgt aus (37) 


K, a (— oS eh {(t7 cw 
und hieraus 


¢7* = (se —1)—C(s—1)*—... —(k!) "°K, (s—1)*—.... 

Zum Schlu8 kann man die Verbindung zwischen den Konstanten J, 
und K, herstellen. Durch Multiplikation vorstehender Reihe fiir t~* und 
der in § 4 angeschriebenen Reihe fiir ¢ erhilt man die K, ausgedriickt 
durch die C,. Weiter benutzt man die Reihe fiir ¢ um 


e’+0*§—-20t—u 


in eine Potenzreihe von s —1 zu entwickeln. Aus dieser entnimmt man 
die Werte der in 


Jy = (=P {(uo) $2 = (— DL Tw (EO, 
auftretenden Gré8en und damit sind auch die J, durch die C, ausgedriickt. 


Kiisnacht bei Ziirich, 3. Marz 1925. 


(Eingegangen am 7. 4. 1925.) 








Zur Grundlegung des Klassenkalkiils. 
Von 
David Yule in Che-Kiang (China). 


Einleitung. 


Dem Schréderschen Klassenkalkiil liegt bekanntlich die Beziehung 
der totalen Subsumtion zugrunde’), Huntington bezeichnet diese Beziehung 
mit Q), und hat auf @ ein System voneinander unabhangiger Postulate 
fiir den Klassenkalkiil gegriindet*). a (2b bedeutet: ,,die Klasse a ist vollig 
in der Klasse 6 eingeschlossen“. 


) ist transitiv und reflexiv, aber nicht immer symmetrisch. 


Der vorliegende Bericht stellt die Hauptgedanken einer ausfiihrlichen 
Untersuchung dar, welche bald der Offentlichkeit iibergeben werden soll. 
Diese Untersuchung enthilt u. a. zwei Systeme voneinander unabhingiger 
Postulate fiir den Klassenkalkiil. Dem ersten Postulatensystem liegt die 
mit ! bezeichnete Beziehung der partiellen Subsumtion*) zugrunde. a!b 
bedeutet also: ,die Klasse a ist teilweise in der Klasse b eingeschlossen“. 


! ist symmetrisch, aber nicht immer transitiv und reflexiv. Aus den 
Postulaten lat sich der folgende Satz ableiten: 


(Bc)(z!c).. 

1) Ernst Schréder, Vorlesungen iiber die Algebra der Logik, 3 Bde. (1890—1905); 
AbriB der Algebra der Logik, hrsg. von Eugen Miiller, Teil I (1909), Teil II (1910); 
vgl. C. 8. Peirce, Description of a Notation for the Logic of Relatives, Memoirs of 
the American Academy 9 (1870), 8. 317—378. 

*) E. V. Huntington, Sets of Independent Postulates for the Algebra of Logic, 
Trans. Amer. Math. Soc. 5 (1904), 8. 288—309. 

*) Vgl. Schréder, Vorlesungen 2, 1, 8S. 95—117; Whitehead, Universal Algebra 
(1898), Kapitel III; Frau Ladd-Franklin, On the Algebra of Logic, Studies in Logic 
by the members of the Johns Hopkins University, hreg. von C. 8. Peirce (1883), 
8. 17—71. 
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Dieser Satz heiBt in Worten: ,,es gibt wenigstens eine Klasse c derart, 
daB fiir jede Klasse x, wie sie auch gewahlt sein mag, ,x!c‘ falsch ist“, 
oder ,,es gibt wenigstens eine Klasse c derart, da keine Klasse in der 
Beziehung ! zu c steht“. Es kann auch bewiesen werden, da8 es héchstens 
eine solche Klasse ¢ gibt. Diese Klasse heiSt die Nullklasse, und wird 
mit Z bezeichnet. Aus (x! Z), folgt Z!Z. Fir Z ist ! nicht reflexiv. 

a(2)b laB8t sich folgendermaBen definieren: 

(aQb) = (x!a-—-2!b),. 

(a!a-—+-x!b), heiBt in Worten: ,,,2!a‘ impliziert ,x!b‘, wie x auch 
gewahlt sein mag‘, oder ,,jede Klasse, die in der Beziehung ! zu der 
Klasse a steht, steht in der Beziehung ! zu der Klasse 6“. 

Dem zweiten Postulatensystem liegt die mit ; bezeichnete Beziehung 
der totalen Exklusion zugrunde. ajb bedeutet also: ,die Klasse a ist 
véllig aus der Klasse 5 ausgeschlossen“. 

; ist symmetrisch, reflexiv nur im Falle Zj;Z und nicht immer 
transitiv. aQ)b laBt sich folgendermaBen definieren: 

(a b) =(2jb-—+-aja),. 

Unsere Postulatensysteme sind einfacher als Huntingtons System. 
Sie haben aber auch ihre Nachteile. Man mu z. B. mit der komplizierten 
Funktion (z!a-—+-%!b), bzw. (2jb-—+-xj a), operieren. Es ist selbst- 
verstandlich, daS unsere Systeme auch zur Begriindung des elementaren 
Teils der Mengenlehre benutzt werden kénnen. 


1. Das erste Postulatensystem. 

Der Klassenkalkiil gilt auch fiir andere Dinge als Klassen‘). Daher 
setzen wir nicht Klassen und partielle Subsumtion als unsere Grundbe- 
griffe voraus, sondern 

I. ein undefiniertes abstraktes System von Dingen, welches wir mit 
K bezeichnen, und 

II. eine undefinierte abstrakte Beziehung, welche wir mit ! bezeichnen. 

Die Variable z in der Formel (z!a--—+-x!b), heiBt ,,gebunden“, 
weil sie in dem Allzeichen ( ), steht. Da es nicht immer bequem ist, 
mit den ,,gebundenen“ Variablen zu operieren, fiihren wir die folgenden 
Zeichen ein. (a € K) bedeutet: ,,a ist ein beliebiges K- Element. (a, b€ K) 
ist die Abkiirzung fiir ,,(a@€ K)&(bE€K)“. Die folgenden Formeln sind 
aquivalent : 

1. (a!b-—+-b!a), ,. 
2. [(a, bE K) & (a!b)|+[b! a). 


*) Vgl. C. 1 Lewis, Survey of Symbolic Logic (1918), Kapitel II u. III; Couturat, 
Lialgébre de la logique (1905). 
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Wir ziehen vor, 2 folgendermaBen zu schreiben: 
(a, b€ K) & (a!b)—-(b! a). 
Eine Variable, die nicht in einem Allzeichen steht, heiBt ,,frei‘‘. Die 


Variablen a und 6b sind ,,gebunden“ in 1, ,,frei* in 2.°) 
Zur Formulierung der Postulate fiihren wir noch zwei Zeichen ein: 


1. (a = b) bedeutet: ,,a und 5 sind dasselbe Element“. 
2. (p =@q) ist die Abkiirzung fiir ,,(p—q) & (q— p)“. 
Postulate: 
0. K hat wenigstens zwei verschiedene Elemente. 
I. (a, b€ K)&(x!a-—+-x!b), &(x!b-—--x!a),+(a=)). 
Il. (a€K) &(a!a)—(z!a),. 
Ill. (a€ K)—-(E£n): 
1. atn, 
2. (bE K) & (bia) —(x!b--+-a!n),. 
IV. (a,b€K)—-(Ep){[(c€ K) & (x!c-—+-x!p)] 
=[(x!e)—(x!a) & (x!b))}.. 


2. Einige wichtige Satze. 
In den folgenden Saétzen kommen nur die Elemente der Klasse K in 
Betracht. Wir bezeichnen sie mit a, b,c, .... 


V. (a!b)—+(b!a). 
VI. Es gibt nur ein n, das III erfiillt. 
Def. 1. Wir bezeichnen das Element n, welches III erfiillt, mit a’. 
VII. Es gibt nur ein p, das IV erfiillt. 
Def. 2. Wir bezeichnen das Element p, welches IV erfiillt, mit ab. 
VIII. [(2!ab)—-(x!a) & (x!b)},. 
IX. (2!b-—+-x!a’),—+(b!a). 
X. (a’)’=a. 
XI. (x!a-—>-2!b), =(a!b’). 
XII. (x!a-—+-x!b), +(x! b'-—-xI!a'),. 
XII. aa=a. 
XIV. aa’!taa’. 





°) Vgl. Hilbert, Neubegriindung der Mathematik, Abhandlungen aus dem Mathe- 
matischen Seminar der Hamburgischen Universitit 1 (1922), S. 167—168. 























Zur Grundlegung des Klassenkalkiils. 449 
XV. (Ec) (zx!c),. 
XVI. Es gibt nur ein c, das XV erfiillt. 
Def. 3. Wir bezeichnen das Element c, welches XV erfiillt, mit Z. 
XVII. (a!b)=(ab+Z). 


V bis XVII lassen sich aus 0 bis IV ableiten. V z. B. laBt sich 
folgendermafen aus III ableiten. 


(Aus ITI. 2): (b!a)—+(x!b-—+-x!n),. 
(Durch Einsetzen): —(a!b-—+-a!n). 
(Durch Umkehrung): —(a!n-—>-a!b). 
Wegen III.1 folgt hieraus mittels des SchluB8prinzips die Formel : 
(Sta) (at). 
(Durch Umkehrung): (a!b)—-(b!a). 


3. Die Widerspruchslosigkeit der Postulate 0 bis IV. 


Die folgende Interpretation®) von K und ! geniigt Postulaten 0 bis IV. 

K=eine Klasse von acht Elementen: m, M, p, P, q, Q, n, N. 
a!b = folgende Beziehung: in der Parzelle, welche durch den Durchschnitt 
der mit a bezeichneten Zeile und der mit b bezeichneten Kolonne gebildet 
wird, findet man das Zeichen *. 
























































! m | p q n y | Q P| M 
" T — —s 
, P * * * * * 4 
q * * * 
n * * * * 
N * * # * * * 
Q * * * * * * 
P ® * * * 
M * | * * * * | * | * 
Tafel 1. 


*) Der hier angegebene Widerspruchslosigkeitsbeweis kann vereinfacht werden. 
Wir haben ihn gewahlit, um die ,graphischen Eigenschaften“ der einzelnen Postulate 
klar zutage treten zu lassen. 
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Hier Bias ene 
NQ =P, p= P’; 
ngq=Mn=M, m=M". 


4. Die gegenseitige Unabhingigkeit der Postulate 0 bis IV. 
Jede der folgenden Interpretationen von K und ! geniigt simtlichen 
Postulaten des Systems mit Ausnahme des einen, dessen Zahl angegeben 
ist. Dieses Postulat ist infolgedessen unabhangig von den iibrigen vier. 


0. K =eine Klasse von einem Element m. 
a!b ist durch die folgende Tafel bestimmt. 
! m 

ta | 

aS 


Tafel 2. 





I. K =eine Klasse von zwei Elementen: m und M. 
a!b ist durch die folgende Tafel bestimmt. 
! m M 





1. ist nicht erfiillt im Falle 
a=m, b=HM. 


m 


M 

















Tafel 3. 


Il. K=eine Klasse von vier Elementen: m, M, n, N. 
a!b ist durch die folgende Tafel bestimmt. 


! wlan il vil ml 


att | 
II. ist nicht erfillt im Falle 


| 
1 on. 
































n * 
N * | «| 
= [wll | 





Tafel 4. 


III. K=eine Klasse von vier Elementen: m, M, n, N. 
a!b ist durch die folgende Tafel bestimmt. 


tim | # N | M | 
eS 


“8 ra [ - . i> | III. 1 ist nicht erfillt im Falle a =m. 











= 
* 





—— — 1 b6=M, a=n. 
26b6=M, a=N. 


= 
* 











x 
ie 





III. 2 ist nicht erfiillt in folgenden Fallen: 








=e 


a ee 











ERT 
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IV. K=eine Klasse von zwei Elementen: m und M. 
a!b ist durch die folgende Tafel bestimmt. 




















! | m M 
= - TV. ist nicht erfillt im Falle 
a=m, b=MUM. 
M * 
Tafel 6. 


5. Das zweite Postulatensystem. 


Die Grundbegriffe des zweiten Systems sind: 


I. Ein undefiniertes abstraktes System von Dingen, welches wir mit 
K bezeichnen; 


II. Eine undefinierte abstrakte Beziehung, welche wir mit ; bezeichnen. 


Die Postulate des zweiten Systems, welche wir mit o bis 1v bezeichnen, 
lassen sich aus 0 bis IV folgendermaBen ableiten. 
Man ersetzt 


1. a!b durch ajb bzw. a!b durch aj}, 
2. (x!a), durch (xja),, 
3. (a!a-—>-2!b), durch (%jb-—+-xja),.*) 
0 bis IV und o bis 1v sind ,,Dualsysteme“. Jedem Satz des ersten 
Systems entspricht ein Satz des zweiten Systems und umgekehrt. 


6. Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige Unabhangigkeit 
der Postulate o bis iv. 


Die Tafeln 1 bis 6 bleiben unverandert. 


a;b=folgende Beziehung: in der Parzelle, welche durch den Durch- 
schnitt der mit a bezeichneten Zeile und der mit } bezeichneten Kolonne 
gebildet wird, findet man kein Zeichen. 


7. Das erste Postulatensystem und der Klassenkalkiil. 

Bis jetzt wissen wir noch nicht, daB unser erstes bzw. zweites 
Postulatensystem ein geniigendes System fiir den Klassenkalkiil ist. Da8 
es ein solches ist, ist dadurch bewiesen, da8 wir ein ,,Aquivalenz-Worter- 
buch“ aufstellen kénnen, nach dem jeder Satz des Huntington-Systems 
in einen Satz unseres ersten Systems iibersetzt werden kann und umgekehrt. 


*) 2. und 8. folgen aus 1. 3. liegt die folgende Aquivalenz zugrunde: 


(x!a-—>-2!b),=(z!b-+-zla),. 
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Huntingtons System System ! 
© ons tte «in a’ 
EE sake aw on) ab 
| ae (a’b’)’ 
"EE Pe Z 
Wie Wao 4.0% 6: Z' , 
(aQ@b)...... (a!a-—»-x!b). 


(a@b)+ A ... ab *) 
@OQb)=A ...atb 


8. Die Beziehung der partiellen Exklusion. 


Aus Huntingtons auf @) gebautem Postulatensystem la8t sich ein 
zweites Postulatensystem durch das Dualitdtsprinzip ableiten. Die Be- 
ziehung, welche diesem System zugrunde liegt, bezeichnen wir mit (A). 
Wenn a und b Klassen sind, bedeutet aA) b: ,,die Klasse a ist teilweise 
aus der Klasse 5 ausgeschlossen“. 

















@Q@—!-—i—@ stehen zueinander in der Beziehung der logischen ; 
Opposition®), welche durch folgendes bekanntes Schema dargestellt wird. 
Q kontrar 
i| “se J | 
F oe Jetorieg, F | 

g 2 

' subkontrar ® 


Zur Berichtigung der herkémmlichen Lehre der Subalternation, wo- 
nach das subalternierende Urteil das subalternierte einschlieBt, weisen wir 
auf die folgenden Satze hin: 

1. (a2 b-—-(a!b)* ist falsch, wenn a = Z. 
2. ,,(@;b)—-(@@b)* ist falsch, wenn a= Z. 


*) In Huntingtons System gilt der Satz 
{((2O4) + Al+[(2Od) + Al}, ={a@d}. 
*) Fiir diese Bemerkung bin ich Herrn Dr. Henry M. Sheffer, Lektor an der 
Harvard-Universitét, Dank echuldig. 


(Eingegangen am 16, 4, 1925.) 


s 
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Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik. II. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Ordnung. 


§ 1. Eine Spezies P heiBt virtwell geordnet, wenn fiir die Elemente einer 
Teilspezies der Spezies der Elementepaare (a,b) von P eine als ordnende 
Relation zu bezeichnende asymmetrische Relation definiert ist, welche wir 
durch ,,a < b% oder ,,a vor b‘ oder ,,a links von b* oder ,,a niedriger 
als 6% oder ,,b > a“ oder ,,b nach a“ oder ,,b rechts von a“ oder ,,b héher 
als a“ ausdriicken, und welche, wenn die Identitaét zweier Elemente p 
und g von P durch die Formel ,p = g* zum Ausdruck gebracht wird, 
folgende ,,Ordnungseigenschajften“ besitzt: 

1. Die Beziehungen r=s, r<s und r>s schlieBen einander aus, 

2. Aus r=u, s=v und r<s folgt u<v. 

3. Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Beziehungen r>s und 
r=8s folgtr<s. 

4. Aus der gleichzeitigen Ungereimtheit der Bezichungen r>s und 
r<s folgtr=s. 

5. Aus r<s und s<t folgt r<t. 

Aus den Ordnungseigenschaften folgt unmittelbar, daB jede der drei 
Beziehungen r= s, r <8 und r>s mit der Absurditét ihrer Absurditat 
aquivalent ist. 

Unter einer ordnungsgemadfen Teilung einer virtuell geordneten 
Spezies P verstehen wir eine solche Bestimmung einer virtuell geordneten 
Spezies von Teilspezies P, von P, deren Vereinigung mit P identisch ist, 
daB, wenn p und g Elemente von P der Reihe nach aus P,, und aus P,, 
sind, P,, = P,, aus p=g und p <q aus P,, < P,, folgt. 
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Die Ungereimtheit von r >s wird auch durch die Formel r<s oder 
durch die Formel s>r ausgedriickt, die Verschiedenheit von r und s 
durch rs. 


Wenn a und b zwei Elemente der virtuell geordneten Spezies P sind, 
so verstehen wir unter dem geschlossenen Intervall ab die Spezies der- 
jenigen Elemente ¢ von P, fiir welche weder die Beziehungen c << a@ und 
c <b noch die Beziehungen c > a und c > b zusammen bestehen kénnen. Die 
Elemente a und b heiBen die Hndelemente des geschlossenen Intervalls ab. 


Wenn a und b zwei Elemente der virtuell geordneten Spezies P sind, 
so verstehen wir unter dem offenen Intervall ab die Spezies derjenigen 
Elemente ¢ von P, welche zwischen a und 6 liegen, d.h. erstens sowohl 
von @ wie von 6 verschieden sind und zweitens zum geschlossenen Inter- 
vall ab gehéren. Die Elemente a und b heiBen die Endelemente des offenen 
Intervalls ab. Im Falle, daB a < 6b ist, haben wir a<c< b. 

Die virtuell geordnete Spezies P heiBt tdberall dicht zwischen thren 
Elementen a und b, wenn zwischen je zwei verschiedenen Elementen des 
geschlossenen Intervalls ab Elemente von P liegen. 


Die virtuell geordnete Spezies P heiBt dberall dicht im weiteren 
Sinne oder kurz diberall dicht, wenn zwischen je zwei verschiedenen Ele- 
menten von P Elemente von P liegen, und dberall dicht im engeren Sinne, 
wenn sich iiberdies ein Element von P angeben 148t und sowohl rechts 
wie links von einem beliebigen Elemente von P Elemente von P liegen. 


Die virtuell geordnete Spezies P heiBt nirgends dicht zwischen thren 
Elementen a und b, wenn in jedem zum geschlossenen Intervall ab ge- 
hérigen geschlossenen Intervall pqg*) mit verschiedenen Endelementen 


*) Damit das geschlossene Intervall pq zum geschlossenen Intervall ab ge- 
hért, ist es nicht nur (wie sofort einleuchtet) notwendig, sondern auch hinreichend, 
daB p und g zum geschlossenen Intervall ab gehéren. Unter der letzteren Annahme 
folgt nimlich aus r <a und der Alternative von r>p und r=p, dab p<a, und aus 
r<b und der Alternative von r>p und r=p, daB p<b, mithin aus der Kombi- 
nation von r<a@ und r<b und der Altermative von r>p und r=p die unmégliche 
Kombination von p<a und p<b. Aus der Kombination von r<a und r<b folgt 
mithin die Unméglichkeit sowohl von r>p, wie von r=p, d.h. die Relation r< p, 
und in analoger Weise die Relation r <q, d. h. die Kombination von r<p und r<q. 
Gebért mithin r zum geschlossenen Intervall pq, dann gehért es auch zum ge- 
schlossenen Intervall ab. ‘ 

Aus dieser Eigenschaft folgt weiter, daB, wenn p und g zum geschlossenen 
Intervall ab gehdren und s ein Element von P ist, das unméglich zum geschlossenen 
Intervall ab gehéren kann, die Peziehungen p<s<q und p>s>q unmiglich sind. 
Mithin ist mit s<p weder s>q noch s+q und mit s<q weder 8>p noch s=p 
vertriglich, so daB die Beziehungen s<p und s<q (und ebenso die Beziehungen 
s>p und s>q) auseinander folgen. 
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zwei verschiedene Elemente r und s angegeben werden kénnen, welche 
ein freies Intervall bilden, d.h. zwischen denen kein Element von P 
liegen kann. 

Die virtuell geordnete Spezies P hei&t nirgends dicht, wenn in jedem 
geschlossenen Intervall pg mit verschiedenen Endelementen zwei ver- 
schiedene Elemente r und s angegeben werden kénnen, welche ein freies 
Intervall bilden. 

Wenn zwischen zwei virtuell geordneten Spezies P und Q eine ein- 
eindeutige Beziehung hergestellt ist, welche die ordnenden Relationen in- 
variant 148+, so sagen wir, daB P und Q dieselbe Ordinalzahl besitzen 
oder dhnlich sind. 

Eine virtuell geordnete Spezies heiBt geordnet, wenn fiir jedes Paar (a, b) 
von verschiedenen Elementen eine ordnende Relation besteht’*). 

Eine diskrete geordnete Spezies heiBt auch vollsténdig geordnet. 


§ 2. Ein einfaches Beispiel einer vollstandig geordneten Spezies liefert 
die Menge A, d.h. die Menge der Nummern, wenn wir die ordnenden Rela- 
tionen der in der Folge 3 auftretenden ,,natiirlichen Rangordnung“ der 
Elemente entnehmen. Die hierbei auftretende Ordinalzahl wird mit w 
bezeichnet. Kehren wir den Sinn aller ordnenden Relationen um, so ent- 
steht eine neue Ordinalzahl, die mit *w bezeichnet wird. Geordnete Spezies 
der Ordinalzahl w werden auch Fundamentalreihen genannt. 

Eine geordnete (mithin vollstdndig geordnete) endliche Menge E besitzt 
ein erstes Element, d.h. ein Element, welches vor jedem von ihm ver- 
schiedenen Elemente liegt. Um dies zu beweisen, unterziehen wir HZ einer 
bestimmten Zahlung, so daB wir in Z ein bestimmtes Element 1, ein 
bestimmtes Element 2, usw. erhalten. Wenn nun das Element 1 nicht das 
erste Element der geordneten Menge £ ist, so gibt es in der Folge 3 eine 
erste solche Nummer a,, daB das Element a, von Z vor dem Elemente 1 
von E£ liegt. Wenn auch das Element a, nicht das erste Element der 
geordneten Spezies HZ ist, so gibt es in der Folge 3 eine erste solche 

*) Da8 schon eine virtuell geordnete Spezies P von zwei verschiedenen Ele- 
menten a und b nicht notwendig geordnet zu sein braucht, geht aus folgendem Bei- 
spiel hervor: Es sei d, die »-te Ziffer hinter dem Komma der Dezimalbruchentwicke- 
lung von z und m=k,, wenn es sich in der fortschreitenden Dezimalbruchentwicke- 
lung von x bei dm zum ersten Male ereignet, daB der Teil dm dm+1...dm+o9 dieser 
Dezimalbruchentwickelung eine Sequenz 01238456789 bildet. Es sei weiter a<b, 
wenn sich von k, entweder die Existenz oder die Absurditat der Absurditaét der Exi- 
stenz, und a>b, wenn sich von k, die Absurditét der Existenz herleiten 1a6t. 
Diese Festsetzung geniigt den fiinf Ordnungsbeziehungen, bestimmt also eine virtuelle 
Ordnung von P. Weil aber nicht entschieden ist, da® fiir das Elementepaar (a, b) 
eine ordnende Relation besteht, so liegt keine Ordnung der Spezies P vor. 
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Nummer a,, daB das Element a, von Z vor dem Elemente a, —— und 
gleichzeitig vor allen Elementen 1, 2,3, ... (a, —1) —— von Z liegt. In- 
dem wir in dieser Weise fortfahren, erreichen wir schlieBlich eine solche 
Nummer a, der Folge 3, dab, wenn a in der Folge 3 weiter liegt alsa,, 
das Element a von E nach dem Elemente a, und £ liegt. Alsdann ist a, 
notwendig das erste Element der geordneten Spezies Z. 

In analoger Weise zeigt man, daB jede geordnete endliche Spezies ein 
letztes Element besitzt, d.h. ein nach jedem von ihm verschiedenen Ele- 
mente liegendes Element. 

Je zwei geordnete endliche Spezies E, und E, derselben Kardinalzahl 
besitzen dieselbe Ordinalzahl. Wenn wir namlich sowohl EZ, wie EZ, in 
solcher Weise zaihlen, daB dem ersten Elemente die Nummer 1, dem ersten 
Elemente des Restes die Nummer 2, usw. zugeordnet wird, so brechen 
beide Zahlungen bei derselben Nummer a von 3 ab. Die beiden Zahlungen 
erzeugen mithin eine eineindeutige Beziehung zwischen Z, und #,, und diese 
Beziehung besitzt auch die fiir die Ahnlichkeit beider Spezies erforderliche 
Eigenschaft. 

Jeder endlichen Kardinalzahl (inklusive Null) entspricht somit nur 
eine einzige vollstindig geordnete Ordinalzahl, so da wir die letztere mit 
derselben Nummer wie die erstere bezeichnen kénnen. 


Da8 diese Eigenschaft bei den unendlichen Kardinalzahlen fortfallt, 
sieht man sofort ein, wenn man z. B. die Menge der rationalen Zahlen 
einerseits als eine der Folge 3 ahnliche Menge, andererseits in der natiir- 
lichen Rangordnung dieser Zahlen betrachtet. 


§ 3. Es sei R eine solche virtuell geordnete Spezies von virtuell geord- 
neten Spezies N, daB gleiche Elemente e von M=©6(N) immer nur zu 
gleichen Spezies N geltéren, und gleiche Spezies N immer in gleicher 
Weise virtuell geordnet sind. Die ordnenden Relationen der gegebenen 
virtuellen Ordnungen von R und den N bezeichnen wir mit > bzw. <, 
und definieren wie folgt eine virtuelle Ordnung von M: Wir schreiben 
e’ >e” oder e” <e’, wenn entweder N’>N” oder N =N’ und e’>e”; 
e’>e” oder e” < e’, wenn e’ << e” unméglich ist; e’ >e”, wenn e’ > e” 
und iiberdies e’ +e”. Die Beziehungen e’ > e” und e’ >e” sind dann 
aquivalent, denn einerseits kinnen e’ < e”, e’ 4 e” und e’ > e” nicht alle 
drei zusammen bestehen, so daB e’ > e” folgt aus e’ > e”, andererseits 
folgt e” >e’ aus e” >e’, mithin e’ >e” aus e’>e”. DaB fiir diese 
ordnende Relation der e die Ordnungseigenschaften 1. und 2. erfiillt sind, 
ist evident. Weil die Vereinigung von e’~e” und e’ < e” mit der Ver- 
einigung von e’ +e” und e’ <e”, dh. mit e’ < e” und die Vereinigung 
von e’>e” und e’<e” mit der Vereinigung von e’ > e” und e’ < e”, 
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d. h. mit e’ =e” dquivalent ist, so gelten auch die Ordnungseigenschaften 
3. und 4. Um schlieBlich die Ordnungseigenschaft 5. zu beweisen, setzen 
wir die Beziehungen e’ < e” und e” < e” voraus. Wire dann e’ = e”, so 
hatte man gleichzeitig e’”’<e” und e”<e”, was unméglich ist. Und 
wire e’ >e”’, so hatte man (weil die Vereinigung von e’ > e” und 
e” >e’ zue” >e”™ fiihren wiirde) e” < e’ und daneben (wegen e’ < e”) 
e” > e’, also e” =e’, was wiederum unmédglich ist. Aus e’ <e” und 
e” <e™ folgt mithin die Vereinigung von e’ Ae” und e’<e”, m. a. W. 
e’'<e”, w.z.b. w. 

Die in obiger Weise virtuell geordnete Spezies M bzw. ihre Ordinal- 
zahl m bezeichnen wir als die ordnungsgemaéfe Summe der Spezies N 
bzw. ihrer Ordinalzahlen n, und die Erzeugung dieser Summe als Addition 
der N bzw. der n. Im Falle, daB R eine eidliche vollstindige Ordinal- 
zahl oder die Ordinalzahl m besitzt, findet fiir die Bezeichnung der 
Addition in iiblicher Weise das Zeichen + Verwendung. 


Es sei eine ordnungsgemaBe Teilung der virtuell geordneten Spezies 
M in eine virtuell geordnete Spezies R von Teilspezies N gegeben, wobei 
die innerhalb R und innerhalb M, mithin auch innerhalb eines jeden N 
gegebenen ordnenden Relationen mit > bzw. < bezeichnet werden. Als- 
dann ist die ordnungsgeméBe Summe der N mit M identisch. Wir werden 
zeigén, da die in M auf Grund der Addition auftretenden ordnenden 
Relationen > bzw. < mit denin M urspriinglich vorhandenen ordnenden 
Relationen > bzw. < dquivalent sind. 


Es sei e’ ein Element von N’ und e” ein Element von N’ und es. 
sei e’<e”. Dann ist sowohl die Beziehung N >N’ wie die Vereinigung 
der Beziehungen N’ = N” und e’>e” unméglich, d. h. es ist die Beziehung 
e’>e” unméglich. Wir haben also gleichzeitig e’< e” und e’#e”, d. h. 
wir haben e’ < e”. 

Es sei umgekehrt e’ < e”, d. h. einerseits e’ 4 e”, andererseits e’ < e”. 
Dann ist erstens die Beziehung N > N’, zweitens die Vereinigung der Be- 
ziehungen N’ = N’ und e’>e”, drittens die Beziehung e’ = e” unméglich. 
Nehmen wir nun einen Augenblick an, daB e’>e” wire. Dann wire 
N’=N” unméglich (weil naimlich, wie eben hervorgehoben, die Ver- 
einigung von N =N’ und e’>e” unméglich ist) und N’>N” unmig- 
lich (wie ebenfalls eben hervorgehoben wurde). Wir hitten also N <Q, 
mithin (nach der Definition der ordnungsgemaBen Teilung) e’<e”, womit 
wir zu einem Widerspruch gelangt sind und somit die Unméglichkeit 
von e’>e” bewiesen haben. Und weil e’ = e” ebenfalls unméglich ist, so 
haben wir e’<e”. 

Mithin fiihrt die Addition der aus einer ordnungsgemafen Teilung 
Mathematische Annalen. 95. 30 
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hervorgehenden virtuell geordneten Teilspezies zur urspriinglichen virtuell 
geordneten Spezies zuriick. Umgekehrt gibt es, wie sofort ersichtlich, zu 
jeder Addition eine ordnungsgemafe Teilung der ordnungsgemaBen Summe, 
welche zu den Summanden zuriickfihrt. 

Es sei M die ordnungsgemiBe Summe einer virtuell geordneten Spezies 
von ordnungsgemaSen Summen N von virtuell geordneten Spezies von 
virtuell geordneten Spezies P. Alsdann ist sowohl die Spezies der bei der 
Definition von M auftretenden N wie (auf Grund des Additionsverfahrens ) 
die Spezies der bei der Definition von M auftretenden P virtuell ge- 
ordnet. Bezeichnen wir die Elemente der P mit e, dann besteht nicht nur 
fiir die e eines beliebigen P, sondern auch (auf Grund des Additionsver- 
fahrens) fiir die e eines beliebigen N eine virtuelle Ordnung. Alle diese 
ordnenden Relationen werden wir durch die Zeichen > und < ausdriicken. 
Es entsteht nun fiir die Spezies der e eine virtuelle Ordnung einerseits auf 
Grund der Addition der P, andererseits auf Grund der Addition der N. 
Die aus der ersteren hervorgehenden Beziehungen werden wir durch die 
Zeichen >, <, >, <, > und <, die aus der letzteren hervorgehenden 
Beziehungen durch die Zeichen >, <, >, <, > und < andeuten. (Inner- 
halb eines jeden N fallen diese beiden neuen virtuellen Ordnungen mit 
der fiir dieses N schon bestehenden virtuellen Ordnung zusammen). Unser 
Ziel ist, die Aquivalenz der zwischen den e bestehenden Beziehungep < 
und <, mithin die Gleichheit der beiden erwahnten virtuellen Ordnungen 
der Spezies der e, d. h. die assoziative Higenschaft der Addition zu 
beweisen. 

Es sei e’ ein Element von P’, P’ ein Element von N’, e” ein Ele- 
ment von P”, P” ein Element von N”, und es sei e’<e”. Alsdann ist 
P’<P”, mithin N’<N”. Wir sehen also, daB weder die Beziehung 
N’>N”, noch die Vereinigung der Beziechungen N = N” und e’ > e” be- 
stehen kann, d. h. wir haben e’ <e”. 

Es sei umgekehrt e’<e”, mithin N’<N’. Falls nun NV =N’, ist 
wegen e’<e” auch e’<e”, mithin ist P’>P” unmiglich. Weil mithin 
einerseits die Beziehung N’>N’ , andererseits die Vereinigung der Be- 
ziehungen N =N’ und P’ > P” unméglich ist, so ist P’ > P” unméglich, 
mithin auch P’>P” unméglich. Und falls P’=P” (mithin auch 
N’=N’"), ist wiederum wegen e’<e” auch e’<e”, so daB die Kombi- 
nation von P’=P” und e’>e” unméglich ist. Wir sehen also, daB 
weder die Beziehung P’ > P”, noch die Vereinigung der Beziehungen 
P’=P” und e’>e” bestehen kann, dh. wir haben e’<e”, und die 
assoziative Eigenschaft der Addition ist bewiesen. 

DaB dagegen fiir die Addition von “Ordinalzahlen keine kommutative 
Eigenschaft besteht, zeigt das Beispiel w + 141+. 
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§ 4. Wir denken eine geordnete endliche Anzahl k bzw. eine Fundamental- 
reihe*) von elementefremden, je wenigstens ein Element enthaltenden virtuell 
geordneten Spezies M,, M,, M,,... mit den Ordinalzahlen m,, m,, mg, .. 
gegeben, bezeichnen ein willkiirliches Element von M, mit p,, und 
betrachten die Spezies M=V/(...,.M,, M,, M,) der k-elementigen bzw. 
unbegrenzt fortgesetzten Folgen S=G(p,,p,,.--). Diese Spezies M 
bezeichnen wir als das Vollprodukt der Faktoren ..., M,, M,, M,, nach- 
dem wir sie durch die folgenden Festsetzungen virtuell geordnet haben: 
Wir schreiben £’ >” oder £”<F’, wenn ein solches r existiert, daB 
pi>p,; und p> py fir r<r; FD" oder F°<F', wenn £' <5” 
unméglich ist’); £’>”, wenn £’>F” und £°#F". Die Beziehungen 
f’>F" und F ‘> sind dann fiquivalent, denn einerseits kénnen 
Ss", | #F und £'> FF” nicht alle drei zusammen bestehen, so 
daB £'>F” aus £'> SF” folgt, andererseits folgt F"> F' aus F"> F', 
mithin £' >” aus £ >”. Weiter sieht man unmittelbar, daB fiir diese 
ordnende Relation der £ die Ordnungseigenschaften 1. und 2. erfiillt sind. 
Die Tatsache, daB aus der Vereinigung von £’ 4” und £’< £” die Ver- 
einigung von §' #F” und £’<F", dh. £’<F” folgt, bringt die Ord- 
nungseigenschaft 3. zum Ausdruck. Weil nach dem Vorhergehenden aus 
der Vereinigung von £’>F” und £’<” die Vereinigung von ’>F” und 
£'< 5", dh. £’=F” hervorgeht, so ist auch die Ordnungseigenschaft 4. 
erfiillt. Um schlieBlich die Ordnungseigenschaft 5. zu beweisen, nehmen 
wir an, daB die Beziehungen £’<£” und £”<F”” erfiillt sind. Ware 
dann £' =F”, so hatte man gleichzeitig fv es” und F< raw! was un- 
mdglich ist. Und wire £’>’”, so hitte man (weil die Vereinigung von 
f’>sF” und £° > F' m Ff" >” fiihren wiirde ) F< 5’ und daneben 


*) Die obige Theorie J48t sich miihelos auf Vollprodukte von beliebigen wohl- 
geordneten Mengen von Ordinalzahlen erweitern. Weil aber die Theorie der wohl- 
geordneten Mengen erst spiter zur Behandlung gelangt, so miissen wir uns an dieser 
Stelle auf Vollprodukte von endlichvielen oder von abzihlbarunendlichvielen Fak- 
toren beschrinken. 

*) Schreiben wir F’ <> F” oder F” <<: F’, wenn ein solches r existiert, daB pi > p?” 
und p/ = p” fiir y<r, weiter F’> F” oder F” Se F’, wenn F’ <oF” unméglich ist, 
so fo'gt einerseite F’ > F” aus F’°> SF”, mithin F’ oF” aus F’< F”. Nehmen 
wir andererseits einen Augenblick das Z bestehen von £’ >” und der Un- 
méglichkeit- von F’°>> £” an. Alsdann wiirden fiir ein gewisses r die Beziehungen 
pia pi’, Pi> PY, .--, Po_y2 ps, und p?>p” zusammen mit der Unmiéglichkeit von 
F’o>F” bestehen. Hieraus wiirden wir der Reihe nach die Beziehungen p} = pj’, 
Pi= pt',..., pi_,= pf, herleiten kénnen, welche zusammen mit der Bezichung 
pr>pr die Bezienung F’:>£”, mithin einen Widerspruch ergeben wiirden. Also 
folgt aus der Unméglichkeit von F’ -> £” die Unmiglichkeit von F’ > F”, womit 
die Aquivalenz der Beziehungen F’ <<°F” und F’ < F” bewiesen ist. 

80* 
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(wegen F< F”) auch £" >’, also £’=.F", was wiedecum unméglich ist. 
Aus £’< £” und £”< £” folgt mithin die Vereinigung von £’+F” und 
FSF" ah. F< Ff", wiz. b. w. 

Die Ordinalzahl der in obiger Weise virtuell geordneten Spezies M 
bezeichnen wir als das Vollprodukt V(...,m,,m,,m,) der Faktoren 
accy Mins Mins Mae 

Um die assoziative Higenschaft dieser ,,Vollmultiplikation“ zu be- 
weisen, setzen wir fiir eine endliche bzw. unbegrenzte Folge », = 1, »,,%5,-.. 
von wachsenden positiven Zahlen V ( M, . -. My, -99 +++» My 415 Mr) = N, 
und ordnen jedes N, und jedes V(N,, N,_,,..., N,) virtuell mittels der 
obigen Festsetzungen auf Grund der virtuellen Ordnungen der M,. Alsdann 
laBt jedes Element £ von M sich auch als eine Vereinigung ©(3,, 3e, 33> ---! 
auffassen, wo 3, fiir jedes » ein Element der virtuell geordneten Spezies N, 
vorstellt. Die virtuelle Ordnung, die M auf Grund der letzteren Auffassung 
erhalt, bringen wir mittels der Zeichen =, >, 3, #4, > und > zum 
Ausdruck. Die Aquivalenz der Beziehungen = und = ist dann evident. 
Unser Ziel ist, auch die Aquivalenz der Beziehungen < und <, mithin 
die Gleichheit der beiden eingefiihrten virtuellen Ordnungen der Spezies M 
herzuleiten. 

Es sei £’< £”, mithin fiir beliebiges r (weil namlich aus S(3{, ...,3¢) > 
> S(3/,..., 37) folgen wiirde F’ > F”) auch S (3f, ..., 37) <G(3y, «+ +> Be”) 
Nehmen wir einen Augenblick an, daB die Beziehungen 3; > 3;’,..., 
5r-1 > 3r-1> 5 > Br zusammen existierten. Alsdann wire sowohl © (3/,..., 57) 
< G(31', ..-, 3r ) (woraus némlich 3) < 3)’ fiir wenigstens ein vy <r folgen 
wiirde) wie ©(3j,.--, 37) = S(3f, ---, 3r) unmédglich, d. h. wir hatten 
S (31, --+s Br) > S(3r, ---s Jr), was der Voraussetzung widerspricht. Aus 
£'<F" folgt mithin fiir beliebiges r die Unméglichkeit der gleichzeitigen 
Existenz der Beziehungen 3; > 3,', ..., 3r-1 > 3r-a> Sr > Gr> Gh. die Be- 
ziehung £’ < £”. 

Insbesondere zieht also die Beziehung £ < £” die Beziehung £’< £” 
nach sich. Also folgt aus £'< £” einerseits ff< £. andererseits fx a 
mithin F’=”. Dann aber folgt aus der Beziehung £’ > £” die Beziehung 
£'>F", mithin auch aus der Beziehung £’< F” die Beziehung £’< £”. 

Hiermit ist die Aquivalenz der beiden Beziehungen < und <, mithin 
die Gleichheit der beiden eingefiihrten virtuellen Ordnungen der Spezies M, 
mithin die assoziative Eigenschaft der Vollmultiplikation hergeleitet. 

Fiir die Vollmultiplikation zweier Faktoren folgt die distributive Eigen- 
schajt nach dem rechtsseitigen Faktor unmittelbar aus der assoziativen 
Eigenschaft der Addition in Zusammenhang mit FuBnote ‘). Hieraus folgt 
auf Grund der assoziativen Eigenschaft der Vollmultiplikation, daB die distri- 
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butive Eigenschaft ebenfalls fiir den am weitesten rechts stehenden Faktor 
einer beliebigen Vollmultiplikation besteht. Fiir andere Faktoren besteht 
sie aber nicht, denn sie versagt fiir den linksseitigen Faktor einer Voll- 
multiplikation zweier Faktoren, wie aus dem Beispiel (w+1)3 = a@-3 
+14o-3+3 hervorgeht. 

Das Vollprodukt einer endlichen Anzahl a bzw. einer Fundamental- 
reihe von gleichen Ordinalzahlen z wird auch als a-te bzw. w-te Voll- 
potenz von z bezeichnet; a bzw. w hei®t dann der Haponent der Voll- 
potenz. 


Vollprodukte von endlichvielen Faktoren und Vollpotenzen mit end- 
lichem Exponenten werden auch Produkte bzw Potenzen und ihre Erzeu- 
gung Multiplikation bzw. Potenzierung genannt. Fiir die a-te Potenz 
(wo also a endlich ist) der Ordinalzahl z wird auch die Bezeichnung z* 
gebraucht. 


§ 5. In einer virtuell geordneten Spezies M heiBt eine unbegrenzte Folge 
von geschlossenen Intervallen 7,,%,,..., wo jedes #,,, eine Teilspezies 
von #, ist, eine hohle Intervallschachtelung, wenn zu jedem Elemente p 
von M ein solches », bestimmt ist, daB p nicht zu iy, gehéren kann, und 
eine einschmelzende Intervallschachtelung mit dem Kern qg, wenn je zwei 
Intervalle der Folge verschieden sind, das Element g von M zu allen i, 
gehért, und umgekehrt jedes zu allen ¢, gehdrende Element von M mit q 
identisch ist. 


Jedes Element von M, das als Kern einer einschmelzenden Intervall- 
schachtelung auftritt, heiBt ein Hauptelement von M. Wenn alle Elemente 
von M Hauptelemente sind, heiBt M in sich dicht. 


Wenn in M keine hohle Intervallschachtelung existieren kann, heiBt M 
abgeschlossen. Ist M sowohl abgeschlossen wie in sich dicht, dann hei8t M 
perfekt. 

Ein Beispiel einer iiberall dichten, perfekten virtuell geordneten Menge 
liefert die Menge C, virtuell geordnet auf Grund der ,,natiirlichen Ord- 
nung‘ der von ihr nach Math. Ann. 93, S. 251 erzeugten dual entwickelbaren 
reellen Zahlen > 0 und <1, d.h. in folgender Weise: Es seien ajajaj... 
und aj’ ay az’... zwei Elemente von C, die wir der Reihe nach mit a’ und 
«” bezeichnen. Alsdann schreiben wir a’ >«” oder a” << a’, wenn es ein 
solches r gibt, daB a; < aj’ und a; <a,’ firy <r; a’ >a” oder a” < @’, 
wenn «’ < a” unmdglich ist; «’ > «”, wenn gleichzeitig a’ > a” und «’ £ a”. 

Zum Beweise unserer Behauptung definieren wir zu @’ und a” ein 
mit «”’ zu bezeichnendes Element aj” a,” a3"... von C in folgender Weise: 
Wenn a; = a?’ fiir » < r, so ist a}” = aj = a;’. Wenn a, = ay’ fiir y<r—1, 
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aber a; < a,’ (baw. a;’ < a;), so ist a,” = a; (bzw. a,” = a”). Wenn ay= a,’ 
fiir »<r—2, aber a;s_,< ay_, (bzw. af_,<ay_,), so ist af” =a;+1 
(bzw. af” =a/’'+1). Wenn a;=a/) fir »<s<r—2, aber aj<ay 
(bzw. a;’< aj), so ist a,” =a; (baw. a” =a’). Wenn nun @’ und @” 
verschieden sind, so liegt «’” zwischen «’ und «”, so daB die betrachtete 
virtuell geordnete Menge iberall dicht ist. 


Versuchen wir weiter in der betrachteten virtuell geordneten Menge 
eine hohle Schachtelung von geschlossenen Intervallen ¢,,%,,... zu er- 
zeugen. Seien (fiir jedes o) ,a;.@;.@3... und ,a;' a; ,@3... die mit a’ 
und ,«” zu bezeichnenden Endelemente von i, und sei (fiir jedes a) ,«’ < ,«”.®) 
Wir zeigen zunichst, daB zu jedem ganzen positiven » ein kleinstes 
ganzes positives o, existiert, so daB ,a,—, a/ fiir u<yv, mithin auch 
of, = @& fir u<y und o> 4,. 

Nehmen wir an, da ,a/, = ,a/' nicht fiir jedes « <» gilt, daB also 
12), =a, fir u<r(r<y) und ,a/,, > ,a7,,. Alsdann ist auch ,a/,=—,a/ 
= ,a,=,a, fiir «<r, weiter aber ,a;,,<,a;,, und ,a7,,>,a/,,. Fiir die- 
jenigen Werte von o, fiir welche sowohl ,a/,, = ,@74, Wie .@;41 = s@y41, 
gehért nun das Element ,ay ,ay ,a3'... ,a7'(,a7'4,-+1)111... mu i,, so dab 
sich auf Grund der Definition der hohlen Schachtelung ein solches h angeben 


5) Zu jedem geschlossenen Intervall mit den Endelementen «’ (a{ajaj...) und 
«" (af af af...) der betrachteten virtuell geordneten Menge existiert namlich ein gleiches 
geschlossenes Intervall mit den Endelementen f’(b, b, b,...) und f(b,’ by’ by ...), 
so daB ~’<f". Hierbei werden die b, und by folgendermaBen aus den ay und ay 
hergeleitet: wenn a, =a, fir vy <9, 80 ist by = by = a; = ay; wenn a, = a; fir y<r—1, 
aber a <a), so ist b; =a und b,” = a\” fiir »>r. Zum Beweise der Gleichheit 
der geschlossenen Intervalle «’«” und p’ 8” bemerken wir zunichst, da8 in einer 
beliebigen virtuell geordneten Spezies aus den Beziehungen r>s und s>t die Be- 
ziehung r>t folgt, daS mithin wegen B">«’ und B" >a” die Bezich «>p” 
die Bezichungen «> «’ und «>«” nach sich sieht (1) und wegen 6” >’ die Be- 
zichung «>f” mit der Vereinigung der Bezichungen «> und «>f” dquivalent 
ist (2) 

Wenn weiter die Beziehungen 6” 4 «’ und £” ~ «” zusammen giilten, wire sowohl 
«’ >a” wie «’ <a” unméglich, und wir hatten «a’=«”, also BY =a’ =a", Die 
Beziehungen #” 4 «’ und 6” ~«” kénnen also nicht zusammen gelten, so daB 
auch die Beziehungen p”> «’ und B” >a” nicht zusammen gelten kénnen. Hieraus 
folgt, daB neben der Vereinigung von «>«’ und a>«” weder B” > « noch Bp’ =« 
bestehen kann, daB also die Vereinigung von a>a’ und «>«” die Beziehung «> p” 
nach sich zieht (3) 

Aus (1), (2) und (3) ergibt sich, da8 die Vereinigung von «> ’ und «>p” 
und die Vereinigung von «> a’ und «> «” dquivalent sind. Weil sich in derselben Weise 
herleiten 18t, daB auch die Vereinigung von «<’ und «<p” und die Vereinigung 
von «<a’ und a<a" dquivalent sind, so hat sich in der Tat die Gleichheit der ge- 
schlossenen Intervalle f’ 6” und a’ «” erwiesen. 
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laBt, daB entweder ,a/,, < ,@;4, oder ,a;,, > ,074,. Weil dieselbe SchluB- 
folgerung sich beliebig oft wiederholen laBt, 1a8t sich schlieBlich ein klein- 
stes solches o,,, angeben, daB , , aa = gitrt» mithin 0, , Ou = op 4 On 


fir ~<r-+1. In derselben Weise gine wir der Reihe nach zu 
Gri25 Frags «0+ Dye 

Bestimmen wir in dieser Weise der Reihe nach 4,, 0,,6,,..., WO- 
bei o,,,> 0, fiir jedes », dann erzeugen wir gleichzeitig das Element 
«41 0,43 0,45... von C, das wir mit ¢,, bezeichnen wollen. Weil nun nach 
dem obigen ,«’ < i,, < .«” fiir jedes o, so muB ¢,, zu jedem ¢, gehéren, 
womit sich die Ungereimtheit der Existenz der hohlen Schachtelung, mit- 
hin die Abgeschlossenhett der betrachteten virtuell geordneten Menge heraus- 
gestellt hat. 


Sei a,a,a,... ein beliebiges Element von C, das wir mit a be- 
zeichnen. Bezeichnen wir weiter das Element a,a,...a,_,(@,+1)111... 
von C mit «,, das Element , % @,_,@,111... von C mit af und 
das geschlossene Intervall aj, a,’ der betrachteten virtuell geordneten Menge 
mit 7,, so bildet die Intervallfolge ¢,,%,,%,,... eine einschmelzende In- 
tervallschachtelung mit dem Kern «, womit wir die betrachtete virtuell 


geordnete Menge als in sich dicht erkannt haben‘). 


Ein Beispiel einer nirgends dichten, perfekten virtuell geordneten 
Menge wird gebildet von der Vereinigung D der Menge C und der Menge Z 
der endlichen Folgen von Nummern, wenn wir jedem Elemente a, ...a, 
von £ die reelle Zahl 


2 


gutart.-.- +n 


a 


3% para 4 





bi ott 


und jedem Elemente a,a,a,... von CO die reelle Zahl 





+ at: 


8 a 


= + aii 


*) Die obige virtuell geordnete Menge ist nicht zu verwechseln mit der mit ihr 
verwandten, ebenfalls auf Grund der ,natiirlichen Ordnung“ virtuell geordneten, 


Spezies der Spezies der mit einem unendlichen Dualbruch > a, 2~" (wo jedes a, =0 
n=1 
oder = 1 ist) ,zusammenfallenden“ unendlichen Dualbriiche = b, 2~" (wo jedes b, = 0 


oder = 1 ist). Hierbei gelten die unendlichen Dualbriiche 5 *® und 5 b, 27" 


n=1 
als ,zusammenfallend“, wenn fiir jedes ganze positive m cana dy = by fir vm, 
oder a, = b, fir v<r<m, a,=1, b-=0, a =0 und by=1 fir r<v<m, oder 
aber a, =b, fir v<s<m, a,=0, b,=1, a =1 und by=0 fiir s<»<m._ Die in 
dieser Weise definierte virtuell geordnete Spezies ist zwar perfekt, aber nicht iiberall dicht. 
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zaordnen, und sodann auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung“ dieser reellen 
Zahlen eine virtuelle Ordnung von D herstellen. 

Zum Beweise dieser Behauptung definieren wir zu den mit a’ und «” 
zu bezeichnenden Elementen G; Gy G5 - . und afayay... von D in folgen- 
der Weise zwei weitere, mit 6’ und 8” zu bezeichnende Elemente b; b, by .. 


7, iw 


und b, b, 6, ... von D: Wenn a; und a,’ fiir » <r beide existieren aa 
gleich sind, dann existieren auch }, und b, und es ist b, = b, = a,=a, ; 


wenn a, und a,’ fiir » <r —1 beide existieren und gleich sind, wahrend 
a, = und a’ ‘entweder nicht existiert oder >a,” ist, so ist 
b, =a” +1, b, =1 fiir »>r, b,’=a{”, wihrend 6, fiir »>r nicht 
existiert. is Falle der Verschiedenheit von «’ und «” sind dann f’ und f” 
ebenfalls verschieden, bilden ein freies Intervall und gehéren zum ge- 
schlossenen Intervall «’«”, so daB die betrachtete virtuell geordnete Menge 
nirgends dicht ist. 

Versuchen wir weiter in der betrachteten virtuell geordneten Menge 
eine hohle Schachtelung von geschlossenen Intervallen ¢,,¢,,... zu er- 
zeugen. Seien ,a;,@,,@,... und ,@;'.@3 o@;... die mit .«’ und ,«” zu 
bezeichnenden Endelemente von 7, und sei ,«’< ,«”. Wir zeigen zunichst, 
da8 zu jedem ganzen positiven » ein kleinstes ganzes positives o, existiert, 
so daB , a, und ,.a,’ fiir « <~» beide existieren und gleich sind, mithin 
auch .a, und ,a,’ fir o >o, und u <_» beide existieren und gleich sind. 

Nehmen wir an, da® ,a;, und ,a” fir w<r (r<~¥) existieren und 
gleich sind, wahrend ,a;’,, existiert und ,a/,, "entwede nicht existiert 
oder >,a;',, ist. Alsdann miissen auch of und ,a, fiir ein belichiges 6 
und «<r existieren und gleich ,a/, = ,a;/ sein, waihrend ofr existiert 
und >,a;’,, ist und ,a/,, entweder nicht existiert oder > ,a;’,, und, falls 
14;,, existiert, <,a;,, ist. Nun gehért fiir diejenigen Werte von o, fiir 
welche ,a;,, nicht existiert, das Element ,a; ,a; ,@3...,@; zu i,; fiir die- 
jenigen Werte von o aber, fiir welche erstens ,a;,, und ,a;,, existieren 
und gleich sind, zweitens ,a;/’,, und ,a;,, existieren und gleich sind, ge- 
hért das Element ,a/’ ,ay...,a;’(,a7,,-+1)111... zu ¢,. Mithin labt 
sich auf Grund der Definition der hohlen Schachtelung ein solches A an- 
geben, daB, falls ,a;,, nicht existiert, ,a;,, existiert, und, falls ,a/,, 
existiert, entweder ,a;,, < ,@;,, oder ,a;,,> ,a@;,, ist. Weil dieselbe 
SchluBfolgerung sich beliebig oft wiederholen liBt, so 1aBt sich ein klein- 
stes solches o,,, angeben, daB , ott und , joi Ores beide existieren und 
gleich sind, mithin , an und o,,,% fir w<r+l beide existieren 
und gleich sind. In derselben Weise gelangen wir der Reihe nach zu 
Gras Friss++-s Fy- 7 

Bestimmen wir in dieser Weise der Reihe nach o,, o,,0,,..., wobei 
6,4, > 0, fiir jedes », dann erzeugen wir gleichzeitig das Element 
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«1 «4 «a5... von D, das wir mit ¢,, bezeichnen wollen. Weil nun nach 
dem obigen .«’ <1,, < ,«” fiir jedes o, so gehért ¢,, zu jedem i,, wo- 
mit sich die Ungereimtheit der Existenz der hohlen Schachtelung, mithin 
die Abgeschlossenheit der betrachteten virtuell geordneten Menge heraus- 
gestellt hat. 

Sei « ein beliebiges Element von D. Nehmen wir erstens an, daB 
« ein Element a, a,...a, von E darstellt. Alsdann bezeichnen wir das 
Element a,a,...a, von £ mit «, und das geschlossene Intervall wa, 
der betrachteten virtuell geordneten Menge mit ¢,. Nehmen wir zweitens 
an, daB « ein Element a, a,a,... von C darstellt. Alsdann bezeichnen 
wir das Element a,a@,...a,, von E mit a,, das Element a,a,...@,111... 
von C mit o und das geschlossene Intervall «,a,’ der betrachteten 
virtuell geordneten Menge mit ¢,. In beiden Fallen bildet die Intervall- 
folge %,,%,,%,,... eime einschmelzende Intervallschachtelung mit dem 
Kern «, womit wir die betrachtete virtuell geordnete Menge als in sich 
dicht erkannt haben ‘). 


§ 6. Die Ordinalzah! der Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 
(exklusive 0 und 1) in ihrer ,,natiirlichen Ordnung“ wird mit » bezeichnet. 
Wir werden zeigen, daB jede abzdhibar unendliche, im engeren Sinne 
iiberall dichte geordnete Spezies (welche also auch vollstdndig geordnet ist ) 
die Ordinalzahl » besitzt. 

Sei M die gegebene geordnete Spezies, m,,m,, m,,... ihre Elemente, 
R die auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung“ geordnete Menge der ratio- 
nalen Zahlen zwischen 0 und 1, 1,,1,,17,,-.- ihre Elemente, wobei die 
Indizes auf Grund einer eineindeutigen Beziehung zwischen R und der 
Folge 3 bestimmt sind. Dem Elemente m, ordnen wir das Element r, 
zu; sodann dem Elemente r, dasjenige mit mj; zu bezeichnende Element m, 
mit méglichst kleinem Index », das zu m, dieselbe ordnende Relation 
besitzt wie r, zu r,; sodann dem Elemente mj; (welches mit m, oder 
mit m, identisch ist, je nachdem wir m, schon benutzt haben oder nicht) 
dasjenige mit rj zu bezeichnende Element r, mit méglichst kleinem Index v, 
das zu r, und r, dieselben ordnenden Relationen besitzt wie mj; zu m, 
und m;; sodann dem Elemente rj (d.h. dem noch nicht benutzten Ele- 
mente r, mit méglichst kleinem Index ») dasjenige mit mj zu bezeichnende 


”) Die obige virtuell geordnete Menge ist nicht zu verwechseln mit der mit ihr 
verwandten, ebenfalls auf Grund der ,,natiirlichen Ordnung“ virtuell geordneten, Menge 


der unendlichen Ternalbriiche = a, 3~-", wo jedes a, entweder = 0 oder = 2 ist. Die 


letztere virtuell geordnete Menge ist tibrigens, wie die obige, sowohl nirgends dicht 
wie perfekt. 
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Element m, mit méglichst kleinem Index », das zu m,, m; und mj die- 
selben ordnenden Relationen besitzt wie rj zu 7, rm. und ri. Indem 
wir in dieser Weise fortfahren, bestimmen wir zwischen M und R eine 
solche eineindeutige Beziehung, welche die beiden Spezies als ahnlich er- 
kennen 1aBt. 


Eine geordnete Spezies P heibt differenziert geordnet, wenn erstens 
je zwei verschiedene Elemente von P entweder ein freies Interval] bilden, 
oder zwischen ihnen ein Element von P liegt, zwettens ein beliebiges 
Element von P entweder das erste Element von P ist oder links von ihm 
ein Element von P liegt, drittens ein beliebiges Element von P ent- 
weder das letzte Element von P ist oder rechts von ihm ein Element 
von P liegt. Wir werden zeigen, dab jede abzdhlbar unendliche, differenziert 
geordnete Spezies M sich als abtrennbare Teilspezies einer geordneten 
Spezies der Ordinalzahl » auffassen lat. 

Die obige Konstruktion einer eineindeutigen Beziehung zwischen M 
und R 146t sich namlich auf diesen Fall erweitern, wenn wir nur jedes- 
mal, wenn in M zu einem vorgegebenen Elemente r; kein die erforderten 
ordnenden Relationen besitzendes Element m/ existiert, ein solches Ele- 
ment der Spezies M hinzufiigen. 

Die Menge 7' der .endlichen Ternalbriiche zwischen 0 und 1 (exklu- 
sive 0 und 1) der Form 


2 2 2 
get gate to" T gated ten 
oder 
2 2 1 
a ** V gatates ) gutta’ 





wo jedes a, eine ganze positive Zahl vorstellt, besitzt in ihrer ,,natiirlichen 
Ordnurg“, wie man unmittelbar einsieht, die Ordinalzahl 2-7. Man hat 
nun den Satz: Jede abzdhlbar unendliche geordnete Spezies S, von der 
jedes Element a entweder rechtes Endelement eines freien Intervalls ist, 
wahrend zua spdtere Elemente existieren und zwischen a und einem will- 
kiirlichen spdteren Elemente andere Elemente liegen, oder linkes Endele- 
ment eines freien Intervalls ist, wihrend zu a friihere Elemente existieren 
und zwischen a und einem willkiirlichen friiheren Elemente andere Ele- 
mente liegen, besitzt die Ordinalzahl 2-n. 

Man kann namlich nach der obigen Methode zwischen der Spezies 
der freien Intervalle von 7 und der Spezies der freien Intervalle von S 
eine eineindeutige Beziehung herstellen, welche die beiden Intervallspezies 
als ahnlich erkennen 14Bt. 
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§ 7. Sei Meine abzihlbar unendliche, im engern Sinne iiberall dichte 
geordnete Spezies, deren Elemente durch die Fundamentalreihe g,, 9,, 95, --- 
abgezihlt werden. Wir setzen ©(g,,9,,.--.,9-) =%- In M nehmen wir 
eine ,,Einschaltungsteilung“ vor, d. h. wir erzeugen durch eine unbegrenzte 
Folge von freien Wahlen in solcher Weise in M eine linke und eine rechte 
Teilspezies (wobei ein beliebiges Element der linken einem beliebigen Ele- 
mente der rechten Teilspezies vorangeht), daB der Reihe nach in 8,, 84, 8, .-. 
die linke und die rechte Teilspezies bestimmt werden, wobei von diesen 
Teilspezies von s, nur ein einziges Element g,, von s, ausgenommen 
bleiben darf, und fiir jedes » das Element g.,,,, falls es besteht, entweder 
mit g.. oder mit g,,, identisch ist. Die Spezies derjenigen (zu beliebigen 
verschiedenen Abzdhlungen von M gehérigen) Einschaltungsteilungen ¢ 
von M, welche mit einer gewissen Einschaltungsteilung ¢, von M ,,zu- 
sammenfallen“, womit gemeint wird, da8 niemals ein Element der 
linken Teilspezies der einen Teilung rechts von einem Elemente der 
rechten Teilspezies der anderen Teilung gelegen ist, nennen wir ein Hin- 
schaltungselement von M und t bzw. t, eine ,,Teilung“ dieses Einschaltungs- 
elementes. Die Spezies der Einschaltungselemente e von M ordnen wir 
virtuell, indem wir folgende Festsetzungen treffen: Wir schreiben e’ < e”, 
wenn eine Teilung t’ von e’, eine Teilung ¢” von e” und zwei Elemente 
go und g, von M angegeben werden kénnen, welche zur rechten Teil- 
spezies von ¢’ und zur linken Teilspezies von ¢” gehéren; e’<e”, wenn 
e’>e” unméglich ist; e’<e”, wenn e’<e” und iiberdies e’ +e” ist. 
Nach der im vorigen schon mehrfach angewandten Methode ergibt sich, 
daB diese Festsetzungen in der Tat die Giiltigkeit der fiinf Ordnungs- 
eigenschaften nach sich ziehen. Wir nennen die in dieser Weise virtuell 
geordnete Spezies der Einschaltungselemente von M das Kontinuum iiber M 
und bezeichnen sie mit K(M). 


Offenbar sind alle Kontinua ahnlich; ihre Ordinalzahl, die, wie man 
ohne Schwierigkeit beweist, iiberall dicht und perfekt ist, bezeichnen wir 
mit x. 


Wenn zu einem Einschaltungselement von M eine Teilung gehért, an 
der jedes Element von M teilnimmt, dann sprechen wir von einem Hin- 
schaltungselement erster Ordnung von M. 


Wenn zu einem Einschaltungselement erster Ordnung von M eine 
Teilung gehért, an der jedes Element von M teilnimmt, und bei der die 
linke Teilspezies kein am weitesten rechts gelegenes Element besitzen 
kann, dann sprechen wir vun einem Hinschaltungselement zweiter Urdnung 
von ©. 
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Wenn zu einem Einschaltungselement zweiter Ordnung von M eine 
Teilung gehért, an der jedes Element von M teilnimmt, und bei der 
rechts von einem beliebigen Elemente der linken Teilspezies ein weiteres 
Element der linken Teilspezies gelegen ist, dann sprechen wir von einem 
Einschaltungselemeni dritter Ordnung erster Art von M. 


Wenn zu einem Einschaltungselement zweiter Ordnung von M eine 
Teilung gehért, an der jedes Element von M teilnimmt, und zwar ent- 
weder als am weitesten links gelegenes Element der rechten Teilspezies 
auftritt, oder weder ein am weitesten rechts gelegenes Element der linken 
Teilspezies noch ein am weitesten links gelegenes Element der rechten 
Teilspezies darstellen kann, dann sprechen wir von einem Hinschaltungs- 
element dritter Ordnung zweiter Art von M. *) 


Wenn zu einem Einschaltungselement dritter Ordnung von M eine 
Teilung gehért, an der jedes Element von M teilnimmt, und zwar ent- 
weder als am weitesten links gelegenes Element der rechten Teilspezies 
auftritt, oder links von einem Elemente der linken Teilspezies, oder aber 
rechts von einem Elemente der rechten Teilspezies gelegen ist, dann 
sprechen wir von einem Hinschaltungselement vierter Ordnung von M. 


Wenn fiir die Teilung #’ des Elementes e’ von K(M) jedes links 
vom Elemente g, von M gelegene Element von M zur linken Teilspezies 
und jedes rechts von g, gelegene Element von M zur rechten Teilspezies 
gehért, dann sagen wir, daB e’ mit g, zusammenfallt, und bezeichnen e’ 
mit z(g,). Statt e >z(g,) schreiben wir auch e >g,, statt e > z(g,) auch 
€ > Go, statt e=2z(g,) auch e=g,, usw. Wenne ein beliebiges Einschal- 
tungselement von M vorstellt, so gilt fiir jedes y, mit einer eventuellen ein- 
zigen, aufwirts beweglichen, Ausnahme, entweder die Beziehung e > g, 
oder die Beziehung e<g,, und durch diese Beziehung ist e eindeutig 
bestimmt. Ebenfalls gilt fiir jedes », mit einer eventuellen einzigen, auf- 
warts beweglichen, Ausnahme, entweder die Beziehung e >g, oder die 
Beziehung e < g,, wahrend e durch diese Beziehungen wiederum eindeutig 
bestimmt ist. 

Unter den Einschaltungselementen von M sind die Einschaltungs- 
elemente erster Ordnung dadurch (notwendig und hinreichend) charakteri- 
siert, da8 nicht nur fiir jedes », mit einer eventuellen einzigen, aufwirts 
beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e > g, oder die Beziehung 
e<4g, gilt, sondern iiberdies fiir die eventuelle aufwirts bewegliche Aus- 
nahme g, entweder die Beziehung e>g, oder die Beziehung e<g, be- 





*) Unter den Einschaltungselementen dritter Ordnung sind weder diejenigen 
erster Art notwendig auch zweiter Art, noch diejenigen zweiter Art notwendig auch 
erster Art. 
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steht. Diese Charakterisierung kann auch so formuliert werden, daB nicht 
nur fiir jedes », mit einer eventuellen einzigen, aufwirts beweglichen, 
Ausnahme entweder die Beziehung e > g, oder die Beziehung e < g, gilt, 
sondern iiberdies fiir die eventuelle aufwarts bewegliche Ausnahme g, ent- 
weder die Beziehung e >g, oder die Beziehung e<g, besteht®). 

Unter den Einschaltungselementen erster Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente zweiter Ordnung dadurch (notwendig und _hin- 
reichend) charakterisiert, da8 fiir jedes », mit einer eventuellen einzigen, 
aufwirts beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e > g, oder die 
Beziehung e< g, gilt, wahrend fiir die eventuelle aufwirts bewegliche 
Ausnahme g, die Beziehung e< g, besteht. 

Unter den Einschaltungselementen zweiter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente dritter Ordnung erster Art dadurch (notwendig und 
hinreichend) charakterisiert, da8 fiir jedes », mit einer eventuellen ein- 
zigen, aufwarts beweglichen, Ausnahme entweder die Beziehung e > g, oder 
die Beziehung e < g, gilt, waihrend fiir die eventuelle aufwirts bewegliche 
Ausnahme g, die Beziehung e<g, besteht*®). 

Unter den Einschaltungselementen zweiter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente dritter Ordnung zweiter Art dadurch (notwendig und 
hinreichend) charakterisiert, daB fiir jedes » entweder die Beziehung e>g, 
oder die Beziehung e < g, oder aber die Beziehung e=g, gilt. 

Unter den Einschaltungselementen dritter Ordnung von M sind die 
Einschaltungselemente vierter Ordnung dadurch (notwendig und hinreichend) 
charakterisiert, daB fiir jedes » entweder die Beziehung ¢ > g, oder die 
Beziehung e< g, oder aber die Beziehung e = g, gilt**). 


§ 8. Sei S eine geordnete Spezies der Ordinalzahl 2-7», deren freie Inter- 
valle durch die Fundamentalreihe 7,, ¢,,%,,... abgezahlt werden, und sei 
a, bzw. b, das linke bzw. rechte Endelement von #,. In S nehmen wir 


*) Im Falle, daB fir M die ,natiirlich geordnete“ Spezies der endlichen Dual- 
briiche zwischen 0 und 1 gewahlt wird, stellen die Einschalt lemente erster Ord- 


— 





wo 
nung von M die Spezies der mit einem unendlichen Dualbruch - a, 2~" (wo jedes 


a,=0 oder =1 ist) ,zusammenfallenden* unendlichen Dualbriiche Py b,27-" (wo 
jedes b, = 0 oder =1 ist) dar. Vgl. FuBnote °). 

) Im Falle, da fiir M die ,natiirlich geordnete“ Spezies der endlichen Dual- 
briiche zwischen 0 und 1 gewahlit wird, stellen die Einschaltungselemente dritter 
Ordnung erster Art von M, bei denen eine linke Teilspezies mit wenigstens einem 
Elemente auftritt, die dual entwickelbaren reellen Zahlen >0 und <1 dar. Vgl. das 
Beispiel des § 5. 

™) Man vergleiche in diesem Zusammenhang meinen Aufsatz: ,,Besitzt jede reelle 
Zahi eine Dezimalbruchentwickelung?, Math. Annalen 83, S. 201-210, wo die Trag- 
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eine ,,Einschaltungsteilung* vor, d. h. wir zerlegen die Spezies der 7, durch 
eine unbegrenzte Folge von freien Wahlen in eine linke und eine rechte 
Teilspezies (wobei ein beliebiges Element der linken einem beliebigen 
Elemente der rechten Teilspezies vorangeht). Die Spezies der Einschaltungs- 
teilungen ¢ von S ordnen wir virtuell, indem wir folgende Festsetzungen 
treffen: Wir schreiben t’<?”, wenn ein i, angegeben werden kann, das 
zur rechten Teilspezies von ¢’ und zur linken Teiispezies von t” gehdért; 
t’<t”", wenn t’ >?” unméglich ist; t’ < t”, wenn t’<t” und iiberdies 
t’~t” ist. Nach der im vorigen schon mehrfach angewandten Methode 
ergibt sich, daB diese Festsetzungen in der Tat die Giiltigkeit der fiinf 
Ordnungseigenschaften nach sich ziehen. Wir nennen die in dieser Weise 
virtuell geordnete Spezies der Einschaltungsteilungen von S das Diskonti- 
nuum tiber S und bezeichnen sie mit D(S). 

Offenbar sind alle Diskontinua ahnlich; ihre Ordinalzahl, die, wie 
man ohne Schwierigkeit beweist, nirgends dicht und perfekt ist, bezeichnen 
wir mit 4.**) 

Wenn bei einer Einschaltungsteilung von S jedes i, entweder als am 
weitesten links gelegenes Intervall der rechten Teilspezies oder als am wei- 
testen rechts gelegenes Intervall der linken Teilspezies auftritt oder aber 
weder ein am weitesten rechts gelegenes Intervall der linken Teilspezies 
noch ein am weitesten links gelegenes Intervall der rechten Teilspezies 


weite der obigen Unterscheidungen zum Ausdruck kommt. Zu diesem Aufsatz ist zu 
bemerken, daB die aus dem Zusammenhang ersichtliche Bedeutung des daselbst 8. 205, 
Z.10 v. u. und Z. 1 v. u. befindlichen Wortes ,verschieden“ nicht der spater Math. 
Annalen 93, 8. 246 fiir die intuitionistische Mathematik aufgestellten Definition des 
Begriffes ,,verschieden* entspricht. 

#2) Im Falle, daB S von der ,natiirlich geordneten* Spezies der speziellen end- 


r 
lichen Ternalbriiche _») a,3~", wo fiir a, entweder 1 oder 2, fiir jedes ay (r <r) 


a=1 


dagegen entweder 0 oder 2 gewahit werden darf, geliefert wird, stellen die Ein- 
x 
schaltungsteilungen von S die unendlichen Ternalbriiche 5) a,3~", wo fiir jedes a, 


n=1 


entweder 0 oder 2 gewahit werden darf, dar (vgl. FuBnote *)). 


Im Falle, daB S von der ,natiirlich geordneten“, durch eine Fundamentalreihe 
von positiven ganzen Zahlen n,, n,,... (allo >2) bestimmten Spezies der echten 
Briiche 

2(z,-1) | 2(z,—1) aia 2(z—1) 
2n,—1  (2n,—1)(2n,—1) | ''' (2m—1)-..Q2m—1) 








und 
(4-1), 8(m—1) 2 ty 
2n,—1 (2nm,—1)(2m,—1) © °2° ° (2n,—1)...(2m—1)’ 








Wo Z, eine ganze positive Zahl <n,—1, fiir jedes o<» jedoch zo eine ganze posi- 
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darstellen kann, dann sprechen wir von einer Hinschaltungsteilung ersten 
Grades von S. 


Wenn bei einer Einschaltungsteilang ersten Grades von § jedes i, 
entweder als am weitesten links gelegenes Intervall der rechten Teil- 
spezies oder als am weitesten rechts gelegenes Intervall der linken 
Teilspezies auftritt oder aber links von einem Intervall der linken Teil- 
spezies oder schlieBlich rechts von einem Intervall der rechten Teilspezies 
gelegen ist, dann sprechen wir von einer Hinschaltungsteilung zweiten 
Grades von 8. 

Wenn fiir das Element ¢’ von D(S) das freie Intervall¢, zur rechten, 
jedes links von ¢, gelegene freie Intervall aber zur linken Teilspezies 
gehért, dann sagen wir, daB t’ mit a, zusammenfallt, und bezeichnen t’ 
mit z(a,). Wenn fiir das Element #” von D(S) das freie Intervall ¢, zur 
linken, jedes rechts von ¢, gelegene freie Intervall aber zur rechten Teil- 
spezies gehért, dann sagen wir, daB t” mit b, zusammenjallt, und be- 
zeichnen t” mit z(b,). Statt t<z(a,) baw. t >2z(b,) baw. t <z(a,) baw. 
t>2z(b,) baw. t=2z(a,) bzw. t= 2(b,) usw. schreiben wir auch t <a, 
bzw. t>b, baw.t <a, bew.t>b, baw.t =a, baw. t= b, usw. 

Wenn fiir das Element ¢ von D(S) das freie Intervall i, zur rechten 
(bzw. linken) Teilspezies gehért, dann schreiben wir t<i, (bzw. ¢>i#,). 
Wenn t<i, (bzw. t>¢,), aber ¢, unméglich ein am weitesten links 
gelegenes Intervall der rechten Teilspezies (bzw. ein am weitesten rechts 
gelegenes Intervall der linken Teilspezies) von ¢ darstellen kann, dann 
schreiben wir t < ¢, (bzw. t >7,). Wenn #, fiir ¢ rechts von einem Intervall 
der rechten (bzw. links von einem Intervall der linken) Teilspezies gelegen 
ist, dann schreiben wir t <1, (bzw. t > 7#,). 

Wenn ¢ eine beliebige Einschaltungsteilung von S vorstellt, so gilt 
fiir jedes » entweder die Beziehung t>i, oder die Beziehung <7, und 
durch diese Beziehungen ist ¢ eindeutig bestimmt. 


Unter den Einschaltungsteilungen von § sind die Einschaltungs- 
teilungen ersten Grades dadurch (notwendig und hinreichend) charakteri- 


tive Zah] <n. ist, geliefert wird, stellen die Einschaltungsteilungen von S die reellen 
Zahlen 

2(z,—1) 2(z,—1) 2(z,—1) : 

2n,—1 ° (2m,—1)(2n,—1) | (2n,—1)(2n,—1)(2n,-1) °°” 





dar, wo jedes z. eine ganze positive Zahl <n ist. 

Bezeichnen wir also mit Gn,n,n,..., WO die my eine Fundamentalreihe von posi- 
tiven ganzen Zahlen >2 bilden, die Menge der unbegrenzten Folgen z,, z,, Z;, ..., 
wo jedes z, eine positive ganze Zahl < no ist, so geht aus der Abnlichkeit aller Dis- 
kontinua die Gleichmichtigkeit von Gna, n,n,... und Gea... hervor. 
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siert, da fiir jedes » eine der Beziehungen ¢ >i,, t<i,, t=a,, t=b, 
besteht. 

Unter den Einschaltungsteilungen ersten Grades von S sind die Ein- 
schaltungsteilungen zweiten Grades dadurch (notwendig und hinreichend) 


charakterisiert, daB fiir jedes » eine der Beziehungen ¢>i,, t <i,, t=a,, 
t = b, besteht. 


(Eingegangen am 14. 3. 1925.) 


Berichtigung 


zu dem Aufsatz von L. E. J. Brouwer: ,,Zur Begriindung der intuitionistischen 
Mathematik. I“ in Band 93, 8. 244—257. 


S. 254, Z.2 v. 0. statt ,in solcher Weise, daB die Spezies N’ der f 
mit N halbidentisch ist“ lies in solcher Weise, daB gleichen Elementen « 


gleiche Elemente f entsprechen und die Spezies N’ der 8 mit N halb- 
identisch ist“. 





























Uber einige Verallgemeinerungen der fast periodischen 
Funktionen. 


Von 


W. Stepanoff in Moskau. 


In seiner Abhandlung ,,Zur Theorie der fast periodischen Funktionen I“ 
(Acta Mathematica 45) hat Herr H. Bohr eine Reihe von wichtigen Re- 
sultaten iiber diese Funktionenklasse gegeben. Die von ihm betrachteten 
Funktionen sind gleichmaBig stetig im ganzen Gebiete (— co, + 00). 

In dem vorliegenden Aufsatze will ich einige neue Definitionen ein- 
fiihren, welche den Begriff der Fastperiodizitét auf meBbare, dann auf 
summierbare und endlich auf quadratisch summierbare Funktionen ver- 
allgemeinern. Weiter zeige ich, daB in jeder dieser neuen Klassen der 
fast periodischen Funktionen einige von H. Bohr gegebene Eigenschaften 
erhalten bleiben, in der letzten insbesondere alle Resultate iiber die ver- 
allgemeinerten Fourierreihen. 

Die Bezeichnungen stimmen mit denjenigen von H. Bohr iiberein. 


§ 1. 

Sei f(z) eine komplexe Funktion des reellen Argumentes z, 
f(x) =u(x)+¢v(z), definiert fiir — co <2 < +co. Die Definition von 
H. Bohr’) lautet folgendermaBen: 

Hine (stetige) Funktion f(z) soll fast periodisch heiBen, wenn es 
zu jedem ¢>0 eine Lange 1=J1(e)>0 derart gibt, daB jedes Intervall 
« < x < f der Lange # -- «=1 mindestens eine Verschiebungszahl 1 = 1(/, e) 
enthalt.“« (Unter einer Verschiebungszahl + = 1(f, ¢) ist hierbei irgendeine 
Zahl zu verstehen, die fiir alle 2 der Ungleichung | f(z + 1) — f(z)|<e 
geniigt. ) 

Ich werde zunichst eine Verallgemeinerung dieser Definition geben, 
welche nur die MeBbarkeit (im Lebesgueschen Sinne) von f(z) voraussetzt. 


*) Acta Mathematica 45, S. 30. 
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Definition I. Hine mefbare, fast tiberall*) auf (— co, +00) defi- 
nierte und endliche Funktion f(x) soll fast periodisch (1) heiBen, wenn 
es zu zwei vorgeschriebenen positiven Zahlen «<1 und d eine Lange I 
derart gibt, daB jedes Intervall (X, X +- 1) mindestens eine Zahl t = t(e, d) 
von der Beschaffenheit enthalt, daB die Ungleichung | f(x +-t)— f(x)|<e 
fir alle x giiltig ist, mit etwaiger Ausnahme einer Punktmenge {x} von 
mittlerer Dichte <e in jedem Intervalle der Lange =d. (Die mittlere 
Dichte einer Menge ist der Quotient des MaBes dieser Menge durch die 
Lange des Intervalls. ) 

Bemerkungen. 1. Man kénnte in der Definition (1) drei positive 
Zahlen ¢,,¢, und d vorgeben und die Verschiebungszahl + = 1(e,, ¢,, d) 
durch die Bedingung definieren, daB | f(x +1) —f(x)| <-e, ist, mit Aus- 
nahme einer Menge von Werten z, die eine mittlere Dichte < «, in jedem 
Intervalle der Lange =d hat. Da aber ein solches r(e{, ef, d) zugleich 
ein t(e,, &, @) fiire)}<e,, ¢; Se, ist, sind wir imstande, ¢e = min(e,, ¢,) 
zu setzen und nur die Verschiebungszahlen t(e, ¢,d@) zu betrachten. 

2. Nach der Definition soll die Dichte der Ausnahmemenge <« in 
jedem Intervalle der Lange =—d sein. Daraus folgt, da8 fiir jedes Inter- 
vall der Lange L >d die mittlere Dichte dieser Menge < 2e ist. In 
der Tat, sei md< L<(m-+1)d (m=1, ganz). Dann ist das MaB 
der Ausnahmemenge im Intervalle der Lange ZL kleiner, als (m+ 1)de, 
und ihre Dichte < (™+14* < v¢, 

8. Infolge der letzteren Bemerkung ist ein t(e’,d’) zugleich ein 
t(e’,d’) fiir a” <d’, 2e” <e’. Wir kénnten uns also auf Verschiebungs- 
zahlen t(e,¢) beschrinken, die von nur einer vorgeschriebenen Zah] ab- 
haingig waren, indem wir ¢ = min (5. a’) wahlten. Andererseits ist fiir d <1 
t(e,, @, 1) (im Sinne der Bemerkung 1) zugleich ein t(e,, ¢,,d), da die 


Menge, welche in jedem Intervalle der Lange =1 die mittlere Dichte 


<,d@ hat, im Intervalle der Lange d <1 die mittlere Dichte < os = 


besitzt. Wir kénnten also iiberall d gleich einer und derselben Konstante 
z. B. = 1 setzen. 

Die Klasse der fast periodischen (I) Funktionen ist invariant gegen- 
iiber der Addition und Multiplikation. 

Zuerst beweise ich den 

Hilfssatz I. Hs sei f(x) fast periodisch (1) und d,e’ und «” >e’ 
beliebig gegeben. Dann kann man »,> 0 80 klein angeben, daf, falls tr, 
eine beliebige zu d und «’ gehérige Verschiebungszahl ist, jedes « mit 


*) D. bh, mit eventueller Ausnahme einer Menge vom MaBe Null. 
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|t —t)| < eine derselben Funktion gehorende Verschiebungszahl in bezug 
auj d und e” darstellt. 


Zum Beweise werde ich zuerst zeigen, daB bei gegebenen ¢ und d 
die positive Zahl , so klein gewahlt werden kann, da@ fiir ein festes 7 
mit |47|< 1, die Ungleichung | f(x +1) —f(x)|<e fiir alle x besteht, 
mit etwaiger Ausnahme einer Menge der Werte x von mittlerer Dichte 
<e in jedem Intervalle der Lange d. Mit andern Worten, jede solche 
Zahl » ist eine Verschiebungszahl r(e, d). 

Gegeben sei irgendein Intervall (X, X +d); nach der Definition (1) 
gibt es fiir f(a) eine Zahl (, a) und eine Verschiebungszahl 1+ = r (, d) 
mit —-X+1<1<—X-+1+1; mittels dieser Verschiebung geht das 
Intervall (X —1,X¥+d-+1) m (X¥+1r—1,X+d+1-+1) iiber, das 
ganz in (0,d-+1-+-2) liegt. In diesem letzteren nehmen wir eine stetige 


Funktion f(z), welche mit f(x) iibereinstimmt, auBer fiir eine Menge 
vom MaBe <‘*.*) Wir nehmen die positive Zahl ,<1 und so klcin, 


da8 fiir die stetige Funktion f(x) im Intervalle (0,d+1+2) die Un- 
gleichung gilt: 


\F(2')—F(2")|< 5, falls |2’—2”| <n. 
Jetzt haben wir fiir ein festes » mit |y|<7,, sobald XS x<X-+d ist: 


| f(a +r) —f(zx)| SF auBer fiir eine Wertmenge z von mittlerer 
Dichte <<; 

\f(a+r+)—f(e+n)\S 3 auBer fiir eine Wertmenge x von mittlerer 
Dichte < 5; 

f(zx+1)=f(x+ 1), auBer fiir eine Wertmenge ++ 1 vom MaBe 
< “6 in (0,d+1+ 2), also auBer fiir eine Wertmenge x 
von der Dichte <= im Intervalle (X, X +d). 

f(x+1t+n)=f(x+1-+ 7), auBer auf einer Menge von der Dichte 
<q in (X,X+d). 


\F(e+4+)—f(2++)| <q fiir jedes x in (X,X +d). 





%) Die Existenz einer solchen Funktion folgt aus einem Theorem von Herrn 
N. Lusin, C. R. Paris 154 (1912), 8. 1688—1690. 


31* 
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Daraus folgt: |f(2+%)—f(z)|<«, mit Ausnahme einer Menge 
von der Dichte <« in jedem Intervalle (X, X +d). 

Jetzt 148t sich der Hilfsatz leicht beweisen, indem wir «” — e’ = « 
setzen und zu diesem ¢« die Zahl », bestimmen. In der Tat, wir haben 
(mit Ausnahme einer Menge von der mittleren Dichte <e’ bzw. e auf 
jedem Intervalle der Lange d) 


[f(zt+m)—f(z)|Se, [flet+y)—fle+r)| Se, (lt—tm| Sn), 
woraus die Ungleichung folgt: 

\f(e7+t)—f(x)| Se", wenn |r—t|Sq ist 
(wobei wir eine Menge von der mittleren Dichte <e” vernachlissigen), 
w. z. b. w. 

Dieser Hilfssatz ist im Falle der Definition (1) dem Korollar von 
H. Bohr (1. c., 8.36) analog. Mit Hilfe desselben kann man den Beweis 
des Satzes III von H. Bobr fast wértlich wiederholen, wenn man sich 
noch vergegenwartigt, daB die Differenz von zwei zu ¢ und d gehdérigen 
Verschiebungszahlen einer fast periodischen (I) Funktion wiederum eine 
Verschiebungszahl liefert, die zu d und 2e gehért; wir erhalten also das 
folgende Resultat : 

Die Summe von zwei fast periodischen (1) Funktionen ist wieder 
fast periodisch (1). 

Um die Invarianz der Funktionenklasse der Definition (1) gegeniiber 
der Multiplikation zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB das Quadrat 
einer fast periodischen Funktion auch fast periodisch ist. Zu diesem 
Zwecke beweisen wir den 

Hilfssatz Il. Fir jede fast periodische (1) Funktion f(x) kann 
man zu gegebenen Zahlen d und «’ eine positive Zahl M derart angeben, 
dap E{|f(x)|> M} eine mittlere Dichte <’ in jedem Intervalle von 
der Lange d hat*). 

Es sei jetzt wieder das Intervall (X, X +d) gegeben (X beliebig, 
aber fest). Mittels der Funktion (5, a) bestimmen wir eine Verschie- 


bungszahl 1, so daB (X +1, X-+d-+1) in (0,1-+ 4) enthalten ist. Da 
f(x) im letzteren Intervalle meBbar und fast iiberall endlich ist, kann 


man eine Zahl M angeben, so daB In(z)|<M—5 fiir alle x, mit 
0<2</l-+d, ist, mit Ausnahme einer Menge vom MaBe <>. Die 


Dichte der Ausnahmemenge ist << in einem Intervalle der Linge = d. 


*) E {| f(«)| > M} bezeichnet die Menge aller Punkte x, in denen | f (x) | > M ist. 
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Daraus folgt leicht, daB die mittlere Dichte von H#{|f(x)|> M} in 
(X, X+d) kleiner ols e’ ausfallt. 

Jetzt beweisen wir den 

Satz I. Falls f(x) fast periodisch (1) ist, gilt dasselbe auch fiir 
{f(x)}". 

In der Tat, 

{f(x + )}° — {£(2)}* = (f(a +12) — f(2)}-{t(e@ +4) + £(2)}. 

Wir bestimmen fiir e’ = + 3 die Zahl M>1 des Hilfssatzes II und 
betrachten Usp op d, f). Es wird 


I{f(x+1)}*— {f(z)}? |<2m- sy a <¢: 


auSer vielleicht auf den Mengen E{| f(x +-1)| > M} baw. E{|f(x)| > M} 
oder E}| f(a+r) —f(x)|> su}i die erste und die zweite dieser Mengen 


haben ihre Dichte < 5 in jedem Intervalle der Linge d, die Dichte der 


dritten Menge ist <35< z Die Vereinigung derselben hat die mittlere 


Dichte <e in jedem “Intervalle der Linge d. Folglich ist f* fast perio- 
disch (I), und jedes 


1(.5.4,f) liefert ein 2(e, d, f*). 


Die Invarianz der Fastperiodizitaét (I) gegeniiber der Multiplikation 
ergibt sich jetzt (wie bei H. Bohr) aus der Identitat 


f9=7 t{(f+9)*—(r—9)*}-%) 

Uber eine Reihe von fast periodischen Funktionen kénnen wir den 
folgenden Satz aussprechen : 

Satz II. Es sei eine Reihe S'f,(x) von fast periodischen (1) Funk- 
tionen gegeben. Wenn man zu jedem vorgeschriebenen « eine Zahl N be- 
stimmen kann, so daB "Sh (2)| Se fiir ein beliebiges festes n > N(e) 
und eine beliebige feste natiirliche Zahl m ist, mit etwaiger Ausnahme 


*) Der reziproke Wert =7— einer fast periodischen (I) Funktion ist fast perio- 
disch, wenn f(x) folgende Eigenschaft besitzt, die notwendig und hinreichend ist: 
Zu jedem vorgeschriebenen ¢ kann man eine Zahl a angeben, so daB E {| f(zx)| Ga} 
eine mittlere Dichte <« in jedem Intervalle der Lange =d hat. Mit derselben 
Beschrankung in bezug auf den Nenner ist also der Quotient von zwei fast perio- 
dischen (I) Funktionen auch fast. periodisch. 
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einer Wertmenge x von mittlerer Dichte <« in jedem Intervalle der 
Lange = d, so bestimmt diese Reihe eine fast periodische (1) Funktion. 

Die Reihe konvergiert nimlich im Sinne von F. Riesz (convergence 
en mesure) fast iiberall gegen eine Funktion ®(z).*) Es bleibt nur zu 
beweisen, daB ®(z) fast periodisch ist. Sei « gegeben. Wir bestimmen 


n so groB, daB | >, (2) — D(z)| <3 ist, auBer auf einer Menge von 
1 
der Dichte <{ in jedem Intervalle der Linge =d; nun ist 
8, (2) = D4,(z) fast periodisch (I), als eine endliche Summe von fast 
1 


periodischen Funktionen. Wir bestimmen us, d, 8,) und haben fiir eine 
zugehérige Verschiebungszahl rt: 


|S, (a#+1)— 8, (x) 


mM 


cle cole cele 


auBer auf einer Menge von mittlerer 
Dichte <5 in jedem Intervalle der 
Lange = d. 


|8,(2 +1) — O(x+1)| 
|S,(z) — P(z) 


IW 


Daraus folgt: |®(a2-++)— ®(x)|<e bis auf eine Menge von der mitt- 
leren Dichte <« im Intervalle der Linge d. Also ist ®(x) fast perio- 


disch (I), und 2(5,d,8,) = einem I(e, d, ©). 


Zuletzt will ich zeigen, da8, wenn wir von der Funktion f(z) die 
gleichmaBige Stetigkeit fordern, unsere Definition (I) in diejenige von 
H. Bohr iibergeht ’). 


In der Tat, im Falle der gleichmaBigen Stetigkeit kann man zu einem 
gegebenen e < 3 eine Zah] 5 > 0 bestimmen, so daB | f(x’) — f(x”)|< > 
sobald |z’— 2” |< 64 ist. Unserer Definition gema8 gibt es ein (5, a) 
mit d= 26. Von den zugehérigen Verschiebungszahlen +t wissen wir dann, 
daB | f(x-+ 1) — f(z)| <3 ist, in einer Gesamtheit von Punkten von 
der mittleren Dichte 21-5 >0O in jedem Intervalle der Lange = d. 


Man kann also in jedem Intervalle (2 — 6, x-+ 4) einen Punkt é finden, 
welcher nicht zur Ausnahmemenge gehért. Dann haben wir: 


®) F. Riesz, Sur les suites de fonctions mesurables, C. R. Paris 148 (1909). 
Die Funktion ®(zx) ist bis auf eine Menge vom MaBe Null definiert. 

”) Falls f(x) nur fast iiberall definiert ist, kann man sie mittels Grenzwerten 
zu einer iiberall definierten, gleichmaBig stetigen Funktion erginzen. 








rt 


ka 
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Ifé+e)—f(&) |Sq> 
If(—€+t)—f(e+)|S 


if(—) -—f(z) Is 


woraus |f(z-+1)—f(x)|<e ist (fiir jedes x), also ist u(s, d) eine 
Verschiebungslinge /(¢) im Bohrschen Sinne. 

Anderseits gibt es iiberall stetige Funktionen, die nicht gleichmaSig 
stetig und doch im Sinne der Definition (I) fast periodisch sind. 

Beispiel. Wir bezeichnen der Kiirze wegen durch J(a,4) das 
Intervall ( _ = a+ =): Diereelle Funktion f(a) seifiir — co << x < +00 
folgendermaBen definiert. 

f(x) = 0 in allen Intervallen J(8n, 1), n=0, +1, +2,... (,,Nullte 
Reihe von Intervallen“). Ferner in den Intervallen J(9n +1, 1) definieren 
wir f(x) wie folgt: In J(9n+1,%) sei f(x) durch zwei Seiten eines 
gleichschenkeligen Dreiecks von der Héhe =1 dargestellt, in J(9n +1, 1) 
— J(9n +1, }) sei f(x) = 0 (,,erste Reihe von Intervallen und Dreiecken“). 
In allen Intervallen J(27n + 3 +1, 1) ist f(z) =0, auBer in J(27n +3 +1,$), 
wo f(z) durch die Schenkel eines Dreiecks von der Héhe 2 dargestellt 
wird (,,zweite Reihe“). Im allgemeinen, in allen Intervallen 


J(3"7' n+ 3" "+3" +...+341,1), n=0, +1, +2,..., 
ist f(x) Null mit Ausnahme von a(3"*ten +3" +...41, a)" — 


fiir jedes n durch die Schenkel eines Dreiecks der Héhe —2”~* darge- 
stellt wird (,,m-te Reihe“). (Fig. 1.) Also ist f(a) tiberall definiert, da 


i Or Oe 




















Bla 


Fig. 1. 


die Mittelpunkte der Intervalle die Menge aller ganzen Zahlen erschépfen. 
In der Tat 1a8t sich jede ganze Zahl N eindeutig in der Form darstellen: 
N=a,+a,-3+,-:3°+...+a,_,-3""'+a,-3” mit a,=0, +1 oder 
—1. Wenn a,=0, so ist N= 3n und gehért zu nullter Reihe; wenn 
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allgemein a,+ 0, a,+0,...,4,-,+0,a¢,=0 (LgQmgp +1), dann 
ist N=3"*'.n+3"-'+...43+1 und g2hirt zu m-ter Reihe. 

Die so definierte Funktion ist stetig (aber nicht gleichmaBig!) und 
sie iet fast periodisch im Sinne der Definition (I). Fiir e—}, d=1 sind 
alle ganzen Zahlen Verschiebungszahlen, fiir e=}, d=1 (oder e =}, 
d = }) sind alle Verschiebungszahlen von der Form 3n. Im allgemeinen 
sei e beliebig und d = 1 gegeben. Wir bestimmen m durch die Ungleichung: 


= <e; dann sind die Zahlen 3™-n zu (e, 1) gehdrige Verschiebungszahlen 


(n ist eine beliebige ganze Zahl). In der Tat, nehmen wir J(3™-n, 3”) 
und vergleichen wir den Verlauf unserer Funktion in diesem Intervalle mit 
dem in J(0,3™) und denken uns das letztere Intervall aus dem ersteren 
durch eine Verschiebung der Variablen um — 3™-n hervorgegangen. In 
denjenigen Teilen der Intervalle J(3”-n, 3”) und J(0, 3”), die den ersten 
m —1 ,,Reihen“ angehéren, stimmen die entsprechenden Werte der Funk- 
tion tiberein; nur in J(+3"-*+ 3" *+...+3-+1, 1) ist die Funktion 
durch Dreiecke m-ter Reihe dargestellt, und in beziiglichen Intervallen 
J(3"-n+3"7+3"*+...+1,1) kénnen die analogen Dreiecke von 
héherer Ordnung sein, dann namlich, wenn n==0(mod 3) ist. Aber die 


Basis eines Dreiecks von der Ordnung > m ist Ss <e. Also ist das 


Ma8 der Wertmenge, in welcher die Werte der Funktion nicht iiberein- 
stimmen, gewiB <e in jedem Intervalle der Lange 1. 


§ 2. 


Jetzt werde ich eine engere Definition der Fastperiodizitaét geben, 
welche die Summierbarkeit von f(z) (im Lebesgueschen Sinne) voraussetzt 
und mittlere Fastperiodizitét genannt werden kénnte. 

Definition Il. Die fast tiberall auf —co<x<+0co© definéerte 
und in jedem Intervalle summierbare Funktion f(x) soll fast periodisch 
(II) hetBen, falls es zu je zwei vorgeschriebenen Zahlen « > 0 und d> 0 
eine Lange l(e,d) derart gibt, dag in jedem Intervalle (X, X +1) min- 
destens eine Verschiebungszahl « von der Beschaffenheit 


a+d 


a \f(e+r)—f(x)|\dr<e 


existiert (« beliebige reelle Zahl). 
Bemerkungen. 1. Sei L>d, sonst beliebig. Aus der Definition 
folgt, indem wir A =m—> 1 setzen: © 
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at+L 


iJ If(e+s)—f(2)|az 


~i{f+ f+. + ia finer f(a)|de} < EDM <0, 
> a+(m—-1)d at+md 


a+1 


2. Wenn d <1 ist. so folgt aus J |f(e+r)—f(x)|dacde die 
Ungleichung : 


a+d 


Lf ile +e)—s(2)|de Se. 


Jede zu (de, 1) gehdrige Verschiebungszahl gehért also auch zu (e, d), 
falls d <1 ist. Ebenso wie in der Definition (I), kénnten wir auch hier 
d ein fiir allemal gleich einer festen Zahl, z. B. d =1, setzen. 

Aus der Definition (IT) folgt, daB das MaB von # {| f(x +1) — f(x)| > ke} 
im Intervalle («,«-+-d) kleiner als a = ist und die mittlere Dichte 
dieser Menge <t ausfallt. Indem wir k = re setzen, sehen wir, daB die 

&é 

obige Lange 1 =1(e,d) ebenfalls eine Linge I(e’,d) mit e’ = Ve im Sinne 
der Definition (I) ist, daB also f(x) auch fast periodisch (1) ist. 

Aus der Definition (II) folgt fiir die Funktion f(x) die gleichmapige 
Summierbarkeit in dem Sinne, daB man fiir jedes e >0 und d>0 eine 
Zahl 6>0 angeben kann, so daB 


{it(a)\da<e 


ist, wobei HZ eine beliebige Menge vom MaSe u# <6 und Durchmesser 
D(E)<d ist. 

Es ‘sei in der Tat f(x) fast periodisch (II) und Ho (X,X+d). 
Wir bestimanen u(s 7? a) und nehmen ein zugehériges t, welches den Be- 
dingungen — X¥<1t<1—X geniigt; wenn x das Intervall (X, X+d) 


durchlauft, befindet sich ay t im Intervalle (0,/-+-d). Wir haben also: 


: + fir( f(x+ 1) —f(z)|dr< 5, 7; infolge der Definition (II). Alsdann nehmen 


“5 
wir fiir das feste Intervall (0,2+-d) eine Zahl 6 derart, daB J |f(x)|\da<3 


ausfallt, sobald 4 Z’ <4 ist. (Die Existenz von 4 > 0 folgt aus der Total- 
stetigkeit des Lebesgueschen Integrals.) Wir haben also, wenn uZ < 6 ist, 
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fitl2)|de = f\f(e@+0)—F(z)—f(2+s)\de 
SJ \t(e+t)—f(z)|\dat+S|f(z+0)|\d2<5+5—e, 
Ez E 


w. 2. b. w. 

Umgekehrt, wenn wir von einer fast periodischen (1) Funktion f(z) 
die gleichmaBige Summierbarkeit im eben beschriebenen Sinne voraus- 
setzen, so folgt daraus, daB f(x) auch fast periodisch (IT) ist. 

In der Tat, es seien ¢ und d<1 gegeben; nach der Definition 
der gleichmaBigen Summierbarkeit gibt es eine Zahl 6 > 0 derart, daB 


fi f(x)|dx <4 qusfaillt fiir «2 <6 und D(E)<d. Es sei e’—min(£, 5); 


é 
wir bilden J(e’,d) im Sinne der Definition (I), nehmen ein zugehériges + 


a+d 


und betrachten i] \f(x+-1) —f(x)|de. 


In einer Menge vom MaBe > d(1— «’) ist der Integrand < ro also 
das Integral selbst < z In der Komplementirmenge vom MaBe < de’ < 6 


sind 1fir@)|ae und Af ir(ets)|az jedes kleiner als 5-“¢— =. Also ist 


a+d 


Lf it(e+s)—fle)\dz<e, 
w. z. b. w. 2 
Aus der gleichmaBigen Summierbarkeit einer fast periodischen (II) 
Funktion f(z) folgt die gleichmdfige Stetigkeit von F(x) = j f(a)da 
und ®(2)—= $f |f(«)|de. 


Betrachten wir z. B. die zweite Funktion. Sei « beliebig positiv ge- 
geben. Wir kénnen eine positive Zahl 6< 1 so angeben, da8 fiir pH <6 
und D(E£)<1 die Ungleichung f|f(x)|dz <e gilt. Nehmen wir ins- 

B 
besondere fiir diese Menge Z das Intervall (x,2+h) mit |h|<6. Dann 
ist gleichmaBig fiir alle x: 


| P(z+h)— O(z)|= 


ath 


J f(2)\ dz! <= S 





und diese Ungleichung bedeutet die gleichmaBige/ Stetigkeit. Daraus folgt 
insbesondere, da8 


a+L 


Lf If(2)\de < K(@) 


a 
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ist, wo L>d, und d eine positive feste Zahl bedeutet, und K(d) von 
a und LZ unabhingig ist. 

Wir kénnen leicht die folgende Eigenschaft beweisen: 

Die Summe von zwei fast periodischen (Il) Funktionen ist fast 
periodisch (II). Diese Eigenschaft gilt namlich fiir alle fast periodischen 
(I) Funktionen; die Summe von zwei gleichmaBig summierbaren Funk- 
tionen ist aber gleichmaBig summierbar. Daraus folgt die zu beweisende 
Eigenschaft. 

Aher das Produkt von zwei fast periodischen (II) Funktionen ist im 
allgemeinen nur fast periodisch (I). 

Als Gegenstiick zum Satze II la6t sich fiir eine Reihe von fast 
periodischen (II) Funktionen folgender Satz aussprechen: 

Wenn eine Reihe Sf, (z) von fast periodischen (Il) Funktionen die 
Eigenschaft besttzt, dap sich zu zwei vorgeschriebenen positiven Zahlen, 

a+d 


2 und d, ein N auffinden lapt, so daB if "5 fy (2)| de <e fir n>N 
n+1 


(bei einem beliebigen natiirlichen m und einem beliebigen reellen «) ést, 
8o bestimmt die Reihe eine fast periodische (11) Funktion. 
Die Reihe konvergiert niémlich im Mittel gegen eine Funktion ®(z), 
gleichmaBig fiir — co <  < +o in dem Sinne, daB 
a+d 
1 " n 
1 { \o(2)-Sh(@)|ae 


1 ' 
a 


bei geniigend groBem n gleichmaBig beliebig klein wird (d ist eine feste 
Zahl). Es ist weiter leicht zu zeigen, daB ®(x) fast periodisch (II) ist. 

Von den von H. Bohr entdeckten Eigenschaften der fast periodischen 
Funktionen gilt im Falle (II) noch die Haistenz des Mittelwertes. In 
diesem Falle existiert nimlich der Grenzwert 


Jim + J f(x)dx = M{f(z)}. 


Der Beweis kann analog wie bei H. Bohr*) durchgefiihrt werden. 
Es geniigt namlich zu zeigen, daB man zum vorgeschriebenen « eine Zahl 


qT, fT, 

T,(e) bestimmen kann, so dab |x | fl2)2x— 1 [4(2) dz|<e fiir 
1 2 
0 tt) 

T,, T, > T, ist. Ga diesem Zwecke nehmen wir d konstant, z. B. = 1, 


*) Loe. cit. 8. 42—45. 
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und bestimmen ein J, = (+, d,f ) , im Sinne der Definition (II); dann 


at+Y 


bezeichnen wir mit @ die ohere Grenze von yf if(e)|az fir Y>d 


und ein beliebiges reelles @ (nach einer friiheren. Bemerkung ist G end- 
lich). Weiter, ebenso wie in der Abhandlung von H. Bohr, beruenen 
wir X durch die Ungleichung ar <i und dann 7, durch < iu? 
ondiich beweisen we wie bei H. Bohr fiir 7>7, die Ungleichung: 


| fr (a)da — fr )da|<$ <>, woraus dann hier wie dort die zu be- 


weisende Ungleichung unmittelbar folgt. 

Fiir das Folgende brauchen wir die Feststellung von Bedingungen, 
unter welchen der Mittelwert gleichmaBig fiir eine Klasse von fast perio- 
dischen (II) Funktionen existiert, d.h. Bedingungen dafiir, da8 man zu 
einem vorgeschriebenen e eine Zahl 7, fiir die ganze Klasse {y(x)} an- 
geben kann, so daB fiir jede Funktion w(x) die Ungleichung gilt: 


| v(z)ae — M{y(x)}| <e, falls T> 7, ist. Eine Antwort auf diese 


Frage gibt der folgende 

Hilfssatz If]. Damit der Mittelwertsatz gleichmifig fiir eine 
Menge {y(x)} von fast periodischen (Il) Funktionen gelte, geniigt es: 
1. Daf es fiir alle w(x) fiir ein vorgeschriebenes « und ein festes d ge- 
meinsame Verschiebungszahlen « in jedem Intervalle der Lange I(e, d) 


gebe; 2. daB eine feste Zahl g existiere, so dag — fiw lw(a)|\da<g fir 
jede y(2) gelte (fiir jedes «). 
In der Tat sind in dem oben skizzierten Beweise fiir die Giiltigkeit 


der Abschiitzung <e nur die GréBen 1,(*,d, wy), X, T, und G, letatere 


a+¥Y 


GréBe als Schranke fiir — rj |w(ax)|\da (Y>d) maBgebend. Nach einer 


friiheren Bemerkung kann ‘man @ = 2g annehmen, und nach den Voraus- 
setzungen des Hilfssatzes kann man gerade alle fraglichen Zahlen so be- 
stimmen, da8 sie fiir alle y gemeinsame Giiltigkeit haben. 

Wir erinnern noch, daB d eine feste aber sonst beliebige Zahl bedeutet, 
etwa d=1. 

Aus dem Mittelwertsatze folgt fiir jede fast periodische (IL) Funktion 
die Existenz des Mittelwertes 


M {f(x)e-***}=a(d) (A beliebige reelle Zahl), 
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da das Produkt f(x)e-** als Produkt zweier Funktionen (I) jedenfalls 
fast periodisch (1) ist, weiterhin auf Grund der Abschatzung 


{\flz)e@*|da= [| f(2)|da<e ist, falls nE<6, D(E)<d 


gleichmaBig summierbar, also auch fastperiodisch (II) ist. 
Wir werden beweisen, da8 auch fiir fast periodische (II) Funktionen 


der Wertevorrat von 4, fiir welche a(4) +0 ausfallt, héchstens abzihlbar 
ist. Zuerst werde ich einen Hilfssatz beweisen. 


Hilfssatz IV. Wenn f(x) fast periodisch (Il) ist, kiénnen wir zu 
einem beliebig gegebenen e > 0 ein d>0 80 klein angeben, daB bei jedem 
festen h mit |h| <6 die Ungleichung M{\f(x +h) —f(x)|} <e besteht. 


In der Tat folgt aus der Existenz des Mittelwertes, daB fiir geniigend 
groBes X 


x 
x) (fet h)—P2)\de— MEI f(z +4) — f(2))}|<§ 


ist, und zwar, nach dem Hilfssatze III, gleichmaBig in bezug auf h, da 
jede zu f(x) und e gehérige Verschiebungszahl zugleich zu |f(2-+-h)—f(x)| , 
und 2e gehért; auch die Zahl g kann fiir alle | f(z +h) — f(x)| zweimal 
so groB als fiir f(z) angenommen werden. Nach einem Theorem von 
Lebesgue*) kann man (bei einem festen X) ein 6 so klein angeben, daB 
fiir |h| << 6 die Ungleichung gilt: 





XY 
firle+a)—fle)jaz< 


Aus diesen beiden Ungleichungen ergibt sich: 


M{\f(z +h) —f(z)|}<e. 


Jetzt beweisen wir das Analogon zum Satze XXIV von H. Bohr: 
Wenn f(x) fast periodisch (II) ist, so ist bet beliebigem positiven festen 


a+e 


c>0 die stetige Funktion F(z)= f f(y)dy fast periodisch, sogar im 


Stone wen Hi. Bate. ‘ 


Zum Beweise nehmen wir ein u(s, c) fiir f(z) im Sinne der Defi- 
nition (II), dann haben wir fiir ein zugehdériges t: 


®) Lecons sur les séries trigonométriques, Paris (1906), p. 15. 
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F(z +0) —F(2)|=| f (ry +2) — rly) ay) 


z+e 


=€é, 


é 
c 


< {ifiy+9—fly)idy <e 
Also ist u(s, c.f ) ein I(e, F’) (die letzte Verschiebungslange ist im 
Sinne von H. Bohr zu verstehen). 


Ferner kénnen wir, ebenso wie H. Bohr’), folgende Gleichungen 
beweisen: 


M{F(x)e-#} = M{f(z)e-#*}- =! (a 0) 
und M{F(x)}=c-M{f(x)}. 

Jetzt ist es leicht, den oben erwahnten Satz zu beweisen. 

SatzIl. M{f(x)e-**}—a/(A) ist nur fiir hochstens abzahlbar viele 
Werte von i ungleich Null. 

Tatsachlich gilt nach dem Satze X von H. Bohr (1. c. 8. 49) die Aus- 
sage fiir M{ F(x)e-***}. Zufolge unserer letzten Gleichungen kann a (A) 
nur fiir die zu F(z) beziiglichen Werte von 4 von Null verschieden sein, 
sowie vielleicht auch fiir solche, wo 4c =2ka ist (k ganz), also ins- 
gesamt nur fiir abzihlbar viele Werte. (Um alle Werte von 4 mit a(4) + 0 
zu ermitteln, geniigt es zwei Funktionen F,(z) und F,(2z) zu bilden der- 
art, daB die zugehérigen c, und c, im irrationalen Verhaltnisse stehen; es 
miissen alsdann die gesuchten Werte von 4 genau diejenigen sein, fiir welche 
mindestens einer der Mittelwerte M{F,(x)e~***} und M{F,(x)e-*} 
von 0 verschieden ist.) 

Also bekommen wir die , Fourierreihe“ der Funktion f(z): 


f(z) ~ SA, eftne, 
1 


wo A, die Werte von 4 mit a(4)+ 0 sind, und 
A, = a(A,) = M{f(x)e-*402}. 
Ferner gilt der folgende Satz: 


Satz III. Fiir eine fast periodische (11) Funktion f(x) gibt es nur 
endlich viele A,, welche dem absoluten Betrage nach die vorgeschriebene 
positive Zahl « iibertreffen. 


Betrachten wir die Funktion 


T 
a(4) = lim 7 | f(z)e-e de. 


%) Loe. cit. *), 8. 60—62. 





h3| ~ 


wo! ees 
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Zuerst bestimmen wir A, positiv und geniigend groB, um fiir |4| > A, 
die Ungleichungen 
i 


M{|P(z +-4,) -r(2)|} \<s and fi f(x)|dw< = (X beliebig) 


zu haben. (Die Miglichkeit fiir die erste Ungleichung folgt aus dem 
Hilfssatze IV, fiir die zweite aus der gleichma&Sigen Summierbarkeit 
von f(z)). 

Nun nehmen wir ein beliebiges, aber festes 4 mit |4| > A, und be- 
stimmen ein so groBes positives 7’>1, daB die Ungleichungen gelten: 





LM r(2) ee) -+ f f(z)e-H#da| <* 
und ° 
alee fi) -102|}—$flele+ gh) —re|ael <$, 





Die Bestimmung von 7’ ist méglich wegen der Existenz des Mittelwertes. 
Jetzt schiitzen wir das Integral ab: 











2x (2k-—1)2 2ka 
T ia jal |4| \A| T 
pfrowteen fe fet f+ f+ fle-G2) 
0 0 x (2k-2)% (@k-1)x 2kx 
Taj [a] [4] (a] 
(2m+1)2 
g-1 =(/4i T 
=7> {f(2) — f(z tip )hetede+ 5 ; f(x)e-“*#dzx; 
™=0 oman re cd 


Ta Ta] 
wir haben fiir den absoluten Betrag: 


2 at r 
Af rzyeoede|sh Sf |r(e+rt)—rle)lae+d finte)laz 
$ m=0 9m x kx 
" lal P \4| 
<4 |r(2+t)—nelae+ ff in(e)lae< *. 
0 2x 


Ta 
Daraus folgt: 
| M{ f(x)e-#*}| <a. 
Also fiir jeden Wert von 4 mit |4| > A, ist |a(4)|< a. Folglich 
ist |A,| <a, sobald | A,| > A, ist. 
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Jetzt betrachten wir die Werte von A, mit | A,|< A,. Wir nehmen 


a+e 
¢ positiv und <i und bilden F(z) = f f(y)dy. Es sei 


f(a) ~ 34, etna; F(x) ~ DB, et ne, 


e Age _ 1 


dann ist B, = A, — oder eventuell B,—cA, (wenn A,=0 ist). 











a 
Fiir die A, mit | A,| < A, haben wir: 
2 sin | 4s le sin 4al¢ 
| stated 9 at 9 > 2¢ 
| iA, as | A, | "4 _A, |e = ;°* 
2 


Also ist | A, |- *¢ <\B, | oder |A,| <5 | Bn |. 

Nun ist aber F(x) fast periodioch im Sinne von H. Bohr, also ist 
die Summe der Quadrate ihrer Fourierkoeffizienten konvergent ™); also gibt 
es nur endlich viele von ihnen, die der Ungleichung | B, | > see geniigen ; 
nur fiir die betreffenden Werte von n kann die Ungleichung | A,| > « 
stattfinden. Also ist der Satz bewiesen. 

Ich bemerke noch, da® fiir die fast periodischen (II) Funktionen 
folgende Eigenschaften der Bohrschen Fourrierreihen erhalten bleiben: 

Die Fourierreihe der Summe /(x)-+g(x) ist gleich der formalen 
Summe der beiden Fourrierreihen. 

Falls f(2) ~ A, e*4=*, so ist 
cf (x) ~ S cA, tne; ets f( z)~ SA, et(Antra. f(x) ~ SA, ef(-Ane; 

f(x + c) Aw t - A, 2 Ine. et. Ans; f(ex) ~ ~ SA, et(Ance 

Die Beweise sind klar. 

Im Falle einer rein periodischen Funktion ist S A, e*4n* eine ge- 
wohnliche Rethe von Fourter-Lebesgue. 

In der Tat, sei f(x) periodisch; wegen der letzten Aquivalenz kénnen 
wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit die Periode = 22 annehmen; 


sei dann f(x) ~ a+ Sa, eins die gewdhnliche Fourierreihe von f(x); 


= f (f («)—a,) de ist eine stetige periodische Funktion mit der Periode 
0 


22; wenn wir ferner af F(a)da=ay stzen,s0iat (2)— f (P(e) — dy) ue 
0 J 0 


1) Loc. cit. 8. 52. 
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eine ern Funktion mit gleichmaBig konvergenter Fourierreihe, 


O(z) =a + 3 Sere 


Wir wales. fiir f(a) die Funktion a(/) berechnen. Es ist klar, daB 
a(0)= M{f(x)}=a, ist, und es geniigt daher 4+ 0 zu betrachten. 
T 


Wir nehmen 7 fae dz und formen das Integral mittels partieller 


0 
Integration um. 


1 


T T T 
5 | f(a)e-M*dz = 7 (f2) = ay) e-tedx + % {e-tedz 
0 0 0 


T 
F(T)e~#T | ia ~af_} 


0 
T 
= hon +0 (=) > 
0 


Ferner ergibt sich, indem wir noch einmal partiell integrieren, 
. ? ° r | T 
afr z)je-* dz = {Fe — a) e~**dz+ if ase de 
é t) 6 


T 
one —1,[ @(2)e-Heae +0 (+). 
0 


Im letzten Integral kann man ®(z) durch die gleichmaBig konvergente 
+@ 


Reihe aj +2) -s “wet "2 ersetzen und dann die Integration und den Grenz- 


iibergang + ee voliziehen; infolge der Gleichungen M{e***} = 0 fiir 
A+0, M{1}=1, ergibt sich dann a(n)=a,, a(4)=0 fiir A+n 
(m ganze Zahl), d.h. die verallgemeinerte Fourierreihe stimmt mit der 
gewohnlichen iiberein. 


Die Funktion des Beispiels von §1 ist nicht fast periodisch (II), 
da sie nicht gleichmaBig summierbar ist. Um eine Funktion zu gewinnen, 
die auch im Sinne dieses Paragraphen faBt periodisch ist, kann man die 
Definition der Funktion so modifizieren: 

m—i 

Die m- te Reihe von Dreiecken hat ihre Hdhe = 2 ? (m—1,2,3,.. m 
Dann ist die Funktion fast periodisch (I) und gleichmaBig summierbar, 
folglich fast periodisch (I1). 


Mathematische Annalen. 95. 32 
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§ 3. 
Alle allgemeinen Eigenschaften der fast periodischen Funktionen, die 
H. Bohr in der zitierten Abhandlung bewiesen hat, bleiben erhalten, wenn 


wir die folgende Definition einfiihren, welche als mittlere quadratische 
Fastperiodizitét bezeichnet werden diirfte. 


Definition If]. Die fast tiberall endliche und in jedem Intervalle 
quadratisch summierbare Funktion f(x) soll fast periodisch (IIL) hetBen, 
falls es zu zwei vorgeschriebenen Zahlen e >0 und d>O eine Lange 
l(e,d) derart gibt, daB in jedem Intervalle (X,X +1) eine Verschie- 

a+d 
bungszahl 1 = r(e, d) von der Beschaffenheit rf f(a +1) — f(x) "da <e 


a 


existiert (fiir ein beliebiges reelles «). 


Die Bemerkungen zur Definition (II) gelt2n auch hier: fir L >d ist 
a+L 
i f(a +1) —f(x)|" dx <2; d kénnte im folgenden fest, z. B.d =1 


a 


angenommen werden. 


Aus der Dafinition III folgt: 1. f(a) ist summierbar; 2. f(a) ist 
auch fast periodisch (II). Zum Beweise der letzten Tatsache wenden 
wir die Schwarzsche Ungleichung an, indem wir im Sinne der Definition (IIT) 
die Lange I(e*,d) konstruieren und ein dazu gehériges t nehmen: 


u+d .2 


(f |f(~+1)— f(z)| az] 


a+d 


a+d 
< { \re+2)—r2)\*az | dx <de?-d, 


oder 
a+d 


sf \f(e +1) —f(x)|dx<e. 


Analog dem Falle der Definition (IL) werden wir den folgenden Satz 
beweisen. 


Satz IV. Wenn f(x) der Definition (III) geniigt, so ist |f(x)|” 
gleichmaBig summierbar, d.h. zu jedem ¢« und d 1a8t sich ein 6 so an- 
geben, da8 


Sl t(x)|"da< é 
E 


ausfallt, falls D(#)<d und wE < o ist. 
Es sei « eine beliebige reelle Zahl, und E eine im Intervalle («, « + d) 


e 


liegende Menge. Nehmen wir 1( r =, 4) (im Sinne der Definition III) 
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und eine zugehérige, den Ungleichungen —a<1<I1—a geniigende 
Verschiebungszahl rt. Es ist 


fitle)|"ae Sf (ine +1) —f(a)| +|f(z+1)|)*dz 
< 2f\f(z+r) _ f(x) "da +2|ff(2++)|"de. 

Aus der Definition (III) folgt, daB der erste Summand < 2d- a == 3 
ist; andererseits, befinden sich die Werte von x + 1 im Intervalle (0,/+ 4). 
Fiir das feste Intervall (0,1-+d) kénnen wir ein 5 bestimmen, so daB 
fi f(x)|"da << ausfiillt, sobald 2 (0,2+d) und wE <6 ist. Dann 
fe 
ist der zweite Summand < > folglich 


S\(f(x)[Pdx<e 


E 
fiir jede Menge £ ist, die den Bedingungen »H<6 und D(E)<d 
geniigt. 

Korollar I. Falls f(x) fast periodisch (III) ist, so ist ‘f(zx)|* 
(und (f(zx))*) fast periodisch (11). 

In der Tat, nach dem Satze I von $1 ist das Quadrat einer fast 
periodischen (I) Funktion noch fast periodisch (I); nun ist |f(a)|* gleich- 
maBig summierbar, folglich nach dem Ergebnisse des § 2 fast perio- 
disch (II) **). 


Daraus folgt, daB {| f(«)|"da gleichmabig stetig und da6 fir L >d 
0 
a+L 


der Ausdruck r} |f(x)|*dax gleichmaBig beschriinkt ist. Seine obere 
Grenze bezeichnen wir mit K(d). 

Korollar Il. Wenn f(x) fast periodisch (IIL) ist, so existiert der 
Mittelwert M{\ f(x)|*}. 

Jetzt will ich die Umkehrung des Satzes IV beweisen. 

Satz V. Es sei f(x) fast periodisch (II) und |f(x)|° gleichmapig 
summierbar; f(x) tst fast periodisch (III) *). 

Es seien die positiven Zahlen e und d beliebig gegeben. Zuerst kinnen 


12) Man kann jetzt leicht beweisen, daB das Produkt zweier fast periodischer 
(IIL) Funktionen immer fast periodisch (II) ist. 

1%) Man kénnte f(z) nur fast iodisch (I) voraussetzen, da aus der gleich- 
maCigen Summierbarkeit von | f(z); die gleichmaBige Summierbarkeit von | f(z) | 
folgt. 

32* 
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wir wegen der gleichmaBigen Summierbarkeit von |f(x)|* eine Zahl d 
derart angeben, dat f f(z) |*dx< . ausfallt, falls u Z <6 und D(Z)<d 


ist. Wir bestimmen dann & so groB, dab cd <6 sei, und endlich «’ so 


klein, daB ke’ < Vy; und ke’ <1 sei. Dann nehme ich eine Verschiebungs- 
zahl + fiir f(x) (im Sinne der Def. II), die zu e’ und d gehért. Wir 


a+d 


werden xf |\f (a+r) —f(x)|*dx abschitzen. 


Nach der Definition von 1 ist: 
a+d 
i |f(2+r1)— f(x)|dzxge'd, 


also ist 


nE{|f(e+1)—f(2)|>ke}<pS—t<s. 


Sei (a, «+ d)— H=€; wir haben: 


tf (ete) fle)l" des paket <5: 


1 fig(ets)—#(2) de <3 f(f(a)-+2)|*+iM2)))de<2-9 Sas, 
E E 
da « E <6 ist. Also ist 


a+d 


+f | f(a +1) —f(x)|"dx <e; 


f(x) ist demnach im Sinne der Definition (III) fast periodisch. 

Aus den Satzen IV und V folgt, daB man statt der Definition (III) 
folgende aquivalente einfiihren kénnte: 

f(x) ist fast periodisch (II1), falls f(x) und |f(x)|* fast perio- 
disch (Ii) sind. 

Man kann leicht zeigen, daB {p(x) + y(zx)}° gleichmaBig summierbar 
ist, sobald das gleiche fiir {y(z)}* und {y(x)}* gilt. Daraus folgt, daB 
die Summe zweier Funktionen, die fast periodisch (III) sind, ebenfalls 
diese Eigenschaft besitzt. 

Es gilt noch folgender Reihensatz- 


Die Reihe > f,(x) von fast periodischen (Il) Funktionen konvergiert 
1 
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tm Mittel (quadratisch) gegen eine fast periodische (III) Funktion, jalls 
sich fiir jedes positive « ein N bestimmen laft, so daB 


atd  ntm 


iJ | Se) 


k=n+1 


2 
dz<e 





fir n> N, ein beliebiges reelles « und beliebiges natiirliches m ist. 


Der Beweis kann analog den Reihensitzen von §1 und 2 durch- 
gefiihrt werden. 


Indem wir im Beispiele des § 1 die Héhe der Dreiecke von m-ter 
m—1 


Reihe gleich 2 * setzen, gewinnen wir eine Funktion, die im Sinne der 
Definition (III) und nicht im Sinne von H. Bohr fast periodisch ist. 


§ 4, 


Ich werde nun beweisen, daB im Falle (ITI) auch das Analogon des 
Parsevalschen Satzes gilt, da8 wir nimlich die Gleichung 


(P) M{|f(z)|*}= 314, |° 


haben, wobei A, die ,,Fourierkoeffizienten“* von f(x) sind (Fundamental- 
satz von H. Bohr). 


Zuerst bemerke ich, da$ die Betrachtungen von H. Bohr*‘) geniigen, 
um auch in diesem Falle die beziigliche Ungleichung abzuleiten. 


In der Tat, wir haben: 
M {| f(x) — SA, etne "}=M{(f(x)— SAgetsne) (F(a)— BAe t)} 
= M{\7(2)|"}— BIA 20. 


Folglich konvergiert die Reihe =|A,|*, und fiir ihre Summe gilt die 
Ungleichung: 3}| A, |” < M{|f(2)|*}. 
Um die Gleichung (P) zu beweisen, betrachten wir die Funktion 
a+e 


v(z)=1f r(y)dy. 


Nach den Ergebnissen von § 2 ist y.(x) fast periodisch im Bohrschen 


Sinne. Aus der Fundamentaleigenschaft des Lebesgueschen Integrals ist 
fast iiberall f 
lim 9, (2) = f(x). 


4) L. co. 8. 48—49. 
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Die Fourierreihen von f(z und ,(z) hangen folgenderma8en zu- 
sammen (vgl. § 2): Es sei 


f(z)~ SA, et Anz, 
1 





dann ist 
p,()~ SB, et Ans, 
1 
tAge _ 

wobei B, = A,* 7 t (fir A, +0) und B,=A, (wenn eventuell 
A, eed 0 ist ). 

Nach dem Fundamentalsatze von H. Bohr gilt fiir m, (x) die Gleichung: 
(1) M{\9.(2)\*"} = 318," 


Um die Gleichung (P) im Falle (III) zu beweisen, geniigt es, zu 
zeigen, daB SB, |° gegen S| 4,|° und M{|q,(2)|"} gegen M{| f()|"} 
1 1 
fiir c—+0 strebt. 
Ich beginne mit dem Beweise der ersten Tatsache. Wir haben: 


et4ne_y , | sin &s 
B—-4,.—7--° |3,.1=lAl- Ae |? 
|? 








(oder eventuell |B, |= |A,|) also |B, | <|A,|. 
Da die Zahlenreihe S| A,|° konvergiert, so konvergiert die Reihe 
>| B,|" gleichmaBig (in bezug auf c); da anderseits lim B, = A, ist, so 
0 
kénnen wir den Grenziibergang gliedweise vollziehen, und wir bekommen also 
(2) lim |B, |*= 3'|,|°. 
e>o0 1 1 
Jetzt schreiten wir zum zweiten Teile des Beweises. 
Es handelt sich darum, die Limesgleichung lim M{|¢,( x) |"} =M{f(x)|"} 
c> 


zu beweisen. Dazu geniigt es, indem wir uns auf den Hilfssatz III von 
§ 2 stiitzen, folgende Eigenschaften festzustellen: 


at+d 


. rf |p. (x)|"da ist gleichmaBig (in bezug auf c) beschrankt fiir 


eine feste positive Zahl d. Wir denken uns im folgenden d= 1 gesetzt. 
2. Die fast periodischen Funktionen |,(x)|* besitzen gemeinsame 
Verschiebungszahlen (im Sinne von Definition IT). 
3. Fiir ein beliebiges festes 7' gilt die Gleichung: 


T T 
. 1 2 ia ' 
lim # [ |. (2)|"da = a f | f(x) |*aez. 
0 0 
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Es geniigt offenbar, nur solche positive Werte von c zu betrachten, 
die unterhalb einer festen Schranke C liegen. Wir werden im Laufe des 
Beweises eine solche Schranke finden, und setzen sie vorliufig =—d an: 


e<d(=1) 


z 
Beweis. 1. Es sei p(x) = f \f(y)|"dy; y (a) ist gleichmaBig stetig. 
0 
Nun bekommen wir, indem wir die Schwarzsche Ungleichung anwenden: 


ate 


1Fryal'sd f rw Pav fay 





(3) |p. (2) |* = 


=+ f \r(y)Pay=4{y(2+0)—v(2)}. 


Wir nehmen das Intervall («, «-+-d) (« beliebig). Wir haben: 


at+d a+d 


fie(aitdest f (yie+er—wie)de 


a+d+e ate 


' at+d at+d+e 
1 1 1 1 
”— f v(z)de—+ f v(z)dz—+ f y(2)dz—1f y(2)de 
ate a a+d a 


= y(«+d+6c)— y(a+6'c); (0<0<1, 0<6'<1). 
Wegen der gleichma@igen Stetigkeit von w(x) kann man ¢,<1 
unabhingig von « so klein nehmen, da fiir c<C=c, 
’ d 
yla+0'c)—vla)<4, yle+d+40c)—wlat+d)< 4 
ist. Daraus folgt: 


at+d 


at+d 
S\e.(2)*dxe<y(a+d)—y(a)t+d=J\f(z)|"dz+d; (c<O=¢,). 
Also erhalten wir: a+é 

Obere Grenze von 4 [\p.(e)|*de 


a+d 


< ob. Gr. von J fifztaet+1—K+1 fir c<C=c, 


(vgl. die Bemerkung vom KorollarI des § 3). 
2. Wir brauchen die Abschitzung des Ausdruckes 


a+d 


D=1f\e(2+)—.la)ltae. 
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Es ist: 
a+d a+d at+e 
tf inlet)—9.(a)l*dam arg | J (Fy+e)—fly)) dy| de 
’ a+d a+e 


1 P 

<aaf{firwt+o-roviavy ae. 

Das innere Integral ist nach der Schwarzschen Ungleichung 
“+e 


eS \f(y+t)— f(y) "ay, 


und also ist 
a+d at+e 


psd, {aefitiy+o—fw)lay. 


In dem gewonnenen Doppelintegrale vertauschen wir die Folge der 
Integrationen und vergréBern das Integrationsgebiet durch Hinzufiigung 
zweier Dreiecke”*). Dann ist unter Beriicksichtigung von C < d 

a+d+e Pr ay 


Dsiq J fy t9—f) ve Pe af \fvt)—r@)l"ay 


v-c 
a+id 


<i finty+e)—fy)lay see’, 


wenn rt eine (im Sinne der Definition IIT) zu (e’, d) gehérende Verschiebungs- 
zahl der Funktion f(y) bedeutet. 


Um nun fiir die Funktionen | ,(x)|* das Vorhandensein einer gemein- 


samen Verschiebungslinge /(e,d) bei jedem ¢ nachzuweisen, miissen wir 
den Ausdruck 


a+d 


J=4f \le(et+el*—|9.(2)l*|a2 


abschatzen. Auf Grund der bisherigen Rechnungen gilt nun unter Be- 
nutzung der Schwarzschen Ungleichung (gleichmaBig fiir ¢c < C = c,): 
a+d a+d 
2 1 {| \* 1 2 
Sz} \le(e+e)/+9.\(2)|| de-F ] ||o.(2+2)|—le,(2)|| de 
% a+d z 
<4(K+1) Tf iete+ t) — 9,(x)|'dx<4(K+1)2e 





%) Vgl. H. Bohr, 1. c. 8. 61, Fig. 6. 


i ete ail 
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fiir alle diejenigen Werte von t, die Verschiebungszahlen zu (e’, d, f) sind. 
Um alse 

Jse 
zu erhalten, braucht man nur e’ = HES zu setzen, und jedes /(e’ d, f) 
im Sinne von (III) ist ein J(e,d,|@,|*) im Sinne von (II), gemeinsam 
fiir alle cso O=¢,. 


8. Wir haben, zu beweisen, daB hel festem 7 fiir geniigend kleines c 
die Differenz # flee te fitter dz dem absoluten Betrage 


nach <« qunsiia werden kann. 


Wir bestimmen ¢,(e), so daB |y(2-+h)—w(a)| <4 fiir || <o, 
ist; dann haben wir, infolge der Ungleichung (3): 


T 
1 f\p.(2)|*@e < Jp J {v(2+e)—y(2)}'de 





— 7{v (T+) — y(0'e)} <a{y(7)— w(0)-+ 25}. 
Unter Bezugnahme auf die Definition von w(x) erhalten wir: 


T T 
(4) Ff lee)"de< pf |fla)|*dete fir e<ey(e) 


Andererseits folgt aus der Summierbarkeit von |f(x)|" die Existenz 
einer Zahl 6>0, so daB fire’ dz<@ fiir jede Menge Z,<(0, 7’) mit 


wE< 6 ist. 
Fast iiberall aber konvergiert |q,(x)|" gegen |f(x)|* in (0, 7); wir 
kénnen also c,(e) so klein nehmen, daB \Ip.(2)I” — IFC cf 


<7F ist 
(fiir ¢<c,), auBer auf einer Menge Z vom Mae <4. Indem wir dann 
(0, 7) — EB mit € bezeichnen, erhalten wir: 


+ fie (z)| ae} fire? da — 5 (\v.(@)|"—I1@)!")ae 


+ rf \v.(2)l*ae - fif(2)l*aez 7 f (\e2" —|f(x)|*)dz 





~ pf n(a)l"ae > —FPi pee fiir ¢<%(e). 
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Indem wir die eben erhaltene Ungleichung der Ungleichung (4) gegen- 
iiberstellen, erhalten wir: 
T T 
(5) —e<H{ |p.(2)"dx— 4 |pl2)\' de <e fiir ¢ <c¢,(e), ¢(¢) 
0 0 
also bei festem 7 
T T 
— * 1{, 2 
lim % { |9.(2)|*dx = > | |f(2) ae. 
0 0 
Nachdem hiermit auch die Bedingung 3. verifiziert ist, kénnen wir, 
wie bereits erwihnt, Hilfssatz III aus § 2 heranziehen, und wir erhalten: 


(6) lim M{\¢,(x)|}° = M{\f(x)|*}. 


Aus (1), (2) und (6) folgt jetzt der verallgemeinerte Fundamental- 
satz von H. Bohr: 


Fiir die Funktion f(x), die fast periodisch (111) ist, gilt die Gleichung 
(P) 3 4,|°= M{|f(2)|"}- 


Aus dem Fundamentalsatze kann man (ebenso wie H. Bohr, loc. cit. 
8.54—55) den Hindeutigkeitssatz erhalten, namlich: falls alle Fourier- 
koeffizienten einer fast periodischen (III) Funktion gleich 0 sind, ist diese 
Funktion fast iiberall Null**). 

Aus dem Fundamentalsatze folgt weiter, daB die Fourierreihe einer 
fast periodischen (III) Funktion gegen diese Funktion im Mittel konver- 
giert, d. h. daB 


m{ \¢( 2) - 3A, eftns|*} 0. 


N>o@ 
Januar 1925. 


%*) Einer freundlichen Mitteilung von Herrn H. Bobr verdanke ich die Bemerkung, 
die Herrn Dr. Bochner gehért, daB der Eindeutigkeitssatz schon im Falle der fast 


a+e 
periodischen (II) Funktionen gilt. Denn y,(z) = + frinay ist fast periodisch im 
xz 
Sinne von H. Bohr, und falls die Fourierreihe von f(z) keine Glieder enthilt, ent- 
halt auch die Fourierreihe von y,(z) gar keine Glieder; also ist y,(z) nach dem 


Eindeutigkeitssatze von H. Bohr identisch =0 fiir jedes c; daraus folgt durch den 
Grenziibergang e-—»0, daB f(x) fast iiberall i Null sein muB. 








(Eingegangen am 2. 6. 1925.) 











Neue Herleitung der Sturm-Liouvilleschen 
Reihenentwicklung stetiger Funktionen. 


Von 


Heinz Priifer in Jena. 


$ 1. 
Problemstellung. 


Die Sturm-Liouvillesche Theorie ist aus Untersuchungen der mathe- 
matischen Physik erwachsen. Die mathematische Behandlung von 
Schwingungsvorgingen, die Theorie der Warmeleitung, die Potential- 


theorie fiihren auf die Frage, ob Integrale von Differentialgleichungen 
der Form 


4 (eat) + (I+ Ar)u=0 


in einem Intervall a<2<b so bestimmt werden kénnen, daB an den 


Intervallenden das Verhiltnis - :u vorgeschriebene Werte annimmt. 


Dabei sind k,l,r gegebene Funktionen von x, wiahrend 4 einen kon- 
stanten Parameter bedeutet, der nicht vorgegeben ist, sondern in geeigneter 
Weise gewahlt werden kann. Weiter fiihren die genannten physikalischen 
Probleme auf die Frage, ob sich eine willkiirliche Funktion im Inter- 
vall a<2< 6 als Summe von endlich oder unendlich vielen Integralen 
der genannten Art darstellen 1aBt. 


Diese Fragen sind zuerst von Ch. Sturm und J. Liouville*) in all- 
gemeinerer Weise untersucht worden, und zwar fiir alle die Differential. 
gleichungen, fiir welche im ganzen Intervall mit Einschlu8 der Grenzen 
k>0 und r>0 ist. In diesem Fall, auf den auch ich mich in dieser 


Arbeit in der Hauptsache beschrinke, sind die gestellten Fragen in der 
Tat im wesentlichen zu bejahen: 


1) Journal de mathématiques pures et appliquées (1) 1—8 (1836—38). 











500 H. Priifer. 


Sind k(x), U(x), r(x) im Intervall a<x<b stetige Funktionen 
von x und ist im ganzen Intervall k>0 und r>0, so gibt es eine 
abzahlbare Menge von nicht identisch verschwindenden, bis auf konstante 
Faktoren bestimmten, Funktionen (x), ~,(2),..., die bei geeigneter 
Wahl der Konstanten i im Intervall a<x<b der Differentialgleichung 

d d P 
4 (kS") +(l+ar)u=0 
gentigen und die Randbedingungen 

cos a -u(a) = sina-k(a)% cos 8 -u(b) = sin -k(b) 
erfiillen. Dabei sind « und B gegebene Zahlen. 

Die Differenzierbarkeit von k(x) setze ich nicht voraus, da sie nir- 
gends gebraucht wird. Die gegebene Gleichung ist also nicht im eigent- 
lichen Sinne eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. 


Ist f(x) eine im Intervall a<x<b stetige und einmal stiickweise 
stetig differenzierbare Funktion und ist auBerdem, wenn a ein Vielfaches 
von x ist, f(a)=0 und, wenn 8 ein Vielfaches von x ist, f(b) =0, so 
lapt sich f(x) auf eine und nur eine Weise in eine im Intervalla <x <b 
absolut und gleichmaBig konvergente Rethe 


f (2) = ¢ Go (2) +6 (2) +... 
mit konstanten Koeffizienten entwickeln. 


Fiir den Entwicklungssatz in dieser Form — da8 er noch bei 
geringeren Voraussetzungen iiber f(2) gilt, lasse ich hier unberiicksichtigt — 
einen Beweis zu liefern, der von den einfachsten Eigenschaften der Diffe- 
rentialgleichungen ausgeht und médglichst elementare Hilfsmittel benutzt, 
ist der Zweck der vorliegenden Abhandlung’). 

Der Vollstandigkeit wegen schicke ich dem Beweise des Entwicklungs- 
satzes in § 2 einen einfachen Beweis der Existenz der Funktionen 9, (2) 
voraus. Dazu gehe ich vom Existenztheorem der Theorie der gewéhn- 
lichen Differentialgleichungen 1. Ordnung aus. Aus diesem gewinnt man 
durch einige Abschatzungen das Sturmsche Oszillationstheorem. Damit ist 
dann die Existenz der gesuchten Funktionen g,(2) bewiesen. Dariiber 
hinaus gibt das Oszillationstheorem die wichtigsten Eigenschaften der 


du(b) 


dx 








*) Hinsichtlich der Literatur verweise ich auf die Berichte: 

M. Bécher, Randwertaufgaben bei gewdhnlichea Differentialgleichungen. Enzy- 
klopidie der Mathematischen Wissenschaften II A 7a (1900), S. 437—463. 

M. Bécher, Boundary problems in one dimension. Proceedings of the V. inter- 
national congress of Mathematicians. Cambridge 1912. I, S. 163—195. 

E. Hilb und O. Szdsz, Allgemeine Reihenentwicklungen. Enzyklopidie der Mathe- 
matischen Wissenschaften II C 11 (1924), S. 1229—1276. 
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Funktionen an. Ich nenne hier nur eine Eigenschaft, die ich sogleich 
brauchen werde: Zu zwei verschiedenen Funktionen gy, (x) und 9, (2) 
gehéren stets zwei verschiedene Werte 4, und 4, des Parameters 4. 


Setzt man zur Abkiirzung fiir jede Funktion f(z), fiir die Z und 
af 


d 
<— (k sf) existiert , 
d d 
re (GE) + UF = Lf), 
so gilt die ar Identitat* 
Ae (r —g 5°) = fL(g)—gL(f). 
Auf zwei Funktionen y,, und y, angewandt, liefert die Identitat 
d dg, dom 
az * (em dx 22) ou (4, a> A)T Pm Pn: 


Hieraus ergibt sich, da g,, und gy, den Randbedingungen geniigen, durch 
Integration iiber das Intervall a<2x<b fiir m+n 
b 
J ro,9,dx=0 
a 





Fiir m = n folgt aus der Voraussetzung r > 0, dab 


b 
Srotdz>0 


ist. Die Funktion y,(z) war bisher nur bis auf einen konstanten Faktor 
definiert. Dieser werde jetzt so festgelegt, daB 


b 
Srozde=1 
a 


wird. Dadurch ist y,(z) bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt. 
Sei jetzt 
f(x) = Cy Po(%) +, ,(%) +... 
eine gleichmaBig konvergente Reihenentwicklung der Funktion f(z). Dann 
folgt durch Multiplikation mit rq, und gliedweise Integration 
b 
Srfo,dz=c,. 
a 


Wenn eine Funktion f(z) sich itiberhaupt in eine gleichmaBig konvergente 
Reihe nach den Funktionen gy, (x) entwickeln laBt, so lautet die Ent- 
wicklung also 


- b 
f(z) = 202) J rf oqae- 
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Konvergiert diese Reihe, die man formal fiir jede stetige Funktion f(x) 
bilden kann, gleichmaGig, so stellt sie auch wirklich die Funktion f(z) 
dar. Die Summe der Reihe ist nimlich dann eine stetige Funktion g(z), 
fiir die 

b b 

Srgp,dx= Srfp,dz 
wird. Man braucht also nur noch zu zeigen: Geniigt eine stetige Funk- 
tion h(x) fiir jedes n der Gleichung 


b 
Srho,dx=09, 


so ist im Intervall a < 2 <b iiberall A(x) = 0. Diesen Abgeschlossenheits- 
satz leite ich in § 4 aus dem Oszillationstheorem her. Dabei benutze ich 
insbesondere eine Folgerung dieses Theorems, die, in § 3 bewiesene, Lésbar- 
keit der Interpolationsaufgabe. Das sind dieselben Hilfsmittel, mit denen 
Liouville den Abgeschlossenheitsbeweis zu fiihren versuchte. 


Endlich ist es noch notwendig, die gleichmiBige Konvergenz der fiir 
f(a) gebildeten Reihe nachzuweisen. Das ist nur unter einschrinkenden 
Voraussetzungen iiber f(z) méglich; denn es hat sich goezeigt, daB die 
formal gebildete Reihe durchaus nicht fiir jede stetige Funktion f(x) 
iiberall konvergiert. In § 5 beweise ich, da8 die iiber f(x) oben gemachten 
Voraussetzungen ausreichen, um die absolute und gleichmaGige Konvergenz 
der Reihe zu sichern. AuBer Eigenschaften, ohne welche eine gleichmaBige 
Konvergenz iiberhaupt unméglich wire, hat man also von der zu ent- 
wickelnden Funktion nur noch zu fordern, daB sie eine 1. Ableitung 
besitzt, die im allgemeinen stetig ist, aber — das ist fiir die Anwendungen 
wichtig — endlich viele Spriinge haben kann. 


§ 2. 
Das Oszillationstheorem. 

Es gibt eine unendliche Menge von Parameterwerten i, fiir welche 
die gegebene Dijfferentialgleichung im Intervall a < x <b ein, nicht iden- 
tisch verschwindendes, Integral besitzt, das fiir x=—a und x=b den 
gegebenen Randbedingungen geniigt. Diese Parameterwerte lassen sich in 
eine monoton wachsende Folge 


hg <4, <i 4g <-ee 


anordnen. Es ist limi,=-+ co. Zu jedem i, gehort ein und, abgesehen 
von konstanten Faktoren, auch nur ein Integral p,(x), das den Rand- 
bedingungen geniigt. Die Funktion p(x) hat im Innern des Intervalles 
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a<2x<b genau n Nullstellen. Nur dann ist y,(a)=0, wenn @, nur 
dann ¢,,(b)=0, wenn B ein Vielfaches von x ist. In den Nullstellen 


von —,,(x) ist AP" 4.0. 


Fiir einen bestimmten Wert von 4 sei v(x), u(x) eine Lésung des 
mit der gegebenen Differentialgleichung gleichwertigen Gleichungssystems 





a = —(l+Ar)u, a 
Tragt man v und w als Koordinaten in einer Diagrammebene auf, so er- 
scheint die Lésung v(x), u(x) als Kurve, deren Koordinaten als stetige 
und differenzierbare Funktionen von x gegeben sind. Auch die durch die 
Gleichungen 
v=ocost, u=ogsin’d 


eingefiihrten Polarkoordinaten der Kurvenpunkte werden, solange 9 + 0) 
ist, stetige und differenzierbare Funktionen von x sein, wenn man nicht 
unndtigerweise # Spriinge um Vielfache von 2 machen la6t. Diese Funk- 
tionen geniigen den Differentialgleichungen 


ce = (; —l-— ir) osin } cos #, -- = j 00s" # +(l1+iAr)sin?#. 
Die erste dieser Gleichungen liefert 


log | o| =| ({ —1—Ar) sind cos dx + konst. 


Demnach kann @ nirgends im Intervall verschwinden, wenn nicht identisch 
o= 0 ist. Daraus folgt, da8 fiir ein Integral der gegebenen Differential- 
gleichung, das nicht identisch verschwindet, nirgends zugleich wu =0 und 


- = 0 ist. Weiter folgt, da8 die Differentialgleichungen fiir @ und # zu- 
sammen der gegebenen Differentialgleichung aquivalent sind, wenn man 
das identisch verschwindende Integra] der letzteren unbeachtet 148+. Zu 
derselben Funktion #(2) gehéren, wie der fiir log|o| gefundene Ausdruck 
zeigt, zwei Integrale der gegebenen Differentialgleichung dann und nur 
dann, wenn sie sich um konstante Faktoren unterscheiden. 

Die gegebonen Randbedingungen gehen iiber in die Forderung, dab 
bis auf Vielfache von z 

b(a) =a, 3(b) =f 


sein soll. Es bedeutet dabei keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn 
man genau #(a) = « fordert. 
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An den Nullstellen von u(x) wird #(2) ein Vielfaches von x. Dann 
ist aber F 
b 1 
Ein Integral der Differentialgleichung fiir # nimmt also einen Wert 
#= na héchstens einmal an und geht dann durch den Wert wachsend 
hindurch. Ist 


0<b(a) <a, na< #(b)<(n+1)2, 


so hat u(x) daher im Innern des Intervalls ce<2<b genau n Null- 
stellen. Es bleibt also noch der Satz zu beweisen: 
Ist 
0OSe<a, 0 <~sa, 
so hat die Differentialgleichung 


oe =i +(t+ar— 4) sin? 6 


fiir genau einen Wert von 4 genau ein Integral, fiir welches 

b(a) =a, 6(b)=f+n2 (n= 0,1,2,...) 
ist. Die zugehdrigen Werte von 4 bilden eine monoton und unbeschrankt 
wachsende Zahlenfdlge. 

Nach dem Existenztheorem der Theorie der gewdhnlichen Differential- 
gleichungen geht bei festem 4 durch jeden Punkt des Streifens a< z<b 
der x#-Ebene, insbesondere auch durch den Punkt a,«, genau eine Integral- 
kurve der Differentialgleichung, und diese setzt sich itiber den ganzen 
Streifen fort. 

Schneidet eine Integralkurve #(2x) eine Integralkurve (x) der Diffe- 
rentialgleichung 

Ce | ; $\ os 
eo att(t+ir— 4) sin*#, 
und ist 24>, so geht #(x)— #(x) von negativen zu positiven Werten 


iiber. Denn wegen r>0 wird im Schnittpunkt 4 > = , wenn dort 


nicht gerade # ein Vielfaches von a ist. Dieser Ausnahmefall kann aber 
fiir jede Kurve #(2) nur endlich oft eintreten. Wiirde in einem solchen 
Punkte #(2)—#(x) von positiven Werten kommen oder zu negativen 
Werten gehen, so miiSten sich mehrere Kurven b( x) schneiden, was nicht 
der Fall ist. 

Daraus folgt: Ist #(2) das Integral der untersuchten Differential- 
gleichung, fiir welches (a) = « wird, sv ist #(b) eine monoton wachsende 
Funktion von 4. Da #(b) weiter, einem allgemeinen Satze iiber gewéhn- 














Sturm-Liouvillesche Reihenentwicklung. 505 


liche Differentialgleichungen zufolge, stetig von 4 abhingt, ist alles be- 
wiesen, wenn noch 
lim #(b) = 0, lim 0(b) = + co 
i-~-@ i+>+e 

gezeigt ist. 

Es sei 

a<a’<a, 0< p’<a. 

Die Punkte a,«’ und 6,8’ der 2-Ebene verbinde man geradlinig. Wahlt 
man dann fiir 4 einen hinreichend groBen negativen Wert, so liefert die 


Differentialgleichung, der # geniigt. in den Punkten dieser Strecke fiir de 


einen Wert, der kleiner ist als der Richtungstangens der Strecke. Da 
(a) <«’ ist, muB fiir diesen Wert von 4 also #(b) < #’ werden. Daher 
kann lim #(b) nicht positiv sein. (Da der Grenzwert nicht negativ ist, 


iv-@ 
folgt aus 4° >0 fiir #=0.) 

Es sei jetzt «’ <« und f’ beliebig gro8. Man kann dann eine stetige, 
stiickweise lineare Funktion von x bestimmen, die fir z=a und z=) 
die Werte «’ und #’ annimmt und an den Stellen, an denen sie ein Viel- 
faches von 2 als Wert hat, eine unter t liegende Ableitung besitzt Wahlt 
man 4 hinreichend groB, so wird in den Punkten des diese Funktion dar- 


stellenden Streckenzuges = gréBer als der Richtungstangens der ent- 


sprechenden Strecke. Daraus folgt #(b) >’ und lim 0(b)=+0. 
A> +@ 


§ 3. 
Die Interpolatignsaufgabe. 

Die Aufgabe, durch geeignete Wahl der n Konstanten c,, ¢,,..-.Cn-1 

zu erreichen, dap die Funktion 
Co Po(X) + C, Yy(%) +++» + On-1 Pn-1(2) 

an n im Innern des Intervalles a<x< 6 vorgegebenen Stellen n vor- 
geschriebene Werte annimmt, ist stets lésbar. 

Sind 2,,2%,,..., 2%, die vorgegebenen Stellen, f,, f,,..., f, die vor- 


geschriebenen Funktionswerte, so hat man die Konstanten cy, ¢,,..., Cn—1 
aus dem linearen Gleichungssystem 
n-1 


ai tilt) = fi (¢ = 1, 2, sory NM) 


zu bestimmen. Das ist bei beliebigen f, méglich, wenn das zugehdrige 
Mathematische Annalen. 99. 33 
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homogene lineare Gleichungssystem nur die aus lauter Nullen bestehende 
Lésung besitzt. Der Satz ist also bewiesen, wenn gezeigt ist: 


Hat die Funktion 
Cy Po (X) + ¢, Py (%) + .-- + Cn-1 Pai (2) 
n Nullstellen im Intervall a < x < b, 80 ist 
Cy = Cy = 1s = Cy-1 = O. 


Der Beweis, den ich fiir diesen Satz hier angebe, beruht auf vier 
Eigenschaften der Funktionen y,, die sich teils aus der Definition der 
Funktionen, teils aus dem Oszillationstheorem unmittelbar ergeben: 


1. Es gibt drei im Innern des Intervalles a < x < b definierte Funk- 
tionen k, 1, r mit folgenden Eigenschaften: Es ist k>0O und r>0. 
Jede Funktion (x) geniigt einer Differentialgleichung 


f(b) 4 (U4 ar)u=0. 


Der Parameter 4 hat fiir verschiedene y,(x) nie denselben Wert. 
2. Bei Annaherung an zx =a und z= dD ist 
: dg, d 
lim & (99 Ge — Get) = 0. 
3. Bei Anniherung an x=a und x= b ist lim = vorhanden. und 
von © verschieden. 


4. Die Funktion y,(z) hat im Innern des Intervalles a < x < b nicht 
mehr als n Nullstellen. 


Ich will nun den zu beweisenden Satz fiir alle Funktionenfolgen her- 
leiten, welche die genannten vier Eigenschaften besitzen. 


Dazu bemerke ich zunichst, da8 mit ¢,,,,... auch den Funktionen 
dy dy 
Yq =k (95 Ge" — pars Ge) 
die genannten vier Eigenschaften zukommen, wenn k& die in der Differen- 


tialgleichung der ¢y, auftretende Funktion bedeutet. Der Beweis wird mit 
Hilfe der Lagrangeschen Identitét erbracht: 


1. Es ist 
d/1 dy. d ! 
aa (Foy Gt) = da Grpy (Me — Ants) 09041} = (dy — Anes) F5 Va- 


2. Aus den von den Funktionen Pn vorausgesetzten Eigenschaften 2 
und 3 folgt 





lim y, = 0 
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und die Existenz des Grenzwertes von 


1 Pe = (4, — An+1) Tat! 


rye de 
bei Annaherung an x =a oder x=6. Daher ist 


" 1 dwn dy, 
lim 5+ (vo So — ve ge See) a 0. 


3. Aus lim y, = 0 folgt 











ove 

can Ve hi _ (4g — Ants) PoPnts 

_ Yo in iy in (4o— AL) TH0%1 +9. 
xz 


4. In dem abgeschlossenen Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Nullstellen von ~,,, kann y, nicht mehr als einmal verschwinden. Denn 
solange ~,,, sein Vorzeichen nicht wechselt, ist dies auch bei 


dwn 
a = (4g — Ants) Po Pua 





nicht der Fall. Ferner kann y, zwischen a und der ersten Nullstelle von 
n4, wnd zwischen der letzten Nullstelle von g,,, und 5 nicht ver- 


schwinden, weil auch in diesen Intervallen a konstantes Vorzeichen hat 
und bei Annaherung an die Intervallenden lim y, = 0 ist. 

Der zu‘ beweisende Satz ergibt sich jetzt leicht durch einen Induktions- 
schlu8. Es sei schon bewiesen, daB eine homogene lineare Verbindung 
der n ersten Funktionen einer die vier genannten Eigenschaften besitzen- 
den Funktionenfolge nicht n Nullstellen im Intervall a<2<b haben 
kann, ohne daB alle Koeffizienten verschwinden. Hat nun die Funktion 

f(x) es Cy Po (X) - CLP, (x) + gt Sed a CaPn (x) 


mehr als n Nullstellen im Intervall, so hat 
e @ 
best (£) =e, voz) + 60 (2) +... + Oy q-2(2) 


mindestens n Nullstellen. Es ist also 


¢*.=¢,=...=¢,=0 
und 


f(x) = ey Po(z) - 
Diese Funktion verschwindet aber nirgends im Intervall a < 2 < 6, wenn 
Co + O ist. 
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§ 4. 
Der Abgeschlossenheitssatz. 
Gentigt eine stetige Funktion h(x) fiir jedes n der Gleichung 
b 


Srho,dx=0, 


so ist im Intervall a<x <b iiberall h(x) =0. 
Im Beweise dieses Satzes will ich zur Abkiirzung eine Funktion f(z) 
»regulir* nennen, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: Die Funk- 


tion soll im Intervall a< 2< b stetig sein. Weiter soll f und zal im 


ganzen Intervall eine stetige Ableitung besitzen. Endlich soll f an den 
Intervallenden den gegebenen Randbedingungen geniigen. 


Bei Benutzung dieser Bezeichnung gelten die folgenden drei Hilfssitze: 
1. Ist h(x) eine nicht identisch verschwindende stetige Funktion, die 
allen Gleichungen 


b 
Srho,dz=0 


gentigt, so geniigi diesen Gleichungen auch eine nicht identisch verschwin- 
dende regulare Funktion f(x). 


Beweis. Man setze 


f(x) = tei coteratir t)h(t) q(t) at} dé. 


Dann ist f(z) im Intervall a < 2<b stetig. Denn such, wenn ¢, an 
einem Intervallende verschwindet, hat dort 


lim fh nati B.. 
we (§) 1G oo, 4% 
Po FE qe 
einen bestimmten endlichen Wert. Ferner verschwindet f(2) nicht identisch. 
Man bestatigt sodann leicht, daB die Funktionen f und k sf stetig differenzier- 


bar sind und daB f den Randbedingungen geniigt. Weiter ergibt sich fiir 


n+ durch partielle Integration und Anwendung der Lagrangeschen 
Identitat 
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| =  frevosat-fty{ franvar}at 


don =e 
55 i inf (% ne _ ra igt)-cLa-{ [rhg.at\ az 


Da8 auch noch 
b 
Srfo,dx=0 
wird, erreicht man durch passende Wahl der in der Definitionsgleichung 
von f(z) unbestimmt gelassenen Integrationskonstan ten. 
Die angegebene Funktion f(x) geniigt fiir 44, der Gleichung 
L(f)+arf=rh. 


Noch einfacher ist es, fiir f(x) eine Funktion zu wiahlen, die fiir einen 
beliebigen, von allen 4, verschiedenen Wert von 4 dieser Differential- 


gleichung geniigt und die Randbedingungen erfiillt. Aus der Lagrangeschen 
Identitaét ergibt sich dann namlich sofort 


b h 
(A—A,)Srto,dce=JSrho, dz. 


2. Verschwindet die reguldre Funktion g(x) fiir ein bestimmtes n 
an allen im Innern des Intervalles a < x <b gelegenen Nullstellen von 
P,,(t), 80 ist 


b b 
SoL(g)dx+i,frg*dx<o. 
Beweis. Da g an allen Nullstellen von y, verschwindet, im Innern 
des Intervalles nach der Voraussetzung, am Rande des Intervalles, weil g 
den Randbedingungen geniigt, ist a im ganzen Interval] stetig. In der 


mit Hilfe der Lagrangeschen Identitét gewonnenen, zunichst nur nach 
Ausschlu8 der Nullstellen von ¢, giiltigen Gleichung 


ajfg dg _ 4% g dgn,\* 
i(k * (mage - 9F2)} = 2 {9 L (9) — 9 L(,)} + os (0. $2- 93) 
. d dyn 
=9 L(g) + a,rg?-+k (72 — 2 Re)’ 
treten daher nur stetige Funktionen auf. Die Integration iiber das Inter- 
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vall a<2z<b liefert also, wenn man daran denkt, daB g und », den 
Randbedingungen geniigen, 


b b b 
d . 
fo L(g)dx +4,f rgtde = — fe (32 -_ £ a Ee <0. 
a a a 


3. Gentigt die reguidre Funktion f(x) den Gleichungen 
> > b 
Srfqdz =Jrfo,dz= ae —Srto,-1de=0, 
8o ist 
® ° 
SrL(fdet+iaJfrpdze<o. 
Beweis. Man lése die Interpolationsaufgabe, eine Funktion 
Co Po(%) + Cy Py (2) +--+ +O, Ppa (2) 


zu bestimmen, die an den m im Innern des Intervalles a<2<b ge- 
legenen Nullstellen von py, (x) dieselben Werte wie f(x) annimmt. Dann 
geniigt die Funktion 


g(x) = f(x) — €y Mg (%) — ¢, 9, (4) —... — Cy Pu -1 (2) 


den Voraussetzungen von Satz 2. Da aus der Lagrangeschen Identitat 
fir ¢=0,1,...,.n—1 


° > ° 
So L(f)de=JStL(p,)az= - A. Srfgjpdx =0 
folgt und da 
0 fiir &+), 


b b 
Jv (g;)dx ASropide Or. fir ¢=j 


ist, erhalt man 


? » n-1 
foL(g)dz—frL(fde— Sih 


und 
b > _ 
Srgtdz=—Jrfdz +3. 
Nach Satz 2 wird also 
> > hie 
SL (fda + dy frfde + Se -(iy— 4) $0. 


Wegen A, > 4; folgt hieraus die Behauptung. 
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Jetzt ist der Abgeschlossenheitssatz leicht zu beweisen: Ist h(2) eine 
nicht identisch verschwindende, stetige Funktion, fiir welche alle Gleichungen 


> 
Srho,dz=0 
a 


bestehen, so bilde man nach Satz 1 eine regulire, nicht identisch ver- 
schwindende Funktion f(z), die denselben Gleichungen geniigt. Nach 
Satz 3 ist dann fiir jedes n 


b b 
a, frf'de s —JtL(f)dz. 


Die auf der linken Seite dieser Ungleichung stehende GréBe wichst, wenn 
n immer gréBer wird, iiber alle Grenzen, wihrend die rechts stehende 
GréBe von nm unabhingig ist. Das ist nicht méglich. Die Funktion h (2) 
kann also nicht existieren. 


§ 5. 


Der Konvergenzsatz. 


Lemma. Es bedeute 
1. ®, (x), ®,(x),... eine Folge im Intervall a<x<b integrabler 
Funktionen, fiir welche 


fo o,d2—{"" wenn m+n, 


2. F(x) eine fiir ax<2x<b integrable Funktion, 
8. H(x,&) eine bet festem §&) fiir a<x<b integrable Funktion, 
fiir die 


1, wenn m=n, 


b 
JH’ (2x, &)da 
a 
im Intervall ax §& <b beschrankt ist. 
Dann konvergiert die Rethe 


io b 
S SFPO,dze-f[HO,dz 


n=16 


fiir a<&<_b absolut und gleichmapig*). 


*) Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral- 
gleichungen I, § 2, Math. Annalen 63 (1907), S. 440. 
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Beweis. Aus 1. und 2. folgt 
D e > ‘ b i: : 
S{PF- 3 ©,.[FO,dx} dx=f Pdx— S{f[FO,dx} >0. 
a t=1 a a f=1 @ 
Die Partialsummen der Reihe 
Re 
S{fPro,azy 
n=l @4 
sind also beschrinkt, und die Reihe konvergiert. Ebenso ergibt sich aus 
1. und 3. 
at Rs. 
SE {fH (x, &)0,dz) <fH'(2, 8) dz <M’, 
n=l a 4 


wo M eine gewisse, von £ unabhiingige Zahl bedeutet. Nun ist 


a b b atp. © n b 
('S"|fP@,az|.|fH0,dx|}' <"S"{f Po,d2}".'S (fH o,dz)’, 
i=n a a i=n a i=n a 


also 





n+p b b we b 2 
S |fPP,dx|-\fHO,dz| <u. S{fro,azy. 
t=n a a i=n @ 


Auf der rechten Seite dieser Ungieichung kann der zweite Faktor durch 
hinreichend groBe Wahl von n unter jede positive GréBe herabgedriickt 
werden. Damit ist die behauptete Konvergenz bewiesen. 

Ist f(x) im Intervall a<x <b stetig und einmal stiickweise stetig 
differenzierbar, verschwindet auBerdem f(x) an jedem Intervallende, an 
dem (x) verschwindet, so konvergiert die Reihe 


ins b 
SY on(8)-Srf onde 


fiir aE <b absolut und gleichmafig. 

Der Satz ergibt sich aus dem Lemma, wenn man fiir ®,, F, H ge- 
eignete Funktionen wihlt ‘). 

Man setze fiir n= 1, 2,... 





Diese Funktionen ®, (x) sind fiir a< x < b stetig, wenn man nitigenfalls 
in der Endpunkten des Intervalls = durch lim ersetzt. Es ist ferner 


0 0 
*) Mit Hilfe ahnlicher Funktionen beweist Herr Hamel den Entwicklungssatz in 
einem am 21. 3. 1923 in der Berliner Mathematischen Gesellschaft gehaltenen, noch 
nicht veréffentlichten Vortrage: ,Uber die Zerlegung positiver Kerne linearer Integral- 
gleichungen“. 
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b 
©, ©, dx ante 22. k (9, $22 — », 2% 
j = ue aE hy) (4a — 4) (% dz ~ as) " 


: ies {ML (%,) — Pa L(Go)} dx 














a Ag) (An — Ao) 
b 
0 fir m+n, 
dn —ho 
dz= 
enki =aJr Pm Pn Oe » ie. aise d. 


Man setze weiter 


F—Ve(gf_ Lf ov). 


dz Yo dx 


Diese Funktion F(x) ist fir a<x<b stiickweise stetig. Eine ent- 
sprechende partielle Integration, wie sie soeben ausgefiihrt wurde, liefert 
bei Beachtung der Stetigkeit von f(2) 


b b 
SF O,dxz=Vi,—i,-Srfo,de. 


Man setze endlich 


Yo (§) J 
VE (2) % (2) r(t)pe(t)dt fir x<é, 











__ 9o() f : . 
TOntoy r(t)pp(t)dt fir «>. 


Diese Funktion H(z, &) ist fiir alle 2 und £ beschrankt und bei festem & 

, , 1 . 
bis auf einen Sprung von der GréBe — an der Stelle z = é stetig, 
—_ ye(é) 


auch wenn an einem Intervallende, etwa bei =a, die Funktion (zx) 
verschwindet. Denn dann ist, wenn x hinreichend nahe bei a liegt, 


ate frota | 


| Po(€)| < | %o(#)|- 
Eine partielle Integration liefert: 


» g 
fa0,a2— ee. frozat] —|rosgade 
a dy — hg . a a 


+ [2: Ave sai) — frovesas} ~ 7 -@, (8) 











sehr klein und fiir 2 > & 
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§ 6. 
Einige weitere Reihenentwicklungen. 
In dem in §1 aufgestellten, nunmehr vollstaindig bewiesenen Ent- 


wicklungssatze sind wichtige Reihenentwicklungen, die nach Integralen 
von Differentialgleichungen 
A (eS) + (l4+ar)u=0 

fortschreiten, nicht enthalten, weil entweder die Randbedingungen andere 
als die in § 1 angenommenen sind oder weil die Funktionen k, /,r nicht 
die dort gemachten Voraussetzungen erfiillen. Ich will hier noch kurz 
angeben, wie auch in einigen dieser Fille meine Methode zum Ziele fiihrt. 

Die Fouriersche Reihenentwicklung ist leicht direkt aus dem be- 
wiesenen Satze herzuleiten. Die Entwicklung der Funktionen 


1 
s{f(z)+f(—2)} und Z{f(z)—¢(—2)} 
im Intervall 0 <2z< a nach den Integralen der Differentialgleichung 
a*u 
a: + Au= 0, 
die den Randbedingungen 


du(0 du (x 
60) ©) 0, u(0)=u(x)=0 





geniigen, zeigt namlich sofort: 

Jede im Intervall —xzn<xii+a stetige und einmal stiickweise 
stetig differenzierbare Funktion f(x), fiir die f(—2)=f(+ 2) tat, lapt 
sich nach den Funktionen 

1, cosz, cos2z, ..., sinz, sin2z,... 
in eine fir —xix<-+=-2 absolut und gleichmafig konvergente Rethe 
entwickeln. 


Weiter kommt in den Anwendungen der Fall vor, daB die Zahlen « 
und #, welche die Randbedingungen bestimmen, nicht konstant sind, 
sondern von 4 abhangen. Man kann dann zeigen: 


Der in § 1 aufgestellte Entwicklungssatz bleibt giiltig, wenn die Zahlen 
« und B von i so abhangen, dag 
ctga=ctgA+Ar(a)i, ctgB—ctgB-+Br(b)s 
Aso), ; B>0 
ist. Dabei bedeuten A,B, A, B Konstante. 


und 








d 
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Auf diesen Fall 148t sich naémlich der hier durchgefiihrte Beweis mit 
einigen Modifikationen iibertragen. Diese bestehen darin, da8 an die Stelle 
der Integrale 


b 
St(x)dx, J f(x)dx 
vielfach die ,,belasteten Integrale“ 


b 
J t(z)dx— Af(a), JS (x) dx + Bf(b) 


treten, daB ferner in §4 eine Funktion f(z) als den Randbedingungen 
geniigend zu gelten hat, wenn fiir z=—a und r=} 


wil —otga-f—AL(f), kil —otgB-f—BL(f) 


ist, daB endlich in §3 die Eigenschaft 2 durch die folgende zu ersetzen 
ist: Es soll fir n > 0 


.b (y, 2 2) {5 , fir xa 


lim [=i on *\Pods —% dz) )>0 fir zd 





sein und von n nicht abhingen. 


Haufig sind die iiber k,/1,r gemachten Voraussetzungen am Intervall- 
ende nicht erfiillt. Dieser Fall liegt vor, wenn eine willkiirliche Funktion 
in einem Intervall 0 < z < b nach Besselschen Funktionen m-ter Ordnung 
J,,(Vix), also nach solchen Integralen der Differentialgleichung 
4 (ef) ~ mutizu=0, 
die bei x=0 endlich bleiben, entwickelt werden soll. Meine Methode 
liefert hier den Satz: 

Die Besselsche Funktion J,,(x) gentigt, bei gegebenem B, fiir eine 
monoton wachsende Folge positiver Zahlen i,,4,,... der Gleichung 

c08 B - J,(VA,b) = sin p-b-42= (V2) 


Es werde m => 0 und — der Hinfachheit wegen — ctg fh < m und ctg B + co 
vorausgesetzt. Dann lat sich jede im Intervall 0 <x <b stetige und ein- 
mal stiickweise stetig differenzierbare Funktion f(x), fiir die das un- 
eigentliche Integral 


b 2 
fate) fle) an V2) 
Jet az Fe) a } a= 


einen endlichen Wert hat, nach den Funktionen J,,(V4,x) in eine ab- 
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solut und, wenn m> 0, gleichmaBig konvergente Reihe entwickeln. Fiir 
m= 0 braucht die Rethe in der Nahe der Stelle x = 0 erst nach Division 


durch \/ log . gleichmaBig zu konvergieren. 


Zum Beweise hat man zunichst das Oszillationstheorem, und zwar 
fiir den Fall ctga—m, zu iibertragen. - Das geschieht leicht durch die- 
selben Schliisse wie in § 2, wenn man noch beachtet, da8 #(2) fiir 4 = 1, 
wie das durch die Differentialgleichung fiir #(2) definierte Richtungsfeld 
zeigt, eine monoton wachsende Funktion wird und da aus dieser einen 
Funktion '#(2) die Funktionen #(z) fiir alle Werte 4 >0 durch eine Ver- 
anderung des Argumentes hervorgehen. Sodann laBt sich die Lésbarkeit 
der Interpolationsaufgabe wie in § 3 einsehen, da die vier dort genannten 
Eigenschaften auch hier erfiillt sind. 

ZweckmaBig untersucht man jetzt die Ubertragbarkeit des Konvergenz- 
beweises in § 5. Dazu hat man zunichst das Lemma auf uneigentliche 
Integrale auszudehnen. Denn iiberall hat man zuerst die auftretenden 
Integrale fiir ein Intervall 0 << a’ << 2 <b au bilden und dann durch einen 
Grenziibergang zum ganzen Intervall iiberzugehen. Dabei ist jedesmal zu 
untersuchen, ob die uneigentlichen Integrale existieren und ob die bei 
den partiellen Integrationen an den Intervallenden hinzukommenden Glieder 
auch hier fortfallen. Diese Untersuchung yeschieht durch Abschitzung der 
Starke des Verschwindens und Unendlichwerdens der vorkommenden Funk- 
tionen. Es zeigt sich auf diese Weise, daS der Konvergenzbeweis sich 
wie in § 5 fihren l46t, wenn 


f dg 
f( (Lam) dz 


weed dg, dx 
lim F-& (9 dz ~ %n a) 0 


ist. Die zweite Bedingung kann dabei noch fortgelassen werden; sie ist 
wegen der Ungleichung 


existiert und 





b 2 
f <ve') 1 (df ff d% f(b) _ f(a’) 
fy et fue dz dz Yaa | f2(-£ avs) aa} = {£9 - £9 
a 


b 
eine Folge der ersten Bedingung. Fiir m = 0 ist { H°dx keine beschrankte 


Funktion von &; wohl aber wird fiir kleine & : 





b 
fate, £)dx < konst. p?(é)- f ii dx < konst. log =. 
0 
0 é 
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Der Beweis des Lemmas zeigt, daB man deshalb nur auf die gleichmaBige 
Konvergenz der durch log + dividierten Reihe schlieBen kann. 


Trotz dieser Abweichung im Konvergenzverhalten laBt sich die in 
§ 1 vorgenommene gliedweise Integration ausfiihren. Zum Beweise des 
Entwicklungssatzes hat man daher nur noch den Abgeschlossenheitssatz 
fiir alle im Intervall 0 < «<b stetigen Funktionen h(2z) herzuleiten, fiir 


die h( x): log + bei Anniherung an die Stelle z = 0 beschrinkt bleibt. 


Bei der Ubertragung des Beweises in § 4 hat man zu beachten, daB in 
der Definition der regularen Funktionen jetzt fiir den Anfangspunkt des 
Intervalles nur zu fordern ist, da8 die Integrale 


b b 
SrL(pdx, Jo,L(f)de 
endliche Werte haben und daB8 


tim & (py Ge — ‘E)= tim F-&( 9 9 — £ Fe) =0 








ist. 
Bei der Differentialgleichung 


£, x ((1— = ) =| +iu=0, 

der fiir 4 = n(n-+1) die Legendresche Polynome 

Te xe 

2"n! dz" 

geniigen, verschwindet der Koeffizient k(z)—=1—2* an den Enden des 
Intervalles —1<2< +1. Man gelangt hier zu dem Ergebnis: 


Ist f(x) eine fiir —1< a4 < +1 stetige und einmal stetig differenzier- 
bare Funktion, fiir welche 


fa — z*) (at) ae 


einen endlichen Wert hat, so lapt sich f(a) nach den Legendreschen Poly- 
nomen P,(x) in eine im Intervall —1<2x<-+1 absolut wnd nach 


Division durch 
1 
/ bg —a +1 


gleichmapig konvergente Rethe entwickeln. 


Der Beweis erfolgt wie bei den Besselschen Funktionen. Nur hat man 
hier die Vereinfachung, daB die Existenz der Funktionen P, (x) nicht erst 


P,(x) = (2? —1)" 
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bewiesen zu werden braucht, daB weiter die Lésbarkeit der Interpolations- 
aufgabe selbstverstindlich ist und daB auch die Teile des Oszillations- 


theorems, die in § 4 und § 5 gebraucht werden, sofort verifiziert werden 
kénnen. 


Ebenso wie die Legendreschen Polynome lassen sich die Hermiteschen 
Polynome, die fiir 4 = 2n der Differentialgleichung 
i (e-=**) +ie-*u=0 
geniigen, behandeln, wenn als Grundintervall die ganze Zahlengerade 
genommen wird. Die in dieser Arbeit dargelegte Methode liefert den Satz: 


Ist f(x) eine tiberall stetige und einmal stiickweise stetig differenzier- 
bare Funktion, fiir welche 


einen endlichen Wert hat, so laBt sich f(x) nach den Hermiteschen Poly- 
nomen in eine absolut und nach Division durch e** gleichmafig kon- 
vergente Rethe entwickeln. 


(Eingegangen am 18, 3. 1925.) 











Uber die Eigenwertprobleme bei nichtselbstadjungierten 
elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Yon 


Harald Geppert in GieBen *). 


In der vorliegenden Arbeit verfolgen wir das Ziel, die Eigenwert- 
probleme bei elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei 
Variablen einer naheren Behandlung zu unterziehen. Derartige Probleme 
sind bisher ausschlieBlich in dem Falle betrachtet worden, daB die vor- 
gelegte Differentialgleichung selbstadjungiert, also Eulersche Gleichung 
eines Variationsproblems ist*), eine Deutung, die sich als der Aufgabe 
besonders angemessen erwiesen hat. Wir wollen hier versuchen, die bei 
selbstadjungierten Problemen erhaltenen Resultate, insbesondere beziiglich 
des asymptotischen Charakters der Eigenwerte*), auf den Fall nichtselbst- 
adjungierter, also allgemeiner elliptischer Differentialgleichungen, zu iiber- 
tragen, wobei sich als Ergebnis finden wird, daB unter geeigneter For- 
mulierung des Problems fast simtliche Sitze, deren Geltung bei selbst- 
adjungierten Gleichungen feststeht, auch bei allgemeinen elliptischen Pro- 
blemen richtig sind. 

Ist Qu ein selbstadjungierter elliptischer Differentialausdruck nach 
den zwei Variablen z, y, so lautet das Eigenwertproblem 


Qu+iu=—0, 


wobei fiir « vorgeschrieben ist, daB es im Innern eines ein- oder mehrfach 
zusammenhingenden, ganz im Endlichen gelegenen Bereiches B, dessen 


*) Diese Abhandlung bildet den ersten Teil meiner Habilitationsschrift, die 
Ostern 1925 der Philosophischen Fakultét der Universitit: GieBen vorgelegen hat. 
Sie ist angeregt worden durch Gespriche mit Herrn Courant, dem ich mich fiir den 
Hinweis auf die behandelten Probleme zu Dank verbunden file. 

*) Vgl. Lichtenstein, Enc, II C 12, Nr. 5, wo auch die weitere Literatur an- 
gegeben ist. — R. Courant, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 1—57. 

*) Courant, a. a. O. S. 43. 
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simtliche Randkomponenten einfache Kurven mit stiickweise stetiger 
Tangente sind*), nicht identisch verschwindet, mit Einschlu8 des Randes R 
stetig ist, und auf R eine homogene Randbedingung befriedigt. A sind die 
Eigenwerte, u die Eigenfunktionen. Wie verallgemeinert sich nun dieser An- 
satz, wenn {wu in einen nichtselbstadjungierten elliptischen Differential- 
ausdruck Lu iibergeht? Die bei solchen Fragen immer eine Rolle spielende 
Greensche Formel einerseits, und die Analogie mit dem entsprechenden 
Problem in einer Dimension andererseits zeigen dann, daB man die ge- 
forderte Verallgemeinerung im wesentlichen nur nach folgenden beiden 
Seiten hin vornehmen kann: 


Ist Mu der zi Lu adjungierte Ausdruck, so kann man betrachten: 
entweder das gekoppelte System 


Lu+iv=0, Mv+iu=0, 
oder das getrennte System 
Lu+iu=0, Mv-+iv=0, 





die beide im Falle, dab Lu = Mu ist, in das selbstadjungierte elliptische 
Eigenwertproblem iibergehen‘). 

Die vorliegende Abhandlung beschaftigt sich nur mit dem Ansatz 
des gekoppelten Systems, der — wie schon das Analogon in der Schmidtschen 
Theorie der unsyinmetrischen Integralgleichungen zeigt —, sich als der | 
natiirlichere erweist, indem er sich auch auf ein definites Variations- 
problem zuriickfiihren laBt°). 


§ 1. 
Reduktion auf eine Integralgleichung. 
Es sei also: 
_2 as a a 
(1) Lu = Fett aye tale 9) 55 + Ole, 9) + e(2,y)-u 


5) Spitzen des Randes seien ausgeschlossen. 
*) Denn in diesem Falle lautet das Problem 


Lut+iv=0, Lv+iu=0. 


Die Randbedingungen fiir u und v werden die gleichen; trennt man also, wie wir es 
im § 2 tun werden, die Gleichungen fiir u und v, so erhellt sofort, da8 u mit v 
identisch sein muB, d. h, daB sich unsere Aufgabe auf die oben erwahnte 
Qu+iu=0 
zuriickfiihren laBt. . 
*) Der zweite Ansatz wird in einer in Kiirze erscheinenden Arbeit behandelt 
werden. 
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ein linearer homogener elliptischer Differentialausdruck zweiter Ordnung*); 
in ihm bedeuten a,b,c reelle Funktionen von z,y, die innerhalb des 
oben charakterisierten Grundgebietes B einschlieBlich des Randes stetig, 
beschrankt und zweima!l stetig, das dritte Mal stiickweise stetig differenzier- 
bar sind. Der zu L(u) adjungierte Ausdruck ist: 


(2) Mu=T34+F%— 2 [a(e, y)-u] — ZF [(2, y)-u] +e(e, y)-u. 


Wir merken die Greensche Identitaét an 
8) Jv Lu—u-Mv) dzay— J ( Fe — Ve twolecceret boos ry))ds; 


wo » die Richtung der aéuBeren Normalen auf der Randlinie R, ds das 
Bogenelement von RF bedeutet. 

Wir stellen nun die Aufgabe, u,v als nicht identisch verschwindende, 
in B+ R stetige Funktionen zu bestimmen, die in B + R den Gleichungen 


(4) Lu+iv=0, Mv+iu=0 


geniigen und aut R homogene Randbedingungen erfiillen; sind letztere so 
beschaffen, daB sie die rechte Seite von (3) zum Verschwinden bringen, 
so bezeichnen wir sie als Greensche Randbedingungen. Beispiele von solchen 
sind etwa: 


(5) u|® =0; o|* = 0. 
(5a) ou |F = 0; o° = (acosy x + beos yy) ‘€ 
(5b) ~ = oul*; o = (a+ acosyx+ boosry)v|*. 


Wir werden uns hier vornehmlich mit der Bedingung (5) beschiftigen, 
da die andern Fille leicht einer ahnlichen Behandlung unterzogen werden 
kénnen. 


Man kann das Problem (4) leicht auf ein solches aus der Theorie 
der Integralgleichungen reduzieren; dazu fiihren wir eine Greensche Funktion 
I(x, y; &,) von folgender Beschaffenheit ein: 


1. Es ist innerhalb B+ R 
(6) Ly, U(2,y3€.n)=0, MayT (x,y; &, 9) =0 
fiir 
(x — &)'+(y— 1)" +0, 
*) Hierin liegt keinerlei Beschrinkung, da sich jeder solche Ausdruck in die 


angegebene Form bringen laBt. (Vgl. Sommerfeld, Enc. II A. 7c, S. 510.) 
Mathematische Annalen. 96. 34 
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wobei L;,, den Ausdruck L, gebildet mit £, als unabhangigen Variablen 


bedeutet. 
2. Es gilt: 


I'(z,y; &) = — glel(z —£)° + (y—12)") + U(2,y; En), 
wo U innerhalb B+ R beschrankt und stetig ist’). 
3. Am Rande R ist 
(7) I'(2p,¥pi §,0) = 0; (x,y; Ens %p) = 9, 


wenn %p,Yp bzw. 2,4, einen Punkt von R bedeutet. 


Dabei miissen wir aber die Annahme machen, daB 4 = 0 kein Eigen- 
wert des Problems (4) ist. Unter dieser Voraussetzung ist die Existenz 
der Greenschen Funktion von den Herren Hedrick und Levi*) bewiesen 
worden. 


Die Gleichungen (4) sind dann identisch mit den folgenden 


u(z,y)= aff T(E; z,y)-v(é&,n)dédn, 


(8) 

v(x,y)=a-JJI(x,y; &,0)-u(§,9)dédn, 
also 

u(x, y) = 4°. [fT (x,y; &,9)-u(En)dédn, 
(9) ‘ : 

v(z,y)=4 SJ Ty (2,95 &.0)-0(8, 0) dé dn, 
wobei 

I, (x,y; E,n)=S ST (o,1; 2, y)I'(o,t; &,n)dodr, 

(10) ° 


I, (z,y; &,9) = Sf (x,y; o,t)I'(&,; 0,t)dodt 


zwei in den Argumentenpaaren symmetrische Kerne sind. Da I'( x, y; é, 7) 
im Sinne der Schmidtschen Theorie’) ein erlaubt unstetiger Kern ist, 
haben wir in (8) gerade ein Paar adjungierter Integralgleichungen vor 
uns, wie sie von Schmidt behandelt worden sind. Es folgen also, wie man 
auch unmittelbar an den Differentialgleichungen selbst erkennen kann, die 
folgenden. Tatsachen : 


Die Eigenwerte 4 bilden eine abzdhibare Folge. 
Eigenwerte und Eigenfunktionen sind reell. 


*) L. Lichtenstein, Crelle 142 (1913), S. 8ff. 
*) E. R. Hedrick, Diss., Gottingen 1901; E. E. Levi, Rend. Palermo 24 (1907), 
8. 275—317. 
*) E. Schmidt, Math. Ann. 68 (1907), S. 433. 
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Sind 4,, 4, verschiedene Eigenwerte, so gelten die Orthogonalitats- 


relationen: 
(11) Lf ut da dy = Jf v,o,dedy = 0 (¥ + m) 
und man kann wu,,v, so normieren, daB 
(12) Sfuzdedy=JSfuzdedy=—1 
B B 
ist. 


Tede quellenmaBig dargestellte Funktion ist in eine absolut und gleich- 
mapig konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen u, bzw. v, entwickel- 
bar. QuellenmaBig darstellbar ist dabei jede am Rande R verschwindende, 
in B stetige, mit stetigen Ableitungen erster und stiickweise stetigen 
zweiter und dritter Ordnung versehene Funktion f(z,y).’°) Also gilt 


(13) f(z,y)= 34, u(x, 9) = 3 b,0, (2,9), 
wo die Koeffizienten gegeben sind durch 
a,=Jft(z,y)-w(2,y)dedy; b= Sf t(x,y)-~(2,y)dedy. 


Jedes der beiden Systeme der u, und v, ist abgeschlossen, da eine zu 
allen u, orthogonale Funktion auch zu I'(é,;2,y) orthogonal, mithin 
identisch Null ist, da 4—0 kein Eigenwert sein sollte. Aus der Ab- 
geschlossenheit folgt die Vollstdndigkettsrelation: Ist 


f(2,y) = S a,u(2, 9); 9 (2,9) = 3 a te(2,y), 
so gilt: 
(14) LS f(2,9)-9(2,y)dedy = ¥a,e,. 
Diese simtlichen Tatsachen bleiben bestehen auch im Falle, da8 
4=0 ein Eigenwert ist; dann ist nur die Greensche Funktion durch die 


erweiterte Greensche Funktion zu ersetzen, die die obigen Bedingungen 2. 


und 3. erfiillt, aber statt 1. der Forderung geniigt 

Ly, , T(z, 9; é, n) — Su, (x,y) up (é, n), 

(15) agp 
M,,yU (x,y; &,9) = S vy (x, y)-v? (8,0), 


wo uy, v, die zu 4 = 0 gehdrigen Eigenfunktionen von (1) und (2) bedeuten, 
und die Summe iiber alle diese zu erstrecken ist. 


0) Fiir den Beweis dieser Tatsachen vgl. ahnlich: A. Kneser, Die Integral- 
gleichungen, 2. Aufl. (1922), S. 153f. 


34* 
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§ 2. 
Das zugehérige Variationsproblem. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (4) mit einem Variations- 
problem zu gewinnen, der fiir die Theorie der Eigenwerte von groBter 
Bedeutung ist, bemerken wir zunichst, daS man aus (4) zwei unabhangige 
Differentialgleichungen erhalten kann’), namlich: 

(16) MLu—iu=0; LMv—i*v=0. 
Wir notieren die Ausdriicke 


ML U= t,¢2 + 2 Ugeyy + Uyyyy + Ue (Gz — 2° — 6, + 20)+ 2u,, (a+ b,— ab) 
+u,,(b,—a,—b* + 2c)+u,(a,,+a,,-+2¢,—2aa, — ba, —ab,) 
+4, (b,,+5,,+2¢, —26b, — ba, —ab,) 
+u(c,,+¢,,—ac,—ca, —be,—cb,-+c¢*); 

DL M0= Vpg99 + 20 ey yyy v,,(—3a,—b, —a* +2c) — 2v,,(@,+ b,+ 46) 
+0,,(—3b, —a, — b+ 2c) 
+v,(—3a,,—a,, —2aa, — 2b,, —ab, —a,b+-2c,) 
+v,(—6,, —3b,, —26b, —2a,, —ab, —a,b+ 2c¢,) 

+ 0(—4,,, — Fy, — 5,2, — 5,5, — 96,. — 5a,, —ab,, — bb, +0¢,,+¢,, 
+ac,—a,c+be,—b,c+c*). 
Es zeigt sich nun, dap wir die Gleichungen (16) als die Hulerschen 

Gleichungen zweier Variationsprobleme auffassen kénnen; setzen wir namlich: 

K, = ff (Lui dzdy; K, = {J (Mw)"dedy, 


so fiihrt die Aufgabe, die beiden Integrale K,, K, bei der Nebenbedingung 
(17) Sfwdzdy=1 
a 


zum Extremum zu machen, gerade auf die beiden Gleichungen (16) als 
Eulersche Gleichungen. Durch zweimalige Anwendung der Gau8-Greenschen 
Integraltransformation ergibt sich unter der Annahme, daB die Ableitungen 


der ersten drei Ordnungen von w stetig, die der vierten stiickweise 
stetig sind: 





*) Der analoge ProzeB liegt beim Ubergang von (8) zu (9) vor. 





. 
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K, -{f (Lw)*dxdy 


~ f{ 0 (= 4 w(ecoere + dein») — w 222) a+ {fu MLwdzdy, 
18) 


y= [f(ate)*azdy 


= {Mw (Fe —w(acos» a+ bsin»z)) — w°*l jae w-LMwdzdy. 


R 

Bezeichnen wir die hier auftretenden Randintegrale voriibergehend mit 
R,, R,, 80 ergibt sich also der Wert des erwihnten Extremums zu: 
(19) (Ky este = B: + 4° (¢=1, 2). 


Wir wollen hier gleich, bevor wir dieses Variationsproblem weiter 
studieren, die Integrale K; einer Umformung unterziehen, die fiir das 
spitere von Nutzen ist. Statt K; kénnen wir nimlich auch die beiden 
folgenden Integrale zugrunde legen: 

J,=Sf{(4w) )* + A, w2 + 2B, w, wy + CO, wy + D,w,w 
+ E,wyw + F,w*}dedy, 

J,=ff{(4w)? + Aw; + 2 Baw, wy + C,w; + + D,w,w 

+ EB,wyw + F,w*}dxdy, 





(20 


wobei gesetzt ist: 

A,=a'+b,—a,—2¢; D,=2(ac—e,); 

B,=ab—a,—b,; E, = 2(be—c,) 

C,=a,+b°—b—2¢e; FF, =c?. 

A, = 3a,+ b,+a*— 2c, D,=2-La; 

B,=ab+a,+6,; E, = 2-Lb; 

C,=a,+ b*+ 3b, — 2c; F, = Le + ac,+ be, + a3 + 2a,b,+ by. 
Die Aufgabe, J, und J, bei der Nebenbedingung (17) zum Extremum zu 
' machen, fiihrt ebenfalls auf die Gleichungen (16), und es gilt: 

. (20a) J,=8,+ [fw-MLwdedy, = 8,+ [fw-LMwdedy, 





wobei S,, 8, die beiden Randintegrale bedeuten’: 

(20b) 8, —f{(4e- — w.24®) ae 

| +w|(4,1,-+ B,w,-+ 5 D,w) dy —(B,w,+ O,w,+ 5B, w) dz} 
(k= 1,2). 
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Gleichfalls gilt 

(19a) (Sy )extr = Sy + 2° (k=1,2). 
Im folgenden wollen wir zunichst die Integrale K,, K, verwenden und 
erst im § 3 die zweite Darstellung benutzen. 


Wollen wir das obige Variationsproblem mit unserm Randwertproblem 
zusammenbringen; so miissen wir von der variierenden Funktion w ver- 
langen, daB sie in B-+-R stetig mit den Ableitungen der ersten drei Ord- 
nungen und stiickweise stetig in denen vierter Ordnung sei und die Rand- 
bedingungen fiir u bzw. v erfiille; diese sind, wie aus (4) und (5) folgt, 


(21) bei K,: w,|*=0, Lw,|*=0; bei K,: w,|“=0, Mw,|"=0. 


Die zugehérigen Eulerschen Gleichungen lauten, wenn w, die zu J, ge- 
hérige Extremalfunktion bedeutet, 


(22) MLw,—i*w,=0; LMw,—i°w,=0, 


so daB die Auffindung von w, identisch wird mit der Lésung des 
Problems (16), wenn dort u und » die aus (4) und (5) entspringenden 
Randbedingungen auferlegt werden. Damit ist noch nicht gesagt, daB die 
sich so ergebenden w,, w, identisch sind mit den Lésungen des Problems 
(4), (5), da erstere einer Differentialgleichung vierter, letztere einer solchen 
zweiter Ordnung geniigen. Es mu jede Lésung der vorausgesetzten 
Differenzierbarkeitseigenschaften von (4), (5) in (21), (22) vorkommen, 
da8 aber auch das Umgekehrte der Fall ist, miissen wir erst beweisen. 
Wir nehmen also an, es sei 


MLw,—i*w,=0; LMw,—i*w,=0. 
(23) w, |* = w,|* = Lw,|*= Mw, |* = 0, 
Sfwidady=JSfwidxdy=1, 
B B 
und setzen zuniichst voraus, es seien w,,w, die einzigen Lésungen der 
Gleichungen: dann behaupten wir, dab 
(23a) Lw,+iw,=0; Mw, +iw,=0 
ist. Zum Beweise setzen wir 


Lw,+iw,=f,, Mw,+iw,—f,, 


dann ist 

also Mf,=4f,, Lf=Af,, 
LMf,—i°f,=0; -MLf,—af,=0 

und 


=4 |" = Lh" = Mf,|\* =0, 
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also miissen mit konstantem c,,c, die Gleichungen bestehen 
AR=¢C,W,; f=, u,. 
SShidedy—[ffdzdy 


sein muB, folgt c,= +c,. Ist daher: 
1. c.= + ¢,, 80 folgt 


Da aber 


Lw,+iw,=c,w,; Lhe, Lw,—Afp=ciw,, 
d. h. ¢, = 24, also 
Lw,—iw,=0; Mw,—iw,=0; 
diese Gleichungen sind aber mit (23a) identisch, indem man nur das Vor- 
zeichen von w, zu vertauschen braucht; 

2. cg= —c,, dann folgt ebenso das Bestehen gerade der Glei- 
chungen (23a). 

In &hnlicher Weise verlauft der Beweis fiir den Fall, daB das 
Problem (23) mehrfache Lésungen hat. Wir wollen hier nur noch den 
Fall durchfiihren, daB je zwei unabhingige Lésungen vorhanden sind, 
nimlich von der ersten Gleichung (23): w,,,,,, von der zweiten: w,,, W2., 
die alle zum gleichen 4-Wert gehéren. Unsere Behauptung ist unter diesen 
Umstinden dahin zu modifizieren, da8 man acht Konstanten a, ...4,, 
«,...6, 80 bestimmen kann, daB die GréBen 
(24) y= Hy Wy + By Wyyi Dy, = My Wey +O, Wy = (= 1, 2) 
voneinander unabhangig sind, und die Beziehungen bestehen 

L@,,+4%,,=90, M®,,+10,,=0, 


Sfwdady =f @idedy =1. 
B B 


Zum Beweise dieser Tatsache setzen wir wieder 


(23b) 


(25) Lw,,+4w,=fy,; Mw, ,+4w,,= fy, (k= 1, 2), 
so daB 
(26) Mf,',—4fx=9; Lfy—Afy=9, 
also , 
2 
iain LMf,,—4 fy,= 9; ML f,,—4 fy =, 
(27) fan = Crp Way t Cop Wegs fap = Fy Wy + Fg, Wye, 


wo die c;,,d;, noch zu bestimmende Konstanten sind. Die Bestimmung 
derselben geschieht durch Einsetzen von (27) in (26) und die durch 
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Greensche Koppelung von (25), (26) und (23) hervorgehenden folgenden 
Gleichungen 


ASS (Werfixt Wirhrdedy=Sffidedy=Sffdedy  (k=1,2), 
ds fF (tan fas + Wan fey) de dy = A-Sf (Was fra + tas fag) Ady 
=SStustadedy =SS ta fy de dy, 
LSuytrdedy =Jfws,f.dedy (k= 1,2), 
de JJ (was se — Way Wy) da dy = Jf (1043 fay — Uys fix) a dy 
=JS (was fer — Was fre) de dy. 


Man erhalt auf diesem Wege zunichst die folgenden Beziehungen 


‘ A(cy—ente A) C4" 
Cy = Cogs Cry = Cqy3 Oy = yg = ody = dy = = * 
Cy2 — (4, — 4) Cya— (C4, — 4) 


und 
A = [us mde dy= (Sam tia — Hea 6 tu) + a (5e4s— Beye) —2¢y 4° 
B Cig 4 (A—¢,,) 





B= {{ 1,100 dzdy = cnt 
B 


Weiter ergibt sich die Gleichung 
Cn (eis — Cie) = 0, 
also entweder: c,,= 0, oder: c,,—= + ¢,,. 
Nehmen wir zuniachst an: c,,= 0, dann wird 


Am 10 (Cie = 82") | B=. 


2 i° ’ 2 1 > 
man findet also, daB 
i, + —— Mis Wi + — Wy, 
0, = ——_ 8, = — Wy, = Wag, Woq = Woy 
. 2 aise 
Ce 4 Cp 4 


das Lésungssystem (24) von der durch (23b) geforderten Art ist. 
Ist aber c,,=¢,,, 80 wird: 


A=B=-—1, 


auBer wenn 4=c,,; da A und B von —1 verschieden sein miissen, weil 


andernfalls 


SF (ws Wy.) dz dy = JJ (ws Wy) da dy =0, 
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also w,,,W,, bzw. w,,,W,, nicht unabhangig voneinander waren, folgt 
also, da8 
Cy=Cy=4, d= d=, 


und 
0,,=Wy,; Wy—=— Wy, Wyy= — Wy; (k=1, 2) 
ist das gesuchte System (24). 
Ist schlieBlich: c,, = — ¢,,, 80 folgt wieder: c,,= A, also 
C,,=4,,= —C,= —d,=A, 
und 
Wy, = Vy; = Wy = Wy, Wy = Way (k= 1, 2) 


ist das gesuchte Lésungssystem. Somit ist unsere Behauptung auch fiir 
den Fall zweifacher Lésungen erwiesen, und ahnlich ist bei mehrfachen 
Lésungen zu verfahren. 

Somit ist die Identitaét unseres Variationsproblems bei den Rand- 
bedingungen (21) und des urspriinglichen Randwertproblems (4), (5) 
nachgewiesen; und dann zeigt (19), daB unsere 4; gerade gleich den 
Extrema sind, die K,, K, bei den Randbedingungen (21) annehmen. Da- 
mit haben wir eine von der Differentialgleichung independente Definition 
der EHigenwerte durch ein Variationsproblem gewonnen. 

Hieraus erhilt man in bekannter Weise eine rekurrente Definition 
der Eigenwerte. Danach ist 4; das Minimum des Ausdrucks K,;, wenn 
zum Vergleich alle in B stetigen, mit stetigen Ableitungen der drei ersten, 
stiickweise stetigen der vierten Ordnung versehenen, den Randbedingungen 
(21),, sowie den weiteren Bedingungen 


Sfwidzdy=1 (¢=1,2), 
(28) 
{fw,udedy—0, ffw.v,dady = 0 (»=1,2,....n—1) 


geniigenden Funktionen w zugelassen werden. Hierbei sind die u,, v, die 
2(m —1) ersten Eigenfunktionen von (4), (5), und das Minimum wird 
angenommen fiir das n-te Paar von Kigenfunktionen w,=u,, w,—v,. 

Wir fiihren den Beweis auf einem Wege**), der gleich die Qualitat 
des erreichten Extremums erkennen lat. Jedes w, der geforderten Art 
ist nach den Ergebnissen des § 1 in eine gleichmaSig und absolut kon- 
vergente Reihe nach den u, bzw. v, entwickelbar: 


vuy= 


IMs 


a 
Vir Ys W,= D ar% 3 
r=] 


(29) 


v=1 
Yv= [fw,u,dedy; Yr= LJu,v,dedy 


**) Vgl. auch Courant, a. a. 0. S. 9. 
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Sind weiterhin allgemein ~ und yw zwei auf R verschwindende Funktionen 


mit denselben Stetigkeitseigenschaften wie w,, 80 gilt die leicht beweis- 
bare Formel 


(30) [f(e-taty —wy-LMo)dudy ={{(o-mLy —wy-MLo)drdy 
a7 7 


4,.°¥ a” 
-J (49% —Ay 3) ds. 
Ist weiter am Rande 


Le=0, Ly=0 oder Mp=0, My=0, 
so wird das letzte Randintegral gleich 


£5 (92% — Py ¥~) (a cosvy + b cosyx)ds, 


und dies verschwindet, da wegen o|*=0, y|*=0 auf R auch 


(9, Vy —%y y,)|7= 0 gilt; in diesem Falle ist also die rechte Seite von 
(30) gleich Null. Nun wird also 


K, (w,)= {J w,-MLw,dedy = 37, Sfu,-MLw, dzxdy 
(298) = 37S fw,-MLu,dxdy= 37,,42-Sfw,u,dedy = SRY}, 
v=1 B v=1 B v=1 


K, (ws ) =Jfw,-MLw,dzdy = Si yi. 
B v=1 
GemaB8 der Vollstandigkeitsrelation (14) aber und den Bedingungen (28) ist: 


Yiv=%q,= 9 (v¥=1...n—1); 37,= S7=1. 
Daher folgt 
K,(w,)> 4, K,(w.)>4, 

und da das Gleichheitszeichen gerade dann angenommen wird, wenn 
w,=U,; wW,=,, ist, ist der Satz bewiesen. 

SchlieBlich kénnen wir die 4? durch eine Maximum-Minimum- Higen- 
schajt definieren, die sich in folgender Tatsache ausdriickt: 

Seien £,,&,,...,&,-, tm B stiickweise stetige Funktionen, w, se 
eine Funktion der gleichen Eigenschajten wie oben und gentige den Rand- 
bedingungen 


w,\7=0 (k=1,2); Lw,|*=0, Mw,|*—0, 
sowie den Bedingungen : : 
(31) Sfwpgdedy—0 (¢=1,2,...,.m—1); S Swi dedy = 1. 


B B 
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d, {&,, &,--+ §&,-,} set die untere Grenze der Werte von K,(w,) fiir alle 
méglichen &,. Dann ist 4; das Maximum dieser unteren Grenze, das an- 
genommen wird fiir: §; = u;,,w,=u, bew. §;= 0,,w,=v,. 
Beweis**), Wir bilden eine den Voraussetzungen iiber w geniigende 
Vergleichsfunktion 
w= cu +... +olu, bew. we=—e.o, +... +c ,, 
und bestimmen die je n GréBen c;" aus den je n Gleichungen (31), was 


n 2 2 
stets méglich ist, also so daB S'c;” = Sol” = 1 ist; dann ist 
= = 


Ky (w,) = [J wy ML w, da dy = fae +... +a Bens: 
K, (ws) =f wy L Mw,dedy = of” 43+... +00 RSM; 


Die untere Grenze ist danach héchstens gleich 4,; sie erreicht diesen 
Maximalwert in der Tat fiir w,=—wu,, &;=u,; w,=v,, &;=0,, da der 
vorangehende Satz zeigt, daB fiir diese Werte von &, 4; das Minimum der 
Ausdriicke K, darstellt. 4 ist also das Maximum-Minimum von 
K,(w,), und damit ist eine independente Definition der Higenwerte ge- 
wonnen, die uns fiir die folgenden Entwickelungen von groBem Nutzen 
sein wird. 


§ 3. 


Die asymptotische Form der Eigenwerte. 


Nunmehr gehen wir dazu iiber, die bewiesenen Satze zur asymptoti- 
schen Abschitzung der Eigenwerte zu verwenden. Wir bezeichnen im 
folgenden 


(32) D(w) = JJ (4w)"dedy, 


und kénnen dann leicht zeigen, daB, wenn w eine die oben angegebenen 
Stetigkeitsforderungen erfiillende normierte Funktion ist, die am Rande 
verschwindet, die beiden Beziehungen gelten: 


(33) J,(w)=D(w)+O[D(w)*}; D(w)=J,(w) +O[F,(w)*] (k—=1,2). 

Es gilt namlich 

SS (ewe + O,w})dxdy| Se, SS (we + wp)dzdy =o, [J w-Awdedy 
<o,{{J(4w)*ae dy}! =, D(w), 


13) Ebenda 8. 18. 
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[J Brwemydzdy| Se{ff uz dzdy- ff wj dedy}' 

Sey ff (w08 + wy!) dx dy < e,D(w)’, 
[LJ (Drm + Byroyw)dedy| <o,{ ff (w+ wj)dzdy}! Sq-D(w)', 
SJ @,w* dedy| Se Sfw*dzdy — ,. 


Somit ist J,(w) = D(w) + ¢, D(w)’, wo c¢, unterhalb einer endlichen, 
von D(w) unabhiangigen Schranke liegt, und dies ist identisch mit den 
beiden Behauptungen (33). Diese Tatsache wenden wir nunmehr auf die 
Identitat (20a) an. Dort sind in J, die Glieder, die von den Koeffizienten a, b, c 


und deren Derivierten abhingen, von der Ordnung Ji ; auf der rechten 
Seite verschwinden diese Terme in S,, da w am Rande Null ist, es folgt 
mithin, da8 

SS w-MLwdxdy =JSf w-44wdzdy +0[D(w)*), 
(34) B B 

Sf w-LMwdedy= ff w-Adwdedy + O[(D(w)') 

B £ 


ist, wo wir statt O(Diw)*) auch O(J, (w)*) setzen kénnen. 

Die erste Gleichung (33) legt es nahe, neben den Funktionen w,, die 
den Ausdruck J, — 8, zum Minimum machen, die Funktionen 2 heran- 
zuziehen, die die Minima des folgenden Variationsproblems liefern: 


(35) D(Q)=min; ff Q°*dxdy=1, 
B 

wo 2 auBer der Bedingung 
(36) Q\F —0 
noch eine geeignete homogene Randbedingung erfiillt. Diese Funktionen 2 
sind die Eigenfunktionen der Gleichung 
(37) 442—UQ=0. 

Zur Durchfiihrung des angedeuteten Vergleichs benétigen wir eines 
wesentlichen Satzes, der eine gewisse Invarianz der betrachteten Integrale 


gegeniiber den zweiten Randbedingungen zum Ausdruck bringt. 


Ersetzungslemma. Sei ® eine in B+ R den iiblichen Stetigkeits- 
eigenschaften geniigende Eigenfunktion der Differential gleichung 


(38) V@+iG=—0 
(wo V einen Differentialausdruck 4. Ordnung der Form 44, ML oder L M 
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bedeutet, der als Eulerscher Ausdruck zu einem Integral H(®) der Form 
D,J, oder J, gehért), fiir die 


(39) SF =0; (4% +0(z,y)-22)|' 0 (o stetig und beschrankt), 
(40) ff @X,drdy=0, (u=1,2,...,n—1); ff @°dedy=1 
B 


ist, wo X, ein Funktionensystem der gleichen Art wie ® bedeutet, dann 
kann ® durch eine den gleichen Stetigkeitsbedingungen geniigende sowie 


(40a) ff WX,dedy=0, (u=1,2,....n—1); ff Wdedy=1 
B 
erfiillende Funktion ¥, fiir die 
ays\ \R 
(41) wF=0, (4 P+ a(z, y)-)| =0 (6 stetig und beschrankt) 


ist, ersetzt werden, derart, daB mit beliebiger Genauigkeit die Beziehungen 
gelten: 


(42) H(®)= H(¥), 


(43) {fe V@dzdy -[ W.VWdedy +(o - 3)(22) ae. 


Im Falle, daB die zweite Bedingung (39) lautet he r = 0, fallt das Rand- 
integral in (43) weg. 

Beweis. Wir bemerken zunichst, daB jedes Randkurvenstiick der 
vorausgesetzten Eigenschaften durch analytische Kurvenstiicke gleichmaBig 
von innen her approximiert werden kann. Langs R fiihren wir dann die 
Bogenlinge s auf R und den Abstand » auf der Normalen zu R, gemessen 
von R ab, als neue unabhangige Variable ein, was in einem hinreichend 
schmalen Streifen um R mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung der 
Ecken stets méglich ist. AuBerhalb der Eckenbereiche zeichnen wir inner- 
halb B die Linien »y = zt = konst., die fiir hinreichend kleines 1 samtlich 
in B liegen, und, wenn FR keine Ecken hat, 
weder sich selbst, noch sich gegenseitig schnei- 
den. Hat aber R eine Ecke, etwa Z, und mégen & 
daselbst die Randstiicke R, und R, zusammen- 
stoBen, so zeichnen:- wir zu jedem derselben 
die Aquidistanten » = +1: Rj, Rz, die sich bei 
kleinem zt in einem Punkte Z’ in der Nahe von E *: 
schneiden (vgl. Fig.). Durch Z’ fallen wir die 
Lote E’r,, Z’r, auf R,, R, und innerhalb des 


Re 
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dadurch abgegrenzten Eckengebietes zeichnen wir zwei ZH und £’ verbin- 
dende, sich nicht schneidende regulire Kurven C,, C,, die je ganz auf 
einer Seite der Geraden EE’ verlaufen. Das von ihnen umschlossene 
Gebiet nennen wir €, die angrenzenden Streifenstiicke S,,S8,. Auf diese 
Weise zerfallt der von den Linien R,, R,, ... einerseits, Ri, R;,... an- 
dererseits begrenzte Streifen S des Gebietes B in die einzelnen Streifen- 
stiicke S,, S,,... und die Eckengebiete €. 

® ist im Innern von B eine analytische Funktion der z, y und damit 
der s,» in der Umgebung von R;**) auBerdem schlieBen sich, wie man 
aus (9) ersieht, die Werte der Funktion und ihrer ersten beiden Ab- 
leitungen von innen stetig an den Rand an*®). Setzen wir also: 

O(s,7)=a(0); (2%) =a(s); (4%) =o, 
v=r v=0 


avé 





so ist bei geniigend kleinem + auf R, : 
1 
(44) Uy (8) = Dt + oH, 0° + fy; a, (8) =O, + O,r+f,, 
a, (8) = D, + B,; a, (8) = Bs, 
wobei lim f;-1*-* = 0 und die 8; Funktionen von s sind, die im Innern 
t™0 

von B fiir kleine Werte des Parameters + gleichmaBig beschrankt sind. 
Nunmehr bestimmen wir in jedem der Streifen S, eine Funktion z,, die 
den Bedingungen (41) auf R, geniigt, auf R, aber selbst sowie in den 
Ableitungen der ersten drei Ordnungen mit den Werten von ® bzw. denen 


der entsprechenden Ableitungen iibereinstimmt. Zu einer derartigen 
Bestimmung fiihrt uns bereits der Ansatz 


(45) z= S7,(8)-¥. 


Wir bemerken namlich, da fiir eine beliebige Funktion g die Trans- 
formationsgleichungen bestehen 


dy om .. ag 
; too = sin» x +- Fp COSY, 


a 


s 
2 


sinyz, 


é 
= * cosyx — * 
és ery 


iV) 
< 


jo 2? ap 29 4 rh 
Om Ft + 58 +e 481 5,4: 


Die anz gestellten Anforderungen driicken sich demnach in den folgenden 
Gleichungen aus: 


2 fy +f (4 + 4), 29 = 0, 
5 . 
> ("itt = a (¢=0,...,3), 
n=1 


4) Vgl. auch Sommerfeld, Enc. IZA 7c, Nr. 8. 
1%) Vgl. auch Lichtenstein a. a. O.’). 











LT 
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aus denen unter Benutzung von (44) folgt: 


f£=%,+()) &=-FH%+(), §=+[2@,4K0)+@); 
(46) 7, = [-$(®%+K%)+@); t£=45[2(,4+K0,)+(0]; 
K=(Adv+6),<0, 


wo wir unter (rt) mit « verschwindende Glieder zusammengefaBt haben. 
Somit erhalten wir 


4z=(2f,+f,4%) +7(f," +644 ff 48,+ 2 fy 4%) 
+9 (fy +126, +f; 48 +3f, 4%) +¥* (fy +20f, +f,48)+4f, 4%) 
+44 (fy +£[48 + 5 f, 4%) + (ff + fy’ 48) 


=— 6-0, + (42-6545 %)(@,+(47+28), 9,) 
+- belanglose Glieder. 


Der Index 0 charakterisiert hierbei die Substitution »=0, die Striche 
Ableitungen nach s. Da 6 nach Voraussetzung beschrinkt ist, desgl. 4», 
geri8 den Annahmen tiber die Randkurve R, und dasselbe von ®,, ®, 
gilt, ist hieraus ersichtlich, daB die iiber die Streifen §, erstreckten 
Integrale 


[J (42)*dedy = [f (42)*dedy, 


in denen die obere Grenze fiir » <r ist, von der GréBenordnung r sind, 
d.h. mit t beliebig klein gemacht werden kénnen. Das gleiche gilt all- 
gemeiner von den beiden Integralen J, und J,, wenn sie iiber die Streifen S, 
erstreckt werden. Durch (45) haben wir fiir jeden det Streifen 8, eine 
Funktion z, konstruiert, wir miissen diese Konstruktion noch in den Ecken- 
gebieten € vervollstindigen und verfahren dazu so, da8 wir in € eine regu- 
lire Funktion 7 konstruieren, die sich auf C, und C, mit den Werten der 
Funktion sowie der ersten drei Ableitungen stetig an z,,z, bzw. deren 
entsprechende Ableitungen anschlieBt. 


Ersetzen wir also unsere urspriingliche Funktion ® in den Streifen S, 
durch z,, in © durch 7, so haben wir damit eine neue Fanktion kon- 
struiert, die die iiblichen Stetigkeitsforderungen erfiillt, auf R den 
Bedingungen (41) geniigt, und fiir die man durch geniigend kleine Wahl 


von t erreichen kann, daB mit beliebiger Genauigkeit die Beziehungen — 
gelten 











536 H. Geppert. 


H(¥) = H(®), 
[[¥-vP azay = HP) + F (2%) ae 
R 
-{{o V@dzrdy + fee) - (32) Vas 
(47) - {Je VOdxdy +fee — a) (22) ‘as. 


Diese Funktion ¥ erfiillt nur noch nicht die Orthogonalitats- und 
Normierungsbeziehungen (40a), verletzt sie allerdings bei hinreichend 
kleinem + um beliebig wenig; um noch diese Abweichung zu beseitigen, 
geniigt es daher, Y an n im Inneren von B — S gelegenen Stellen unter 
Beibehaltung der Stetigkeitsforderungen geeignet abzuaindern, so daB das 
Gesamtareal der Abianderungsstellen mit + verschwindet und die neue 
Funktion Y nunmehr allen gestellten Anforderungen geniigt, womit das 
Ersetzungslemma in vollem Umfange bewiesen ist. 

Dieses Lemma gibt ans endlich die Méglichkeit an die Hand, die 
gewiinschte asymptotische Bestimmung der Eigenwerte des Problems (22) 
bei den Bedingungen (21) durchzufiihren. Wir bezeichnen im folgenden 
die Eigenfunktionen der Aufgabe: 


(48) MLu—i*u=0, u®=—Lul*=0, ffutdedy=1, 
B 


mit u, (y= 1,2,...,00), die der Aufgabe: 
2 iR aan\® 2 
(49) 449-Q2=0, QF= =| =0, JfQ’dzdy—1 
EB 





mit Q, (vy =1,2,...,00). w bezeichnet generell eine Funktion der voraus- 
gesetzten Stetigkeitseigenschaften. Dann ist: 


I, = min ff w-44wdxdy bei den Bedingungen: 
B 


JJwQdrdy—0 (¢=1,...,.n—1), S fwd dy=1; w\ = — 
B 





=> min Sf w-4dwdrdy unter den Bedingungen: 
B 


R 
Sfwu,drdy=0 ((=1,....n—1), ffw%dedy=1; w P= | = 0 
B 'B ¥ 
zufolge der Maximum-Minimumeigenschatt 
= f J @-Adw@dxdy, wo ® die Extfemalfunktion des letzten Minimum- 
problems bezeichnet; 














Nichtselbstadjungierte Differentialgleichungen. 537 
= ff @-MLwdzdy+cVD(w), gemaS (34), wo ¢ unter einer end- 
K 
lichen, von D(.) unabhangigen Schranke liegt; 
= ff @-MLwdxdy +cV ff w@-ML wdzdy, wegen der Randbedingung 
B 
fiir @; 


> min ff w-MLwdzdy, wenn 
B 


Sfwudady=0 (i=1,...,n—1), ffw'dedy=1; w= 22 "= 0; 
B B 
> min ff w-MLwdzdy, wenn 
B 
Sf wu,dxdy=0 (¢=1,...,n—1), {futdedy=1; w|* = Lw|* = 0, 
B 


denn nach dem Ersetzungslemma kann jede Extremalfunktion der 
vorletzten Stufe so in eine die Randbedingungen w|* = Lw|* = 0 
erfiillende Funktion w abgedndert werden, daB ff w-MLwdxdy 


B 
seinen Wert nicht dndert, also ist der vorletzte Minimumswert 
sicher nicht kleiner als der letzte: 


= In 
Somit gilt: 
(50) IS az. 8) 


Weiter bezeichnen wir mit 2,, Ti die Eigenfunktionen und -werte des 
Problems 


(51) 442—T*Q=0; ff Qdedy=1, QF 0, (40+ 222) |"—o, 


wo h eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. Wir nehmen dann 


die Tatsache vorweg, deren Beweis wir im folgenden Paragraphen nach- 
tragen werden, da8 asymptotisch: 


(52) ** Saé 


ist. Wir kénnen dann eine weitere der obigen analoge SchluBkette auf- 
bauen : 


i,=minffw-MLwdaxdy bei den Bedingungen 
B 
Sfwu,dady=0 (i=1,...,n—1), [fwdedy=1, w\*= Lw\*=0; 
B B 


‘*) Wir sagen, es sei an bn, wenn a, 3b, (1+) ist, wo lim 7, = 0 ist. 
n>a 


Mathematische Annalen. 95. 85 
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> minffw-MLwdzxdy unter den Bedingungen 
B 


Sf wQ,dxdy=0 (i=1,...,n—1), [fw'dzdy=1, w\*=Lw/? =0, 
B B 
zufolge der Maximum-Minimumeigenschaft ; 


ist @ die Extremalfunktion des letzten Variationsproblems, so kénnen wir 
sie nach unserem Ersetzungslemma so in eine Funktion @’ abandern, da8 


a’ F=0, (4m + 022)|"—0, und dabei sich ff @-MLwdzdy um 
4 B 


aie —(acosyxz + bsinyz) _ Jds 


andert; bestimmen wir daher die noch willkiirliche Konstante A durch 
die Gleichung 


J (G5) (econ + bsinyz) ds, 


[ee 


so andert sich Jf @-MLw@dxdy bei der Ersetzung von # durch #’ um 
B 


(53) h= 





beliebig wenig, und es gilt also: 
A2>minffw-MLwdrdy, wenn f{fwQ,dxdy=0 (i=1,...,n—1), 
B B 
R 
Sfwtdzedy=1; wf*=0, (40 +h)! = 0, 
B 
=ffo-MLwdzdy, wenn o die Extremalfunktion bezeichnet. 
zB 


Nun ist 
am\? 
D(o) = — af (22) ds+ {[o-ddodedy. 
R B 
Ist daher h>0, so ist D(w)< ffw-44dmdzdy, mithin nach (34) 
B 
at min ff w-A4Awdedy, wenn Sf wQ,dzdy=0 (¢=1,...,n—1), 
‘ B B 
(54) aw\ |* 
Sf w*dedy =1, w|* = 0, (40 +n) =. 
B ¥ 


Ist aber h <0, so ist D(w) >ffw:44adxdy, und die Beziehung (54) 
B 


nicht unmittelbar ersichtlich; wir miissen zu ihrem Beweise etwas anders 
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verfahren: w ist nach bekannten Siatzen in eine gleichmaBig konvergente 
Reihe nach den Q, entwickelbar in der Form 


o= 2%, 
wo also 
S7= 1 
k=n 


ist, daher gilt (vgl. analog beim Beweise von (29a)) 
Dla) Sih + aif ( %, Get) de 
=n k=n 
Nun werden wir im niachsten Paragraphen bei Gelegenheit des Beweises 
D..2 
von (52) zeigen, da f(®) ds gegeniiber 7; asymptotisch belanglos ist, 
BR 


daher gilt dasselbe von 


[(Sn2y dasa dre (BY ds 


k=n 
gegeniiber dem ersten Summanden on T). Mithin folgt allgemein, da 
D(a) S7T =Sfo- AAwdxdy 


und daher die asymptotische Ungleichung (54) auch im Falle h < 0 giiltig 
ist. Und (54) schlieBlich gibt: 





(50a) RSS, 
so daB aus (50) und (50a) die asymptotische Beziehung folgt: 
(55) An ly. 
Ist F der Flacheninhalt des Gebietes B, so ist bekannterweise **): 
i ~ ~ (45*)" 
und daher folgt fiir die Eigenwerte des Ausgangsproblems (4), (5), da8 
(56) 4, 4" 











ist, d. h. daB bei unserem allgemeinen Higenwertproblem dieselbe asym- 
ptotische Formel fiir die Higenwerte gilt, wie sie fiir selbstadjungierte 


6) Courant, Math, Zeitschr. 15 (1922), S. 199. 
85* 
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elliptische Dijfferentialgleichungen schon bekannt war. Speziell ist damit 
auch hier die Sommerfeldsche Vermutung bewiesen, daB die Higenwerte 
asymptotisch unabhangig von den Randbedingungen, den Koeffizienten der 
Differentialgleichung, sowie der Gestalt des Grundgebietes, und nur ab- 
hangig von dem Inhalt des letzteren sind. Man kommt auch bei den 
andern Randbedingungen, z. B. (5a), (5b) auf ahnlichem Wege zum 
selben Ziel. 


§ 4. 
Erganzungen. 

Zur Vervollstandigung des obigen Beweises bleibt noch die Be- 
ziehung (52) aufzuzeigen. Dazu kniipfen wir an die Maximum-Minimum- 
eigenschaft der Eigenwerte 

I2= ff Q,-44Q,dzdy 
B 


an, aus der in der bekannten Weise folgt, dab, wenn G,,G,,... eine 
Reihe von Teilgebieten eines Gebietes G ist, von denen keine zwei innere 
Punkte gemein haben, und wenn ferner A(k*) die Anzahl der unterhalb 
der Schranke k” gelegenen Eigenwerte von (51) fiir das Gebiet G, A,(k") 
die entsprechenden Anzahlen fiir die Gebiete G; bedeuten, die Relation 
besteht *”): 


(57) A(k*) > SA,(k*). 


Wir ermitteln zuniachst den asymptotischen Wert von A(k’) fiir ein Kreis- 
gebiet vom Radius 1. Fiir ein solches sind die Eigenfunktionen von (51) 
in Polarkoordinaten r, 6: 

ign {F, (Ky mT) Ip (i km) a J, (¢ ki, mt) I, (ke, m)}> 
wo J, die n-te Besselsche Funktion bedeutet, und die k,. 
transzendenten Gleichung 


sich aus der 





St.) , Sah.) Sno 
(58) ia a 
bestimmen, die fiir h = 0 (d.h. 42|*= 0) in 
(59) J, (Kum) = 9 


iibergeht. Sind x, ,, die Wurzeln von (59), so beweisen wir, dab, wenig- 
stens asymptotisch, zwischen je zwei aufeinanderfolgenden dieser GréBen 
eine und nur eine Wurzel von (58) liegt**). Denn zunichst sind die 








17) Courant a. a. O. *), S. 22 ff. 
%*) Der Ausdruck ,asymptotisch“ bedeutet hierbei, daB der Quotient aus der 


Anzahl! der Intervalle, in denen mehr als eine Wurzel liegt, und der Zahl m mit : 
verschwindet. 
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GroBen k, ,, stetig abhiingig von der Konstanten A, ferner liegt zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden x, ,, mindestens ein k, ,,, denn durchlauft k, 
das Intervall zwischen zwei folgenden x, ,,, so geht der erste Summand 
in (58) stetig von —co nach + oo, wahrend die beiden anderen be- 
schrinkt bleiben. Fiir h +0 kann ferner niemals ein x, ,, mit einem k, 
zusammenfallen. Bei stetiger Anderung von h(+) verbleiben also die 
k,, . jeweils in den durch die x, ,, erzeugten Intervallen, in denen sie beim 
Ausgangswert von h lagen. Fiir h = co, sowie iiberhaupt jedes positive h 
aber ist die Anzahl der unterhalb einer Schranke K gelegenen Werte von 
k,,. a8symptotisch gleich der Anzahl der x, ,, unterhalb K,**) d. h. zwischen 
je zwei folgenden x, ,, asymptotisch ein und nur ein k,,, gelegen und 
mithin gilt dasselbe fiir jedes h. Somit ist die GréBe A(k’) fir h =o 
asymptotisch die gleiche wie fiir jeden endlichen Wert von h. Es ist 
somit fiir jedes h beim Kreise vom Inhalt f: 


A(k*) x fk; 


Nun denken wir uns einerseits das Gebiet B durch eine endliche An- 
zahl von in B liegenden Kreisen G,, G,, ... der Inhalte /,, f,,... 80 aus- 
gefiillt, daB F von 2, beliebig genau approximiert wird, dann gibt (57): 


= F 
A(k*)S Fh b~ Zk, 


andererseits denken wir uns B ganz in einen Kreis @ gelegt, und in 
diesem das Gebiet G — B durch eine endliche Anzahl auBerhalb B liegen- 
der Kreise I',, [,,... mit den Flacheninhalten ,, 9,,... so ausgefiillt, 
da8 der Flacheninhalt des Bereiches G—B durch 2g, beliebig genau 
approximiert wird, was stets méglich ist, dann folgt fiir B: 


A(k*) = Ag(k*) — Ap,(k") — Ap,(k*) — ... 2 zh, 
somit schlieBlich 
A(k*)~ ~ .k 
fiir jeden beliebigen Bereich B, d. h. es ist asymptotisch : 


2 4xn\? 
Ine (“F") 

1%) Dies folgt daraus, da8 die Anzahl der Eigenwerte unter einer festen Schranke 
fir h=o und jedes h>0O asymptotisch identisch ist mit der gleichen Anzahl fiir 
den Fall h=0, — wie fiir h=o Herr Courant a. a. 0.) bewiesen hat, und fiir 
h>O sich durch eine leichte Modifikation zeigen l48t —, und andererseits zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten ~x,,,, des Falles h=0 mindestens einer der 
Fille h>0, h = o liegt. 











542 H. Geppert. 


unabhangig von h, und dies ist der gleiche asymptotische Wert, wie er 
fir h=0Q und h=oo angenommen wird; damit ist Gleichung (52) be- 
wiesen, sie driickt aus, daB bei der Plattengleichung ebenfalls die Higen- 
werte asymptotisch unabhdngig von den Randbedingungen sind. 
Weiterhin hatten wir im vorigen a eay von der Tatsache Ge- 


brauch gemacht, da8 fiir ein negatives Ah JG \'de gegeniiber J; asym- 


ptotisch belanglos ist*°), wofiir wir jetst den Beweis kurz nachtragen 
kénnen. Wir erinnern uns der Bezeichnung (49); in dieser ist: 


2 = D(Q, =SS2, -A4Q,dady 
> min D(w) unter den Bedingungen [fw Q,drdy=0 (i=1,...,n—1), 
B 


ffw*dedy—=1, od ae 





zufolge der Maximum-Minimumeigenschaft; 


> min D(w) unterden Bedingungen f fw 2,drdy=0 (i=1,...,n—1), 
B 


ffw*dedy=1, w|*— (4 w+ ace “)\" =0, 


nach Anwendung des Ersetzungslemmas; 


= D(8,) = —»-| (Fe) 
R 








=|h|-{ (2) de +h, 
R 


und da (52) besteht, folgt hieraus, daB das Konturintegral gegeniiber [; 
asymptotisch belanglos ist, w. z. b. w. 

Zum SchluB dieses Abschnittes bemerken wir noch, daB alle Sitze 
iiber Eigenfunktionen und -werte, die im selbstadjungierten Falle aus der 
Maximum-Minimumeigenschaft gefolgert worden sind, auch fiir allgemeine 
elliptische Probleme (4) gelten, und aus der gleichen Eigenschaft auf dem- 
selben Wege abgeleitet werden kénnen. Wir erwahnen hier nur eine Er- 
weiterung eines Satzes von Herrn Courant, die besagt, dap jede der n-ten 
Eigenfunktionen u,,v, von (4) durch thre Nullinien das Gebiet B in 


*) D. h. der Quotient der beiden GréBen mit k-+ » gegen Null strebt. 
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nicht mehr ale n Teilgebiete teilt**), SchlieBlich kann man beziiglich der 
Nullinien ‘aus den Gleichungen (4) direkt die folgende Tatsache ablesen: 

Ist G ein von Nullinien von v berandetes Teilgebiet von B und 
innerhalb desselben: a) v>0 und cu>0, so kann u innerhalb G als 
Extrema nur Mazima haben; b) v <0 und cu <0, so kann » innerhalb 
G nur Minima als Extrema haben. Das Entsprechende gilt mit Ver- 
tauschung von uw und »v. 


GieBen, Mathematisches Seminar, den 12. Marz 1925. 


*1) Géttinger Nachrichten 1923. 


(Eingegangen am 14, 3. 1925.) 

















Zur Theorie der unendlichen Differentialsysteme. 


Von 


Aurel Wintner in Budapest. 


Von H. v. Koch’) ist versucht worden, die Cauchysche Majoranten- 
Methode auf unendliche Systeme zu iibertragen. Seine Resultate sind aber 
(wenigstens a priori) illusorisch. Er beweist namlich zwar die Konvergenz 
der Potenzreihen, durch welche das Differentialsystem formal befriedigt 
wird, hingegen zeigt er nicht, da8 die Potenzreihen, auf Grund der Voraus- 
setzungen iiber die Wifferentialquotienten, in die Differentialquotienten 
eingesetzt werden kénnen. Es ist wohlbekannt*), daB dieser Umstand, ¢. h. 
die Nichtabschatzung der Lésungen, zu paradoxen Resultaten fiihren kann. 


Diese Schwierigkeit 148+ sich durch Anwendung der Methode der 
schrittweisen Annaherungen vermeiden, und es ist auch nicht schwer, 
dieses Verfahren oder andere reelle Verfahren heranzuziehen. Dann verliert 
man aber die Vorteile, welche aus den formalen Eigenschaften der Potenz- 
reihen entspringen. Nun ist die Methode von Herrn E. Lindeléf*) die 
Anpassung der Methode der schrittweisen Anniherungen an die formalen 
Eigenschaften der Potenzreihen; es liegt also nahe, diese Methode auf 
unendliche Systeme zu iibertragen. . 


« * 
* 


Unter einer Potenzreihe ®(z,,z,,...,2,,...} von unendlich vielen 
Veranderlichen versteht man formal einen Ausdruck, der in der Gestalt 
> m, geschrieben werden kann, wobei m, ein Monom von endlich vielen 
E=0 


z, bedeutet; ist m,-+-m, ein Monom und k</l, so sei m,=0. Eine 
Potenzreihe hat also nur abzalibar viele Glieder und kann nach Formen 
wachsenden Grades von unendlich vielen Veranderlichen geordnet werden. 


*) Stockh. Ofv. 56 (1899), S.395—411. 
*) Vgl. z. B. Poincaré, Bull. Soc. Math. de France 14 (1886), 8.77. 
*) Bull. de Darboux (2) 28 (1899), S. 68—75. 
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Es bedeute ® diejenige Potenzreihe, welche aus ® entsteht, wenn 
die Koeffizienten von ® durch ihre absoluten Betriige ersetzt werden; 
® ist also die beste Majorante von ®. 


Ist im Punkte 
(1) z, = °2, (n=1,2,...) 


die Reihe > m, absolut konvergent, so la8t sich mittels dieser Reihe 
k=0 . . . 

dem Symbol @(°z,,°z,,..-,°z,,---) eime Zahl eindeutig zuordnen. Ich 
werde dann sagen, daB ® im Punkte (1) absolut konvergiert. 

Ist jedes z, eine Potenzreihe der Veranderlichen ¢,; ¢,..., ¢,,... 
(2) ee 8 ae ee ee (n=1,2,...), 
so ist ® auch in den Verinderlichen ¢, eine Potenzreihe: es sei 
(C,, Cg, -++>Sr9--+-) diese transformierte Potenzreihe. 

Sind alle Potenzreihen (2) im Punkte 
(3) C, = °C, (»=1,2,...) 
absolut konvergent und ist ® nicht nur im Punkte (1), sondern auch im 
Punkte 
(4) 2 =F, (|°Cs|, [Cals --- |r|, ---) (m= 1, 2,...) 


absolut konvergent, so ist Y im Punkte (3) absolut konvergent, und die 
beiden Zahlen ®(°z,, °z,,...,°2,,-+-), P(,, Ca,--+, °C,,...) sind ein- 
ander gleich. 


* * 
- 


Im ersten Teile dieser Arbeit wird u. a. der folgende Satz bewiesen‘): 
Ist {f,(23; ¥,,Y_,---)} eime solche Folge von Potenzreihen, daB 
f,(a; 6, b,...) <M, wo a>0,b>0, M>0, so besitzt das System 
d , 
Gi=h — (4e(#))eno= 0 (§=1,2,...) 
im Kreise 2| < min (a, =) eine und nur eine regulare Lésung {y,(x)}; 
es gilt die Abschitzung: | 9,(x)|< 6, wenn |z|< min (a, +). 
Der zweite Teil der Arbeit enthalt eine Verschirfung dieses Satzes 
fiir eine gewisse Klasse von Differentialsystemen. In diese Klasse gehéren 


z. B. die linearen Differentialsysteme, und aus dem verschirften Satze folgt 
eine Verallgemeinerung eines klassischen Satzes von L. Fuchs. Im ein- 


*) Eine Anwendung auf die Theorie der galaktischen Modelle siehe in Astr. Nachr. 
228 (1924), S.99—102 
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fachsten Falle (konstante Koeffizienten) lautet der verallgemeinerte Fuchs- 
sche Satz: 


Ist®) y,(0)=O(1) und 3'|¢|—O(1), so definiert das System 
=0 


dy. * : ; 
Tot Sates (Meo (0) ($= 1,8.) 
=1 


ganze Funktionen y,(x), welche in jedem beschrinkten Gebiete gleich- 
maBig beschrankt sind. 

Es ist also erlaubt, da8 alle Differentialquotienten von derselben 
GréBenordnung sind, und es wird keine gemeinsame Majorante fiir die f, 
vorausgesetzt. Es handelt sich also um andere Bedingungen als bei v. Koch, 
und die Methode von Herrn L. Fejér*) wire zum Beweise dieser Siatze 
nicht brauchbar. 

Die Untersuchung liegt in der Richtung der WeierstraBschen Funk- 
tionentheorie; denn bei den unendlichen Differentialsystemen hat das Ver- 
halten der Lésung mit der Singularitaét der einzelnen Differentialquotienten 
nichts zu tun, die Regularitét der letzteren ist vielmehr durch die absolut 
gleichmaBige Beschranktheit ihrer Potenzentwicklungen zu ersetzen. 

Der dritte Teil der Arbeit bringt ein Beispiel zu diesem Ubertragungs- 
prinzip; es handelt sich um einen Satz von H. Poincaré’) iiber die In- 
varianten linearer Differentialsysteme. 


I. Existenzsatz. 
Es sei das Differentialsystem 


dy, ee : 
(1) Fa Fi Yas Yor ++ 29 Yur oes a RS (¢ == 1, 2, ...) 


mit den Anfangsbedingungen 
(2) (9g(@s Ey, Sar - +s Sys +++) peg = 0 (¢=1,2,...) 


vorgelegt; f, ist eine Potenzreihe, ¢, ist ein Parameter. Wir setzen voraus, 
daB es positive Zahlen 


(3) &; a; bn; Aes M 
gibt, fiir welche 


(4a) F,(a; b,, by, ...3 Ay, ayy ---) SM, (¢=1,2,...) 


®) Die Landauschen Symbole sind immer so zu verstehen, daB die Abschatzung 
nicht nur fiir fast alle, sondern fiir alle Werte des Stellenzeigers gilt. 

*) C. R. 148 (1906), S, 957—959. 
*) Acta Math. 4 (1884), S. 212. 
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mit 

(4b) asa (¢=1,2,...) 
gilt. Nach (4a) sind die f, in jedem Punkte der Menge 


(5) |el<a; |y|Sb, (m—=1,2,...)5 fe] Sd (R=1,2,...) 
absolut konvergent. 


Wir behaupten, daB (1) und (2) eine und nur eine Potenzreihen- 
lésung 


(6) Y= 9: (25 Es Ses --+) (§=1,2,...) 
besitzen, wenn die Voraussetzung 

(7) jz|<SB; |&l<a (e=1,2,...) 
mit 

(8) 6 = min(a, «) 

(welche wir ein fiir allemal voraussetzen wollen) erfiillt ist, und da8 ferner 
(9) lm <b, (¢=1,2,...) 
also auch 9,;(f; 4,,4,,...)<b,, @ fortiori 

(10) lv | 34, (¢=1,2,...). 


(5) folgt also aus (7), wenn {y;} die Lésung bedeutet. 

Beweis. Ist D=@(z;é,&,,...), 80 bedeute (P)y..¥,.¥,,... Ue 
jenige Potenzreihe, welche aus ® entsteht, wenn man nur diejenigen 
Glieder von ® behilt, die in x héchstens vom N,-ten, in é, héchstens 
vom N,-ten, in &, héchstens vom N,-ten, ... Grade sind. 

Wir stellen uns vor, da6 wir die y, schon bestimmt haben, und setzen 


857.,.¥, Nao. = (Yel, Wy. Mev ene” 
Dann haben wir nach (1), formal gerechnet: 


d é 
& 
dz No+1,N,,Ns,.-- 


= [f,(%; 8N,, My, Mayon? 8H, Ny, Nar ess? weed Gye Gye >) ae ee 


woraus nach (2) folgt 
(11) at 


No+1,N;, No... 


= STA (2; 86, Nas Mareen? 8M, Wyy Woy one? °*°3 $19 Sg +*+)Iy, wr, ary, 0 O%> 
0 
also fiir N,—0 nach (2): 
(12) 8§ yw... = = (h(0; 0, 0, ...5 8, bar -- Now. m,,... 
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Wir betrachten nun (12) als eine Definition. Die Koeffizienten der 
sind dann > 0, und es ist nach (12), (4a), (7), (8) 


18}, w,.Ny,...| SPM, 
woraus sich nach (4b) und (8) ergibt 
(13) | sf N,, Ns,- 1S ,. 


Nun setzen wir voraus, da8 wir alle diejenigen s, welche zu einem 
festen N, gehéren, schon bestimmt und dabei gefunden haben, da ihre 
Koeffizienten > 0 sind und daB die Abschatzung 


‘ 
$1, N,, Nas. 


l85,.m,.¥,...1 2% 
gilt, falls die Voraussetzung (7) orfill ist, daB also auch 
(14) | 84, My, Ma, on. (3 Es Fy» --+)| S 85, y,. Ms... jz]; ‘ ls |} Gals »-+) 
S 85, w,,m,,... (Bs Ay 4 ae) SS, 


Dann kénnen wir nach (4a) und, da die Koeffizienten der f, >0 
sind, die s, welche zum festen N, gehéren, in (11) einsetzen, die rechte 
Seite von (11) nach Potenzen von 2; é,, &,,... ordnen und die s, welche 
zu N,+1 gehéren, durch (11) pony Die rae der letzteren 
sind dann >0, und wir haben nach (11), (14), (4a), (7), (8) 


| #ha.m, a, | SBLG(Bs 6» teas qe 


also nach (8), (4b) 
SeM,Sb,. 

Wir kénnen also alle s als definiert betrachten; (14) gilt allgemein, 
und alle Koeffizienten sind > 0. 

Ist ® = D(z; &,, &,...), so bedeute {D}y,, y,, w,,... dasjenige Glied 
von ®, welches in z vom N,-ten, in &, vom N,-ten, in &, vom N,-ten, ... 
Grade ist. 

Stellen wir uns vor, daB wir die y,; schon bestimmt haben, so ist 
nach (1), formal gerechnet: 


d a 
dz {y;}y,+1, Bo» Bes 00 ™ {f,}y,. i ae 


woraus nach (2) 


(15) {y;}w.+1,.¥,.¥,... = S thby.. N,, Ny,...42. 


Da die Rekursionsformeln (11) und (15) offenbar Aquivalent sind, 
und da nach (15) die Glieder sich einzeln berechnen lassen, so kénnen 
wir behaupten, daB diejenigen s, welche zu einem festen ¢ gehéren, die 
Teilsummen einer und derselben Potenzreihe sind. Ist y, diese Potenz- 
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reihe, so folgt ihre absolute Konvergenz aus (14); (9) folgt aus (14), 
(1) und (2) folgen aus (15). 
DaB es nur eine Potenzreihenlésung gibt, folgt ebenfalls aus (15). 
Der Satz bleibt offenbar besteheu, wenn statt (1) 


, d ‘ 
(1) qe fh (¢ = 1, 2, ...) 
gesetzt wird. 


Il. Die Folge {f,} ist ganz. 


Im einfachsten Falle Jautet unser Satz: 
Ist 


f= f (23 41> Yq +++) (¢=1,2,...), 
f,(a; 6,b,...) SM (¢=1,2,...), 


a>0, b>0, M>0O, 
so besitzt das System 


und ist 


(1) ou 4; y,(0)=0 (¢<54,®, . +2) 
im Kreise 
(2) |x| < f= min (a, 5) 


eine und nur eine regulare Lésung; sie ist von der Beschaffenheit, da8 
im Kreise (2) 
(3) 1% (%)| SH (\z|) So. 

_ M bedeute immer die obere Grenze der entsprechenden Folge 
{f,(a; b, b, ...)}. 


Ich sage, daB {f;} ganz ist fiir |2| <a, wenn zu einem jeden posi- 
tiven 6 eine solche Zahl M(b) gehért, daB 


f,(a; 6, b,...) << M(b) (¢=1,2,...). 
(Nach unserer Festsetzung bedeutet M(b) die obere Grenze von 


{f,(a; 6, b, ...)}). 

Die obere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir welche {/,} ganz ist fiir 
|x| <a, soll als der Regularitdtsradius von {f;} bezeichnet werden. — 
Ist die Zahlenfolge {°y,} beschrinkt, so wird der Regularitatsradius durch 
die Substitution »; = °y,-+ y, nicht geandert. 

Wir setzen voraus, daB die Folge {f,} von (1) ganz ist fiir |z|<a. 

Es sei M, = M(1), 


(4) 6, = min (a, w)’ 
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Dann sind die y;(z) im Kreise 


(5) |x| <8, 
regular, und es ist hier 
(6) ly(z)|S1. 


Ist a < x d. h. nach (4) 6, =a, so kann natiirlich die Schranke (5) 


nicht verbessert werden. Wir setzen voraus, daB 





(7) a>y ah. B= 3r- 
Es sei 
(8) O<e<1 und « fest, 
(9) 0<p~<2a und ¢ fest, 
(10) 0 = *7* exp (p=), 
(11) 6, = y,(#), 
also nach (6) 
(12) |O,|)<1. 
(1) wird durch die Substitution 
(13) f=2—-9; 4=9,— 9, (¢=1,2,...) 
in 
(14) MM G.e,93 (0) =0 (¢=1,2,...) 


transformiert, wobei 


(15) G2e= GH. 0, 9 (§3 Nis Nes -- j= f(x — 0; i? 0,, ¥, — 9,,.-- ). 
Mit Riicksicht auf (12) kann die vorige Bemerkung iiber die In- 
varianz des Regularitatsradius angewendet werden; {g;.,,,} ist ganz fiir 


(16) §| <a—*7*(>0, nach (7), (8)), 


da aus (9), (10), (13) und (16) folgt, daB 


|x| =|€+0|<[é|/+|8| <a- at ee 


Es gibt also eine Zahl M,..,,, fiir welche gilt 











Ie9(a— ABs 1.) SMe (F=1,2,-.-). 


M,,.,, sei so gewahlt, daB diese Abschitzung nicht verschirft werden 
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kann. Dann bleiben die M;,,,,. offenbar unter einer von m unabhangigen 
Schranke. Sei M,, die obere Grenze der Zahlenmenge 








M2, «, ¢ (0<p<2za). 
Wir haben 
(17) Is, «. 9 ( — Afi...) SMe (i==1,2,...3 OS p<2a). 
Setzen wir 
(18) Bo, = min ( — i u;) 
so sind nach unserem Satze die ,(2) von (14) im Kreise 
(19) |&| < po, 
regular und es ist 
(20) ln(€)|S1, wenn |&|<fy,.. 


Nun ist in der Umgebung des Punktes § = 0 (d. h. des Punktes z = #) 
n(€)=y,(z— 9%), 
da sonst (1) in der Umgebung dieses Punktes zwei verschiedene regulire 
Lésungen hitte. y;(xz) ist also nach (5), (19) regular, wenn 
|| =|E+9| S|] +|0|<he ty 
also, nach (7), wenn 


(21) || <i + Aa,e— 973 
es ist weiter nach (12), (13), (20) im Kreise (21) 
(22) ly(*)| $2. 
Es sei M, die obere Grenze der Zahlenmenge 
M,. (0<e<1). 
Aus (12) folgt unmittelbar, daB M, << + oo. — Setzen wir 
(18’) 6, = min (a-y. var 


so ergibt sich aus (18) und (21) durch Grenziibergang, daB die y;(x) im 
Kreisgebiete 
(21’) \t|< fp, +B, (>A) 
regular sind, und da® hier die Abschitzung (22) giiltig ist. 

Ist £, + 8, <a, so kénnen wir die vorige SchluBweise wiederholen; 
es ist nur an die Stelle von (5), (6) bzw. (21’), (22) zu setzen. 

So bekommen wir entweder in unendlich vielen Schritten ein Kreisgebiet 


jal< Dy 8, Sa oder in endlichen Schritten das Kreisgebiet |x| <a; {y,(2)} 
a=1 
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ist in jedem Kreise |x| < 3'8,— 6 baw. |x| < a—4(d > 0) gleichmabig 
n=1 
N 
beschriankt. — Wir haben es mit dem zweiten Falle zu tun, wenn 5», 
1 


mit N so wiichst, daB >’ £, divergiert. 
1 


* * 
* 


Ist z. B. 


f= Co(2) + Sej,(2)v» 
(28) = (§=1,2,...;n=0,1,2,...) 
cin (2) = S cin 2” ’ 
80 ist ss 
f,(a; b, b,. -)= Sle |a "+o Z| ef? | a"; 
{7.(a; 6, b,...)} und 
me) { 5 5 \cit\a"} 


v=0 £=0 


sind also zugleich beschrinkt. Da (24) von b unabhiangig ist, so ist {/,} 
dann und nur dann ganz fiir |x| <a, wenn 


(25) > Sle?\a"=0(1). 


v=0 k=0 


Der Regularitiatsradius 9 ist die obere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir 
welche die Bedingung (25) erfiillt ist. — Sb, ist jetzt divergent (vgl. den 
folgenden Abschnitt ), woraus folgt: 

Satz von Fuchs. {9,(0 — 4)} (0<6< 0) ist beschrankt; der ge- 
meinsame Konvergenzradius der Potenzrethen y;(x) ist nicht kleiner als 
der Regularitatsradius von { f;}. 

Ist in (23) cf =o, wenn » >0, so geht (24) in 


(24’) { S |i |} 


iiber; a geht in (24’) nicht ein. Ist also 


(25°) » | ce | = O(1), 


k=0 


so sind die y;(z) ganze Funktionen, die in jedem beschrankten Gebiete 
gleichmaBig beschrankt sind. 
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Il. Uber lineare Differentialsysteme. 
Wir betrachten das System 


(1) ou Ls (gel ts.€, > Ger >>) pag =O (¢=1,2,...) 
mit 
(2) fy = f( 23 Yy> Yar +> 5 Gos Gee o 0s) 


= Cio(2; &,, &,-- +S ein (# €,, es ++) %- 
a> 0 sei fest. 
Wir setzen voraus, dab 


(3) 34, (a; 8, R,...)SM(R)<+co (0SR<+e0; i=1,2,...), 
n=0 
d.h. daB 
{ 2 fin(5 Fx» Ea» ---)} 
n=0 
ganz ist fiir |z|< a. Wir werden beweisen, daB 


' {y,(23 &,, Gs ---)} 
ganz ist fiir |x|<a. 
Sei zunachst auch R fest. 


Aus (2), (3) folgt 


(4) f(a; 1,1,...; R, R,...) SS M(R) (§ = 1,2,...); 
setzen wir also 
. 1 
(5) 6, = min (a, wie) 
so gibt es nach dem Existenzsatze eine im Bereiche 
(6) lz} Sh; || SR (k= 1, 2,...), 
absolut konvergente Potenzreihenlésung; fiir diese gilt in (6) 
(7) \¥;|Q1. 





Ist a<y B’ d.h. nach (5) £,=—a, und ist das wahr fiir ein 


jedes R, so sind wir fertig; es sei also 


1 

| (8) > ack A= WK’ 
Es sei 

(9) 0<e<l, 
(10) 0<<2z, 
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(11) = sap exp(p V—1), 
(12) 6;= 9;(9), 
als nach (7) 
(13) |O,|<1. 
(1) wird durch die Substitution 
(14) Eé=2z—?P; "1, = 9; — 9; 
in 
(15) oy = Gere; (513 Eg, Ses 


transformiert, vail 


(16) Fiey = |e wo(E + 9; € | A 


Ist 
(17) | 
so haben wir nach (3), (13) 


irr 


= Fn (El + 1A; 


also nach ( ), (16) 
l—e 


(18) Gi,2,¢ (a — ai | i es 


(Aus (10), (11), (17) folgt namlich 
(19) |z| = |F+0|/ S| F|+|9| 


Ist also 


(20) Be,. = min (a — 


so existieren die 7; im Bereiche 


(21) |§| Spe, 


und es ist hier 


|Sa 


-))-<0=9 


) + 3B 0,645 (E+ 95 bys bas. 


so SB e,,(€ +9; 54, Sas-- 
n=t 


1— 
MR) 


(> 


\— 


R,R,...)<M(R), 


Sa- wh, + uTR) = 


Rep 
M(R)’ 2M(R) 


>; |&lgRk 


(22) \y;! <1. 


Es sei N eine beliebige Zahl. 


Ey4i, 
sollen bzw. in den Kreisen 


lEv+a| SR, 


folgendermaBen festgelegt sein: 


£ ain 
SN+1 > SN+1> 


Die Parameter 


Rs s'siis 


|Ex+a| s R, ee 


R,R,...) $2M(R 


l—e 


), 


€xs2 = Evie, .... 


Ai ike 


0, nach (8), (9)), 
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Betrachten wir statt (15) das folgende System mit N Parametern: 
dni » 9X) y(W) -E & &_,%% 0g ) 

HE Hin (FM >" ae-% Tae 2? °°* Sy? Syay? N+22°**/ 

(ni (é; § ee i "Ean “Exser>> eng = 9 (¢ =1,2,...). 


Die »{*) existieren im Bereiche 


(28) 


(24) 1€| S Bas || SR, | SR,..., Ev] SR, 
und es ist hier 
(25) In| <1. 

Aus dem Beweise des Existenzsatzes geht hervor, daB 
(26) mi(€; G1, S2, «+ +5 Ew, Ear, Ese, - +) 


= ni (&; és §,, ee ry , aa . Pr ee -). 
Andererseits ist wegen des Eindeutigkeitssatzes 
(27) Yi (2; 1, &a, .. +> Ev, “Exar, Ewse, ---) 
= ($5 b1, G2, -- +5 Ew, Ewsrs Ewess - +): 
n\™ (in (26)) ist also eine unmittelbare analytische Fortsetzung von y; 
(in (27)). 
So kénnen wir auf Grund von (7), (13), (14), (25) behaupten, da8 
(28) | ye (a; &, és, ae. éy, °Eva1, "Evie, ee -)| < 2, 


solange die Voraussetzungen (6), (21) zugleich erfiillt sind, d. h. nach (8), 
(14), solange 


' 1 
(29) || S arcRy + Pee. 
Es ist auch 
(28°) | He (x; &, &o, erry Ey, "Ens, Evie, ee .)| < 2. 
Um (28’) zu beweisen, geniigt es, statt (1) 
, dy, 
(1’) = fy 


zu betrachten und dabei in (10) y =0 zu setzen. 
Da N beliebig gro8 sein kann und da jedes Glied einer Potenzreihe 
nur endlichviele Veranderliche enthalt, so folgt aus (28’) 


(30) |9,(%; &,,&,---)| G2. 
Durch den Grenziibergang «—-( wird aus (20), (30), (29) bzw. 
(20’) 6, = min (a 





1 1 ) 
~ MCR)’ 2M(R)/’ 
’ oa 1 
(30’) Wi: (sarcmy + Boi R, R,...) <2, 
(29°) entweder |x|<a, oder |z|< (1+) 1 


M(R)° 
36* 
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Im zweiten Falle kénnen wir durch Wiederholung der vorigen SchluBweise 
beweisen, daB 

(31) {9,(2; R, R,...)} 


entweder im Kreise |x| < a, oder im Kreise jz] <(1+5 +4) ; 


M(R) 

beschrinkt ist usw. Wegen Zz 2 =-+oco ersehen wir in endlichvielen 
1 

Schritten, daB (31) im Kreise |z| < a beschrankt ist (vgl. (3), wobei das 

Gleichheitszeichen erlaubt ist!). 


Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen, da R beliebig groB 
sein kann. 


Man sieht, daB die Siatze von Poincaré im wesentlichen auf der 
festen Lage der Singularititen beruhen. 


(Eingegangen am 3. 3. 1925.) 
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Introduction. 


The operational caleulus*) owes its inception to Leibniz, who was 
struck by the resemblance between the formula for the n-fold differen- 
tiation of a product and the formula for the n™ power of a sum. 
Lagrange carried this analogy further, and set up a regular algorithm in 
which the differential operator plays the part of a sort of hypercomplex 
unit. It is to him, for example, that we owe the symbolic formula 


a 
f(a +h)=— (es) (7(2)). 
This operational calculus was further developed by many mathematicians, 
including Laplace, and more especially Boole, who employed it effectively 





1) For a thorough historical account of the earlier phases of this subject, see 
8. Pincherle, Funktionaloperationen und -gleichungen, Enc. Math. Wiss. IIA 11, or 
Equations et opérations fonctionnelles, Encyclopédie des sciences mathématiques 
pures et appliquées, tome II, vol. 5, fascicule 1. 
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in the well-known theory of the linear differential equation with constant 
coefficients. Other names which deserve particular mention in connection 
with the history of the theory are those of Arbogast and Oltramare. 

The earlier work on the subject is of a purely formal character. The 
developments obtained are often of the nature of series, but there is little 
or no attempt to investigate their convergence. The fundamental notion 
of operator is but ill defined. For example, in the equation of Lagrange 
just cited, the operation on the left-hand side is applicable to any well- 
defined function whatever, while that on the right-hand side demands 
that f(a) be analytic over a region bounded by two parallels to the axis 
of reals. 

In recent years, the operational calculus has experienced a growth 
in two somewhat antithetical directions. On the one hand, we have the 
work of the rigorists, who start with a clear definition of an operator 
and of equations between operators. Chief among these are Pincherle*), 
who considers his operators as transformations which change power series 
into power series, and Volterra*), whose operators are first, such integral 
transformations as 


Sr(e) P(E —a)dé, 
0 


and secondarily, such transformations as may be obtained by compounding 
these transformations with the inverse of a transformation such as 


tatin | r(§)(€— 2)" a8. 


On the other hand, we have the practical application of operational 
methods by O. Heaviside‘) to the solution of the partial differential equa- 
tions of the electric circuit. These two developments have not met. The 
brilliant work of Heaviside is purely heuristic, devoid even of the pre- 
tense to mathematical rigor. Its operators apply to electric voltages and 
currents, which may be discontinuous and certainly need not be analytic. 
For example, the favorite corpus vile on which he tries out his operators 
is a function which vanishes to the left of the origin and is 1 to the 
right. This excludes any direct application of the methods of Pincherle. 
On the other hand, he makes much use of expansions of operators in in- 


*) S. Pincherle, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 4, 1 (1895), p. 142; Math. 
Annalen 49 (1897), p. 349. 

*) V. Volterra, Lecons sur les fonctions de lignes, Paris, Gauthier-Villars (1913); 
Functions of Composition, The Rice Institute Pamphlet 7, N° 4, October 1920. 

*) O. Heaviside, On Operators in Physical Mathematics, Roy. Soc. Proc. 52 (1893), 
p. 504; 54 (1893), p. 105. 
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finite series of powers of d/dt, leading to asymptotic series of much value 
for computation. Such series are not treated by Volterra, whose method 
is indeed at its best in treating operators of what we may call the in- 
tegral type. 

Although Heaviside’s developments have not been justified by the 
present state of the purely mathematical theory of operators, there is a 
great deal of what we may call experimental evidence of their validity, 
and they are very valuable to the electrical engineer. There are cases, 
however, where they lead to ambiguous or contradictory results. It has 
hence become important to put them on a sound mathematical basis or 
failing that, to establish heuristically criteria for the avoidance of contra- 
diction. V. Bush®) has given a set of formal criteria of this type, while 
Carson*) has developed a theory of the Volterra type from the standpoint 
of the engineer, and has amplified it by a somewhat indirect justification 
of Heaviside’s asymptotic series. It is here necessary to refer also to the 
work of Fry’), Berg*), and Bromwich *). 

Nevertheless, a thoroughly satisfactory foundation for the Heaviside 
theory does not as yet exist. Carson’®) himself says that his deduction 
of the asymptotic expansions ‘entirely lacks the extraordinary simplicity 
and directness of the Heaviside solution’. Moreover, he establishes his 
asymptotic solution separately in each individual] case, and does not make 
it the central feature of a general theory. The problem of obtaining a 
rigorous interpretation of Heaviside’s theory which shall modify the form 
of his developments as little as possible is therefore still open**). 





5) V. Bush, Note on Operational Calculus, Journ. Math. Phys. Massachusetts 
Institute of Technology 3 (1924), pp. 95—107. 

*) J. R. Carson, Theory of the Transient Oscillations of Electrical Networks and 
Transmission Systems, Proc. Amer. Inst. Elec. Engineers 1919, pp. 345—427; The 
Heaviside Operational Calculus, The Bell System Technical Journal, November, 1922, 
pp. 1—18. 

*) T. C. Fry, The Application of Modern Theories of Integration to the Solution 
of Differential Equations, Annals of Mathematics 22 (1920/21), pp. 182—211. 

*) E. G. Berg, Heaviside’s Operators in Engineering and Physics, Journ. Franklin 
Institute 198 (1924), pp. 647—702. 

*) T. J. 'A. Bromwich, Normal Coordinates in Dynamical Systems, Proc. Lond. 
Math. Soc. 15 (1916), pp. 401—445. 

) Loc, cit. p. 409. 

4) A justification of the method of Carson’s second paper which is at once 
general in standpoint and rigorous is contained in a paper by Gronwall and Carson, 
to appear shortly in the Bull. Amer. Math. Soc. The precise conditions of validity 
of the methods there developed are in some respects more general, in others less general, 
than those of the present paper. Cf. also J. R. Carson, Electric Circuit Theory and the 
Operational Caiculus, The Bell System Technical Journal, October, 1925, pp. 685—763. 
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There are several paths which seem to lead to this goal. Besides 
the Volterra theory of permutable kernels and the Pincherle theory of 
transformations of power series, the Laplace transformation’*) and the 
Fourier integral appear to be promising tools. Like the theory of Pincherle, 
however, the theory of the Laplace transformation is directly applicable 
only to analytic functions. The Fourier integral, which may be regarded 
as derived from a complex form of the Laplace transformation, is not 
open to this objection. On the other hand, the functions to which the 
classical form of the Fourier integral applies are subject to very severe 
restrictions as to their behavior at infinity. These restrictions are far more 
severe than those to which Heaviside subjects the functions to which he 
applies his methods. We must therefore generalize the Fourier integral. 
This has been done in part by Fry in the paper already cited and in 
part by the author**). It is done to a still wider extent in the first 
section of the present paper. 

When applied to the function e**‘, the operator f(d/dt) is equivalent 
to the multiplier f(ni). The result of applying a given operator to a 
given Fourier integral may naturally be conceived, then, as the multipli- 
cation of each e*** term in the integral by a multiplier depending only 
on n. That is, the operator d/dt has no particular location in the com- 
plex plane, but ranges up and down the entire axis of imaginaries. It 
is thus too much to expect in general that any particular series expansion 
or other analytic representation of f should make f(d/dt) converge when 
applied to a purely arbitrary function. In the present paper, the device 
is adopted of dissecting a function into a finite or infinite number of 
ranges of frequency, and of applying to each range the particular expan- 
sion of an operator yielding results convergent over that range. 

It is by this method of dissection that Heaviside’s asymptotic series 
are justified. If we apply an operator of a certain specified type to a 
function f of a certain specified type, we obtain a function g with a 
behavior at infinity essentially the same as that of the function g, ob- 
tained by applying our operator to the function f, which consists, in 
essence, of the components of f with frequencies within a certain restricted 
range. Thus if the operator is representable in a convergent series expan- 
sion, when applied to functions containing only frequencies withen the 
given range, we get an asymptotic expansion of g, (zx). 

12) Cf. Probleme aus der Theorie der Wiarmeleitung. Erste Mitteilung. F. Bernstein 
u. G. Doetsch. Zweite Mitteilung. G. Doetsch. Math. Zeitschr. 22 (1925), pp. 284—306. 

%) N. Wiener, On the Representation of Functions by Trigonometrical Integrals, 
to appear in the Math. Zeitschrift; The Solution of a Difference Equation by Trigono- 


metrical Integrals, Journ. Math. Phys. Massathusetts Institute of Technology, 4 (1925), 
pp. 153-164. 
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It may be said in passing that many of the apparent contradictions 
found by the electrical engineer in the work of Heaviside are due to a 
misunderstanding of the nature of an asymptotic expansion. Thus the 
asymptotic expansion of 0 for positive values of ¢ is also an asymptotic 
expansion for e~'. There is, however, another point where the theory of 
Heaviside falls into real contradictions. Both the Volterra theory of per- 
mutable kernels and the operational calculus here developed are in essence 
methods of determining the arbitrary constants in the solution of a linear 
differential equation of constant coefficients. In the operational calculus 
to which the Volterra theory leads, these are so determined that the result 
of applying an operator to a function vanishing to the left of a given 
point itself vanishes to the left of that point. In my theory, on the other 
hand, the result of applying an operator to a function behaving algebra- 
ically at + co must itself behave algebraically — or at least, must not 
become exponentially infinite — at + co. These requirements may be in 
conflict. For example, the general solution of the differential equation 


—u=(t), 
where 
y(t)=0 [t< 0]; 
p(t)=1 [t>0] 


u=p(t)[@é—1]+cé. 
The solution corresponding to an operational calculus of the Volterra- 


Carson type is 
y(t) (é —1), 


whereas the solution corresponding to an operational calculus of my type is 
yp (t)[e*— 1] —e*. 

Now, Heaviside’s expansions in negative powers of d/dx correspond to 

an operational calculus of the Volterra-Carson type, while his expansions 

in positive powers of d/dx correspond to a theory such as that developed 

in the present paper. It is thus possible by following out his methods to 

make very real errors. 

There is a large class of cases, however, where the determination of 
the constants of integration of a differential equation in accordance with 
the Volterra theory and that here developed are in complete harmony. 
In these cases, the operators of my theory depend only on the past of 
the functions to which they apply. I call such operators retrospective. 
Tn an electrical problem, all operators arising from a system with only 
positive resistances and leakages will be retrospective. All other operators 
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correspond to electrical systems where there is at some point an unlimited 
input of energy and hence correspond only to such exceptional conditions 
as thermionic valves. 

Our operators f(d/dt) need special treatment in the case where they 
possess poles or branch-points on the axis of imaginaries, as well as when 
their behavior at infinity is too complicated. We shall discuss this, and 
shall investigate the degree of indeterminateness caused in the problem 
of inverting an operator by such singularities. We shall here confine our- 
selves to the simplest cases. 

We shall finally investigate the application of our operators to the 
solution of partial differential equations. 


1. The Trigonometric Expansion of a Function of Finite Order 
at Infinity. 


Let f(a) be a function which is summable and of summable square 
over every finite range, and let there be numbers A and & such that 


f(z) <A’ 


for every x of sufficient positive or negative magnitude. In general, 
f(z) will not possess a Fourier integral expansion. There is nevertheless a 
type of extended Fourier integral by which f(z) may be represented. 
To establish this, we shall have need of a certain set of auxiliary 
functions. Let ®(u) be a function which is defined over the interval (0, 1), 
which has at every point derivatives of all orders, which vanishes at 1 
and equals 1 at 0, and which has its derivatives of every — vanish 


at 0 and at 1. We may, for example, put ®(w) fi ‘ Halle Ege, 
Let ¥(&,4) be defined by the equation 


ae 


Y(é,4) = ——- + = fow) )cos(u+A)Edu. 


I then wish to prove that 


ff(é)¥(E — 2, Aldé 


exists, and converges in the mean to f(x) over any finite range as 4—+ + co. 
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To begin with, 
4. MDa + 1 E— Cmte 


z€ 





‘WE, A) i= |SF+ 


1 
&: 4) @ (u)sin(u+a)edu! 
0 
1 


= J, [ © (u)sin(u+2)édu| 


0 





- I, f0” (w)cos(u + aed 


1 
1 m cos 
= (€) sin (u +2) &du| 


| o™ (u)| du 


on 


s 


= |e" | 


Hence there is a # such that |#| <1, and 


> pe 3 
faz} f f(s) ¥(e—2,i)a8—fle)} 


b 


A 
= fac| f re) ee -2,a)a8 - f@) 


et. ef o** (y) \aut| f + fl tar WV 


A 


b A 
-fael fre §)W(E—2,A)dE—f(x yea) 








<[Vieel frowe &—2,4)dt— f(a)} +. tayvo=a] 


Here <(A) is some quantity depending on A alone, and vanishing as A 
increases without limit. 

We shall therefore have proved the desired convergence in the mean 
if we can show that for all sufficiently large A, 


lim faz\ fre) )W(E—2z, ‘jaz —r(2)} =(). 


A>aa 
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That is, it is enough to prove that if g(x) vanishes for sufficiently large 
values of z, 


tim fax} Foc )¥(¢—2, 2)a2—9(2)} =. 


By hypothesis, we may write 
B 
g(z)=lm. f p(é)et#dé. 
Boo —-B 


in accordance with a theorem of Plancherel**). We shall then have 


F o(n)¥n—2,a)an= F g(2 0) ¥(n, aan 


= ffm m. Svceyete naz] [se +- fo cos(u+a) nau} dy 


ome Jee wae f= os [sets + fo ) cos ( u +i)nau| dy 


fe cateat fe “| frmperanlan, 


—-2 


where 


F,(u) =1; [—asud<ij. 
Fi(u)=@(u—a); [ Agugi+l). 
F,(u)=@(A—u); [—A—-1lgug-—A). 
F, (u) = 0; [|u| >4+1]. 

Therefore, by the theory of the Fourier integral, 
Fone a—2, dan = F o(e) F(a) eae, 


and 
fas{ fowwe-«. ia —g(2)} 
2 B 8 
~ fae|im. J p()[1—F,(e)] ef at| 
ms x f (p(8)(1— Fie] ae 


4) M. Plancherel, Contribution & I’étude de la représentation d’une fonction 
arbitraire par des intégrales définies, Rend. Palermo 30 (294 sem. 1910) pp. 289-385. 
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From this it is easy to conclude that 


lim f ax{ f o(e)¥(e—2,i)a8—o(@)} ait, 


n>e2 -@ 


and hence that 
f,(x)—= J £(e)(§—2, a)de 


converges in the mean to f(x) as 4 becomes infinite. 

It will be noticed that f,(2) may be regarded as consisting of all 
the components of f(x) with period not exceeding 22/1, together with a 
portion of the components of f(z) with period exceeding 224 but not 
2a(4-+1). We have here a method of dividing f(x) into the sum of a 
number of functions, each of wich contains only harmonics restricted to 
a given range. This is the key-note of the theory which follows. 


2. The Definition of a Non-Singular Operator. 


Now let H(u) be a function defined for all pure imaginary values 
of u, and assuming, in general, complex values. It will be natural to 
interpret H(d/dx)¥(&—-2, 2) as 


G(g—2,4)=4 fF (w)H(— iu) em du, 


Accordingly, the natural interpretation of 


H(aldz) { f(g) (8 — 2, ade 
will be 


J r(€)@(€—2, a). 


-@® 


In case H possesses at every point of the closed interval (— Ai —¢, 4¢ + ¢) 
derivatives of all orders, we may show as in the last paragraph that 
G(&— 2, A) is o(x-*) at infinity for any positive k, and that 


f reece — 2, ajae 


will exist for such functions f as we have been considering. We shall have 
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J f(§)[@(E—2, 4) — @( a, 4) as (4244+121) 


~taalt j + a F, (u)— F, (1) A(— in) et aul 
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Therefore, by a ready extension of Plancherel’s theorem on the Fourier 
transform, combined with the Schwarz inequality, 
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It is now easy to show that if for all k, lim H™(v)—0, then given 


write 


any ¢,4 can be chosen so large that for any 4,, we shall have 


3 
dx 





f freee -s, 4,) — G( 


—e ik few, 
J] +Amaxiamont fll f+ Paul f+ fesee 


Ay+1 


<4, Max| H (») rf fon f (He+n)-+fle—m))eosundn| 
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4,+1 
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Ay +1 Py 
+{f al oe HA. Ysinundn} dee 
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Here n is taken to be even. 








P We shall consider » to be chosen so large that 
f(z) = o(2™*?) 


at infinity. I then say that all the integrals in this expression will tend 
to zero with increasing 4. For exemple, we shall have 
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Now, if w(x, 7) is any summable function of summable square, it is easy 
to prove by expanding it in a double Fourier series that 
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Sf cosutdé f w(é, n) cos vundn 
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is a function of summable square over an infinite range of both variables. 
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From this we may conclude that J vanishes with increasing A, inde- 
pendently of 4,. 

The proof goes through in a similar manner for the other cases, 
and the factor 7" in the denominator guarantees that all the infinite 
integrals we obtain from our second integral shall be convergent. Hence 
if H(v) is bounded at infinity and if all its derivatives vanish at infinity, 
we have 


tim f| f 7(g)(G(¢—2, 4) — @(@—2, a)]ae|" de —0, 


and Sia 
L m. f r(@)@(E—2, Ade 
exists. We shall term this H(d/dx) f(x). 
We shall have 


x 


SG,(E— 2, 4,)d 1m. J f(9)G,(n +8, 44) dn 


= lim f f(n)dn S$ G,(E— 2, 4,)@,(n — 8, 4,)de 


22 —-@ 


= lim f t(n)an fF, (uw) F,,(u) HF, (— iu) Hy (— iu)eso-odu 


4-> eo -@ 
= J t(n)an5- a & F;, (u) H, (— iu) H,(— tu) et“(n-*) du, 


where H, and H, are functions everywhere infinitely differentiable, finite 
at infinity, and with all their derivatives finite at infinity, and G, and G, 
bear to them the same relation which G bears to H. If H satisfies this 
condition as to its differentiability and its order at infinity, we shall call 
H(d/dx) a non-singular operator. It is clear that if H,(d/dx) and 
H,(d/dxz) are non-singular, H,(d/dx) H,(djdx) will also be non-singular. 
We have just seen that the result of applying to f(x) first H,(d/dz) 
and then H,(d/dx) is H,(d/dx) H,(d/dx), so that the operational product 
of two non-singular operators is always a non-singular operator. 

A particularly interesting non-singular operator is F,(éd/dz). By 
multiplying this with an arbitrary operator, we obtain that operator as 
applied to a given frequency range. The operator thus obtained may be 
non-singular even when the operatar multiplied with F, (¢d/dz) is singular. 
This is the case, for instance, with the operator d/dz itself. 
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In addition to the non-singular operators, there are other operators 


of the form H(d/dx) which apply to all summable functions bounded 
over every finite region which are of finite order at infinity. For example, 


erdds f, (x) = f; (x + a). 


Hence if we define a*44* f(z) as the limit in the mean of e*4/4* f(z) as 1 
becomes infinite, we have 


esdids f(x) — f(x +a). 


We can similarly be sure of the existence of 


H(d/dx) (x) — 1. m. H(d/dz) f,(2), 


where 


H(d/dx) = e*44*J(djdz), 


while J(d/dz) is non-singular. An example in point is 


eVidide +a) (@/daz+b) 


We shall call such operators non-singular in the generalized sense. 


3. The Analytic Expansion of a Non-Singular Operator. 


Let H(u) be a function analytic within a circle of radius r >1 


about the origin. Let 4<r—1. We shall have 
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We may conclude at once from this that 
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converges uniformly to H(d/dx)¥(&— 2,4) over any range, finite or 
infinite. 
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Again, 
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uniformly in § — x, whatever k may be. 
It resulte that in case f satisfies the conditions which we have laid 


down for it, — ae 
"(0 d 
$729 Lu -a(d) ae 


uniformly over any finite range whatever. That is, in case f contains 
only components of sufficiently low frequency, if we apply to f an ope- 
rator H(d/dx), we may expand this operator in a Maclaurin series. In 
order to show this, it is enough to prove that 
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with a similar theorem for the derivatives of higher order. Now, 
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uniformly in z over any finite range of z. Now, it is easy to show that 
if p,(x) converges uniformly to (2) over some closed range of z, 
while gy; (z) converges uniformly to w(x), then within this range, 


y (x) = (zx). 
Thus 


frog P(E —x,A)dt = f(z). 


In the case where H(u) possesses a Taylor expansion valid within 
acircle of radius r > 1 about the point ia, a precisely similar argument 
will show that if 4<r—1 and 


a-i ati 


g, (2) = 2 f reac fou —a-— u) et¥E-2) dy + f eto du 
—® a-A-1 ent 
a+A+l 
+ | ®(u—a—A)e*E-* du 
+ 


we shall have 
H(z.) 9,(2) = -s Wo) (Z — ia) 94(2) 


uniformly over any finite range of x. 
We shall now consider Taylor expansions about the point at infinity. 
Let H(u) possess such an expansion. We can then put 


1 1 
H(u) = H(c) + (>) K(>), 
where K is analytic in some circle about the origin of radius R~*. Let 
4 be any number greater than R. We shall have 
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Fel. fi ade fir) - — Fi(u)] H(—éu)et-ody 


v. = F, —# 


K(+ \ etme dy 


= H(ee)(f(#) ~ (2) + gy hm fi i 


Fil mt 


= H(co) (f(x) — f, i(z)l+¢9 tf renee | K({) etme ‘du 


= A(cc) (f(z) — f,(2)] 


+ 2 fre) az f EZ oe | K(0) + £K'(0) +... 


+ feat mf E—3 Ggemeee 


= H(00) (f(z) — f,(2)] + K(0) 92 (f(z) — f,(2)] +-- 





K*-» 
* sare (f(z 2) net f ree Q(é—2x)dé, 
where (ajas marl (2) ~f, ()] signifies that solution of the differential 
equation 


g™ (x) = f(x) — f(z) 
which has the property that g (x) vanishes for sufficiently small values 
of “, while 


: sn+1—-k - ~# 1—F. (u) "kK i\d 
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It is easy to establish that the analytic perrn of K makes 
lim [w* Q(w)] = 0 


for all positive values of k. We thus establish the analytic expansion of 
an operator about the point at infinity. 


4. Singular Operators with Poles. 


Let H(d/dz) be a non-singular operator without finite or infinite 
zeros on the axis of imaginaries. Then H(d/dzx) will be another such 
operator, which will be the inverse of the first. The question arises, has 
H any other inverses? 
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Ithas not. Suppose H(d/dz)f(x) = H(d/dx)g(x), where f and g differ 
at more than a set of points of measure zero. Then H(d/dx)(f(x) — g(x)) 
is identically zero, except on such a set. Hence 


1 d 1 
f(x) —g(z)= mayday Bg) (2) — (2) = H(dldzy 9 = 9» 


except at the most at a set of points of zero measure. This is however 
a contradiction. 

We now turn to the case where H(d/dz) has a finite number of 
zeros of finite orders. Let us suppose, for purposes of simplicity, that 
there is a zero of the n™® order at the origin, and that no other zero is 
as near as 4-+-1. We have 


H(*) p(x) = a(4) (2) + #(4) (re) — 2) 
= H, (4) f,(x) + Hy (4) (rx) — f(2)), 


where H, equals H within a circle of radius exceeding 4-++ 1 about the 
origin, and defines a non-singular operator with no zeros on the imaginary 
axis outside this circle, except for a zero of order n at infinity, while H, 
equals H outside a circle of radius less than 4 about the origin, and de- 
fines a non-singular operator with no zeros on the imaginary axis within 
this circle. It is easy to show that the equation 


H(*) f(x) =9(z) 


reduces to the two simultaneous equations 


A, (+) p,(@) = 9,(x) 


and 
d 
A, (<) (f(x) — f,(x)) = g(x) — g,(2). 
We may without difficulty transform the first into the form 


d/d d\* 
taae (aa) fil) = 9,2). 


The solution of this may be achieved by the inversion of a non-singular 
operator without zeros, followed by an n-fold integration, which will in 
general introduce n constants of integration. The second equation will 
now involve the inversion of an operator with one less zero than H. 
Thus by a repetition of the same process, we ultimately reduce the 
inversion of our operator to the inversion of a non-singular operator 
without zeros in the finite portion of the plane. The inversion of an 
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operator with an n-fold zero at infinity may similarly be reduced to an 
n-fold differentiation. 

We shall represent the inverse of the non-singular operator H(d/dz) 
by 1/H(d/dz). This will manifestly contain one arbitrary constant for 
every finite zero of H, counted with its multiplicity, when we apply it 
to an arbitrary function. The effect of a zero at infinity will be to 
restrict the class of functions to which 1/H(d/dz) can apply. We shall 
consider an operator containing both poles and zeros on the axis of 
imaginaries as the product of two operators, one with poles alone and 
the other with zeros alone. We can investigate the problem of inverting 
such an operator by our now-familiar method of dissecting each function 
to which we apply it into frequency ranges, each containing only a single 
singularity or zero, and replacing the operator over this range by one 
without other zeros or singularities. 

We shall later investigate the question of removing the arbitrary 
character of the constants in the definition of singular operators. 


5. Branch-Points and Fractional Differentiation and Integration. 


Let us now consider operators such as (d/dz), with branch points. 
We can limit ourselves to begin with to the case of an operator whose 
only notable point on the axis of imaginaries is a single branch-point of 
order n, where the sheets of the Riemann surface interchange in circular 
order. Within a certain distance of this point, our operator H(d/dz) is 
determined by an analytic function, and every where except at the 
branch-point this is continuous, and has continuous derivatives of all 
orders. Our function H(—#u) is bounded at infinity, whele all its deriv- 
atives ‘vanish there. For purposes of simplicity, we shall only consider 
the case where the origin is the branch-point. 

Let it be noted that our operator is singular, and accordingly has 
not yet received any precise definition. As before, we shall write 


G(g—2,i)— 2, | F,(u)H(—iujeme-mdu. 


Since H is analytic within some circle about the origin, except at the 
center, 


= from A( — tu) et*E-2) du 


for sufficiently small values of a may be regarded as an integral along 
some path in the complex plane other than the axis of imaginaries. The 
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choice of this path depends on the choice we make of the sheets of the 
Riemann surface in which our function is taken to the right and the left 
of the origin. If the junction between these sheets is made trough 
positive real arguments of H(uw), our path of integration will pass above 
the origin; in the contrary case, below. 

Let us now assume that our path of integration from —co to oo, 
as modified by our detour at the origin, passes above the origin, and let 
us call it C. We shall then have 


G(é—2,’)= 2 fF, (u) H(—iéu)et“-2 du 
c 


ik a* 


“2a(e—ay dut LF 
Cc 


' (u) A(—tu)]e#G-% du. 
Hence if « is any positive si 


|G(é—2z,A)|< 
if §—2<0, and 


2a 7 ap max or LF, (u) H(—#u)] 


ia(t—2, i)| < yf ap mx fs o; | F,(u) H(—iu)) 


otherwise. Therefore, if f(a) is any function which is O(e-¢*) to the 
right of the origin, q being greater than 0, and is O(x™) to the left, 


free—x, aag, 


exists. We shall term this 


H(+)f,(2). 


This function will become only algebraically infinite at infinity. We may 
use the same methods as previously to show that 


H(z) f(z) =Lm. H(Z)f,(2) 


exists. We shall call this, for obvious reasons, the backward value of 
H(d/dx)f(x). The forward value of this symbol will correspond to a 
path of integration passing below the origin. It will apply to functions f (2) 
which only become algebraically infinite for negative large values of x, 
and which become exponentially small for positive large values of z. In 
the applications of the operational calculus, x generally stands for the 
time, and f(a) represents an impressed voltage or current. It is hence 
the backward values of our operators which have physical significance. 
We shall discuss this in more detail when we come to the theory of 
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prospective and retrospective operators. Unless the contrary is stated, 
then, our operators with branch-points will be taken as backward. 

As far as what we have said about the existence of H(d/dzx)/f,(x), 
the properties of H for arguments greater than 4-4-1 in modulus are 
irrelevant. Thus if f(x) is determined to have the value (1 -+ sgnz)/2, 
(d/dx)*f, (2) exists. We have: 

oe A+1 
(*) “f, (2) =i far fm u))—tu e*-*) dy 

=<" 
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1 1—ty— tug-z 
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since F,(u)/du is summable from 0 to 4+1, so that 


A+1 


A+1 
ee 7 =i mf F,() ae ere 
lim vs cosu(H — x)du Lal , Vs nu ( x) du 











ls r e. _ £ \-F 8 A 
(4)"4@)=-2 tons pomery, 19 || (o)] [sin w+ 008 us] 


“On yu Se, yu 





» wil y2 ( (1—F,(u)] [sin wx + cos war} : 
|-7a- Fe) = du; [x >0) 





| aT fi [uctateritanee tomer), will 
0 

















Operational Calculus. 
Now, 
gfe — F, (w)] [sin wa + cos wz] 
0 


Yu 


= ahs | (sinus + cosua) i ( 








Fil) gy 


/u 





=f ss **) (sin wx + cosux)du 


where G(u) is a continuous function which is o(1/u) at infinity. We 
may readily conclude that 


x 


a 1—F, (»)] [ oe 





du 


re 





exists, and is o0(1/u“) at infinity for every value of k. Thus we get the 
fundamental theorem that 


(4) ed = fi (-$)(-4)---(-a 4) tole 


for all values of k, as x becomes positively infinite, and 


(fMa(a) moter) 


for all values of k, as x becomes negatively infinite. Here (d/dx)"*'/f, (x) 
is taken as the n derivative of (d/dx) “f,(x). It is easy to show that 
this agrees with the direct definition of the derivative of order n + */,. 

In the same way, if H(d/dz) is an operator which is non-singular 
except at the origin, and analytic about the origin, except for a finite 
branch-point at the origin, we may show that 


Az) £2) — H (Ze) Ale) = (2) 

at +o, f(x) being given as above the interpretation (1--sgn x) /2. 

We now wish to discuss the definition of an operator with a branch 
point of finite order which is at the same time an infinity. As in the 
case of a pole, we can first isolate this singularity and then reduce our 
operator to a non-singular operator combined with an operator of the 
form (d/dx—ai)~". We shall only take up in detail the case of the 
operator (d/dx)~'*, but our methods will be of general applicability. 
Let us consider a function f(z) which is O(e**) at —oo, k being 
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positive, and which is at most algebraically infinite at +co. It will be 
natural to make the definition 


(4) "r(2)=1.-m .S(%) \"¢ 


ive 


We have, however, 
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=a ae—l frceae f A [sin u (2—€)—conu (2-8) du 


It may then be established without much difficulty that the second term 
in this sum converges in the mean to 0 over any finite range as A in- 
creases without limit. Thus 


aye a F #a@) 
(s) Jagan ) ye-8 


As far as functions of the form f,(z) are concerned, the operator (d/dx)~’ 
here defined will be a true inverse to the operator (d/dx)*. It is ae 
for such functions that we have defined the derivative of order */,. In 
the more general case, we shall define it as the inverse of (d/dx)~”. 
The theory of the latter is well known, and it is known that it can have 
only one inverse on the range running from — oo up. 

It is important to note that the operator (d/dz)~*, and if it apply 
to f, the operator (d/dx), are not affected by values of f for argu- 
ments greater than the point wheré we examine the function generated 
from f by the operator in question. 
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The operator (d/dx)"*™* is to be conceived as the result of apply- 
ing first (d/dx)”* and then (d/dz)". Similar definitions are to be made 
for other improper fractional powers of the differentiator, negative as well 
as positive. If we confine our attention to functions f which are O(e**) 
at —oo and algebraically infinite or finite at + co and let all the inte- 
grations in the definitions of our inverse operators be made from —oo, 
we shall find that the laws of indices will always be obeyed. 


6. Asymptotic Series. 
Let f(z) be (1+ sgnz)/2. Let B(d/da) be defined by a function H(w) 


determined everywhere on the axis of imaginaries, non-singular, and 
such that 


M(u) == 


is analytic within a circle of radius r >4-+-1 about the origin. Then 
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Here N(u) is a function without singularities on the imaginary axis 
between —A—2 and 4+ 2. We have proved, that is, that 
1 z-1/1 8 2k—3\ M*-'(0) 
rez| MO) — + D (Fg: a) aa +. 
is an asymptotic series for H(d/dz)f (zx). 





7. Prospective and Retrospective Operators. 


Let us now consider a non-singular operator H(d/dz), where H (u) 
is analytic in the entire right half-plane, and continuous in the right 
half-plane together with the axis of imaginaries. Furthermore, let u* H(u) 
be bounded in the right half-plane. Then if § > zx. 





e 3 
tf a iu) et @-" du| — | lim zi | rH (res) ere?e-0d0| 
3 
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That is, z, { H(- tu)e*¥“du vanishes for positive values of y. We 


then have, as we may easily show, 
H(d/dzx) f(z) = 5 frcas fa iu) e¥§-# dy, 


Consequently, if f(z) vanishes for negative values of z, we have 


H(d/dz) f(x) = 5 frceyae f a(— iu) e*@-# dy, 


This is however an operator of the type discussed by Carson and Volterra, 
and when applied to a function f(z) yields a function g(z) which only 
depends on the values of f for arguments in the neighborhood of 2 and 
smaller arguments. Such an operator we call retrospective. Clearly, when 
applied to doubly differentiable functions, (d/dxz)*H(d/dx) is likewise 
retrospective. By hypothesis, however, u*H(u) is bounded on the axis 
of imaginaries, so that the operator (d/dx)*H(d/dzx) is continuous, if 
we consider as the écart between two functions the square root of the 
integral between — co and -+-co of the square of their difference. From 
this we may conclude at once that (d/dx)*H(d/dx) is retrospective in 
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its most general application. In other words, an operator H,(d/dz) is 
retrospective if H,(u) is continuous and bounded in the right half-plane 
together with the axis of imaginaries, is analytic to the right of the 
axis, vanishes like wu? at the origin, and is such that H,(d/dx)/(d/dz)° 
is non-singular. The last two conditions are readily shown to be super- 
fluous if H, is non-singular in the generalized sense. The presence of a 
finite set of branch-points or poles on the axis of imaginaries does not 
interfere with this retrospective character of H,(d/dx), provided that in 
all the integrals which arise from carrying out our operator, we let the 
lower bound of integration be — co. The sum of two retrospective ope- 
rators is retrospective, as is the inverse of a retrospective operator, if it 
be properly chosen. There is an analogues theory of prospective operators, 
involving only the present and future of a function, not its past. Here 
the réles of the right and the left half-planes are interchanged. 

If an operator has singularities in the right half-plane, it will not in 
general be retrospective, as 


o| 3 


22 22 


un fac iu) eu G-2 dy — x rH(res®) ere**e-9.d9 


vo| 4 


will now represent the sum of the residues of 
H(u) e«*-® 


within the region bounded by the axis of imaginaries and the semi-circle 
of radius r in the right half-plane with the origin as center. In such a 
case H(d/dx) may represent an operator both in the Volterra-Carson 
theory and in that here developed, but it will not represent the same 
operator. Thus the present paper demands that 


1 
djdeai lt + sen] = (e*—1)(1 + sgnz) — 2er, 
while the Volterra-Carson theory requires that 
1 
djdz-1 [1+ sgn 2] = (e*—1)(1-+ sgnz). 


In other words, the asymptotic expansions of Heaviside and his expansions 
in positive powers of ¢ can only be depended on to yield the same results 
when we confine ourselves to operators analytic in the right half-plane. 
As a matter of fact, such operators correspond to problems arising from 
positive resistances only. 
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8. The Operational Solution of Partial Differential Equations. 


Before we enter on this topic in detail, it is important to consider 
the nature of the solution of a partial differential equation. Let us con- 
sider the linear equation 

A2* 4 p24 ot 4 ps pms py 
oa* éxdy éy* x éy 

where for simplicity’s sake, we shall suppose that the coefficients have 
as many derivatives as we shall need in the work which follows. If u 
satisfies this equation, it must manifestly possess the various derivatives 
indicated in the equation. As is familiar, however, in the case of the 
equation of the vibrating string, there are cases where u must be regarded 
as a solution of our differential equation in a general sense without pos- 
sessing all the orders of derivatives indicated in the equation, and indeed 
without being differentiable at all. It is a matter of some interest, there- 
fore, to render precise the manner in which a non-differentiable function 
may satisfy in a generalized sense a differential equation. 

Let G(2z, y) be a function positive and infinitely differentiable within 
a certain bounded polygonal region R of the XY plane, vanishing with 
its derivatives of all orders on the periphery of R, and zero outside R. 
Then there is a function G,(z, y) such that 


ff (Au.+ Bu,,+ Cu,,+ Du,+ Eu, + Fu)G(zx, y)dxdy 
= [fu(2, y) @, (2, y)dedy 
# 


for all u with bounded summable derivatives of the first two orders, as 
we may show by integration by parts. Thus a necessary and sufficient 
condition for u to satisfy our differential equation almost everywhere 
is that 


ff u(z, y)G,(2, y)dxdy == ( 


for every possible G (as the G’s form a complete set over any region), 
and that u possess the requisite derivatives. We can thus regard a function 
orthogonal to every G, as satisfying our differential equation in a gene- 
ralized sense, This sense is more general than that developed by Bécher *”), 
as not even the existence of first order derivatives is postulated. If a 
sequence of generalized solutions of our differential equation converges in 
the mean over a given area to a function ®(z,y), it is now manifest 





15) M. Bécher, On harmonic functions in two dimensions, Proc. Amer. Acad. Sc. 
41 (1905—1906); G. C, Evans, On the reduction of integro-differential equations, 
Trans, Amer. Math. Soc. 15 (1914), pp. 477—496. 





— — — bo 
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that ® is itself a generalized solution of this differential equation over 
this area. 
Now let us discuss 
e-8Vid/dt +a)d/at +b) ¢ (2) 
where a and b are positive, where f vanishes exponentially at — oo, and 
is algebraically infinite at +-0co, and where z is positive. 
e~#V (a/dt +a) (d/dt +b) 
is then a non-singular operator (in the generalized sense), and is retro- 
spective. Let |4+1|<a, |A+1|<b. Then 
e~OVa/at +e a7at+D f(t) — 3 A, 2" f(t), 
aj 


where the methods of section 3 enable us to show that this double series 
is uniformly and absolutely convergent over any finite range. The coeffi- 
cients are the same as those obtained in the expansion of 
e~2Vy+a)(y+d) 
in a double series in x and y. Similarly, we have uniformly and ab- 
solutely 
(d [dt + a)(d/dt + b) e~#Vid/at+aa7at+D f (4) — ZEB, 2S, 9) (4), 


where 
3° 
22 By; jah ys = (y +a)(y +b) e-sVoraurh — =x TTA, thy 
J 
= SF Sh(h—1)A,;2'-*y/. 
* 
Thus ' 


B,;=h(h—1)A,;, 
from which we may conclude that 


(d/dt + a)(d/dt + b) e~2V@7atraaras® ¢ (4) 


9* 
oan aa e~2Vid/dt + a) (d/dt+d) f,(t) E 


By using in addition to expansions about the origin, expansions about 
other points on the axis of imaginaries, we may prove in a similar manner 
that for any value of 4, this last equation holds, We know, however, 
that for any given value of z, 


e-2Vd/dt+a)d/at+d f(t) =1.m. em *Vid/at+aa7at+D f (4) 
li>@ 


and there is no difficulty in showing that this holds uniformly over any 
finite range of x. Thus 


u = e~#V(6/at + 0)(8/dt +d) F( 4) 
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satisfies in the generalized sense the differential equation 

u,, + (a+ b)u,+abu—u,,. 
If then it possesses the necessary derivatives, it satisfies this equation in 
the ordinary sense. When z= 0, it reduces to f(t), and it depends 
retrospectively on f(t). It may be shown, moreover, that if f(t) is 
everywhere continuous, so is u(z,¢). We thus have completely solved 


the telegrapher’s equation for a semi-infinite line with a given impressed 
voltage at the end. 


Massachusetts Institute of Technology, April 6, 1925. 


(Eingegangen am 20. 4. 1925.) 











Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du type elliptique. 


(Réponse a une critique.) 
Von 


Serge Bernstein in Charkow (USSR). 


Dans son Mémoire ,,Die Lésung des Plateauschen Problems iiber 
konvexen Bereichen“, paru dans le tome 94 (pp. 53—96) des Mathematische 
Annalen, et dont j’ai pris connaissance tout récemment, M. Miintz fait une 
critique de mes travaux") sur le probléme de Dirichlet relatif aux équations 
générales du type elliptique, dont la conclusion ,,indes scheint die Bernstein- 
sche Lésung ... nicht ausreichend zu sein“ (p. 54) me semble inexacte. Je 
voudrais montrer ici, en reprenant une 4 une les «lacunes» de mes 
démonstrations signalées par cet auteur (§ 11, pp. 76—78) qu’il ne s’agit 
que de détails de démonstration omis par briéveté et faciles 4 compléter pour 
un lecteur qui a bien saisi l’esprit de mes méthodes. 


1. ,,In den vorbereitenden Betrachtungen schon zu diesem beschrinkten 


Existenzbeweis (fiir sehr kleine ¢) ware iibrigens bei Bernstein u. E. noch eine 
gewisse Liicke auszufiillen: fiir die diffizileren radialen Ableitungen —— 

Ce 
am Kreise mit den Polarkoordinaten 6, 0 diirfen wohl nicht ohne weiteres 
die gleichen Abschitzungen in Anspruch genommen werden, wie fiir die 


7 (Math. Ann. 69 (1910) S. 99). 
0 





Tangentialableitungen 


) Les principaux de mes travaux sur ce sujet sont les suivants: 1, « Recherches 
sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du type elliptique», Communi- 
cations de la Soc. Math. de Charkow, 1908 (M. Miintz a indiqué, par erreur, au lieu 
de 1908 l’an 1911). 2. «Sur la généralisation du probléme de Dirichlet (Deuxiéme 
partie)», Math. Ann. 69 (1910). 3. «Sur les surfaces définies au moyen de leur 
courbure moyenne ou totale», Annales de I’Ecole Normale 27 (1910). 4. «Sur les 
équations du calcul des variations», Annales de I’Ecole Normale 29 (1912). 

Mathematische Annalen. 95. 38 
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Il s’agit manifestement de mon affirmation 4 la page 99 «Un calcul 
analogue donne une limite supérieure de |. am if qu’on trouve aprés 


un calcul explicite d’une limite supérieure de | _ | basé sur les inégalités 
(17) de la page 98 


(17) SS s) deay <y,, {fs dxdy <N,, 


(<4) 
+) drdy<N,. 
Jf Gs) azay <y, 


Dans ces inégalités (dont l’exactitude n’est pas mise en doute par M. Miintz), 
2,= ~2 oi z est la solution de |’équation linéaire du type elliptique 
(AC —B*>i>0) 


(gis) Ac ca +eB es + + 2D2 -4+2Eo ,+Fe=M 
C F-AS0) 
s’annulant sur une circonférence C de rayon R, N, est un nombre qui 


ne dépend que des coéfficients de (9°*) et de leurs dérivées jusqu’d 
Yordre n inclusivement. 


Or, il est effectivement facile, comme je |’affirmais, de tirer (par le 
méme procédé) de (17) non seulement une limite supérieure de |z, |, 


a= 1 


mais aussi de «& Vinterieur d’une région déterminée S obtenue 


en enlevant du cercle C un petit cercle o concentrique de rayon y aussi 
petit qu’on veut». En effet, de (17) on tire 


i HY) ) de d0< *—y,, 


et, en posant z,_; =)’ at*~” cos k0 + b{"~” sink, 


z, = > af” cos kO + bf” sinkO = >’ k(bi"~” cos kO — af" sink 4), 


on a 








PAl| (eat) + (¢ (ft) ae < m (y <>" <R), 


do* 


d’ot 


2 
d* ai” , oF"! | ae | <(R—»')Ni. 


“do® 














do* 


>\{ | 


’ 
Y 
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Donc, a fortiori, 














daf(R) — daf(»"))" Tao R) — adf"'(r")|" Age? 
S| a ‘ * J + " - , = Mit} <(R—-v)N, 
ou bien 
2 2 
v7. Sf dat"-(R) eel =< ”(R) _ veer) | 
ya, k* 1 do ra do v do do { 
< | Bs yi ') Na 


et, par conséquent, 
y7| dat "(R) da = al ae 


aml | do f : 2 | + 








dbi*~""( R) fe) 


do do 
(R-»" )N, 2 , 
<— += mh. 


Posons ensuite 





da'*~ D(R dbs" "(R 
yea |S (R) 





— | do do = 4M, 
alors pour toute valeur de »’, 
~ 1) mth aby Dy’) | 
© wee 3S |+ | eg | < a + 





Done notre affirmation serait établie, si M<M,. Dans le cas 
contraire, il suffit d’utiliser encore l’inégalité (18) de la page 99 (tirée 
également de (17) en y remplagant n par »— 1) qui m’avait servi pré- 
cisément pour la limitation de |z,|; on a ainsi 


(4 ‘*) dbie-» I " 
(18>!) sfel “+ oy) lde< Na-1; 


d’ou 











> f(s (ami + |< 1) 
+(-- 


et, en vertu de (I), 





Jag<t Naar + 272! 


, 


ome 
| M, — M\ <7 + Rt = My-1- 


Done, dans tous les cas, M< M, + M,-, et 








| a*z 
20"-* 20 
e.g. £. da 

2. La seconde objection de M. Miintz, si elle était fondée, serait 
écrasante pour toute ma thécrie. II s’agit, en effet, des inégalités fonda- 
88* 
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mentales (23) de la page (109) relatives & l’équation (9>*), ot l’on sup- 
pose que tous les coéfficients sont analytiques 4 Pintérieur du cercle C 
seulement, et de plus, les modules des dérivées de A, B, C sont bornés 
jusqu’au 7™° ordre et ceux de D, EZ, F sont bornés jusqu’au 2™* ordre 
(sur la circonférence également). Je reproduirai ici ces inégalités 
1) r 9101) ats 1 (01) 

(23) [= J arep <4 [Mare aie Sel aeee <4 Ae 
qui expriment ce fait capital qu’il est possible d’introduire certaines 
fonctionnelles de la solution z s‘annulant sur C et réguliére 4 son intérieur 
et de ses dérivées des deux premiers ordres (que j’ai nommées « modules 
trigonométriques normalisés») qui sont limitées au moyen de la fonction- 
nelle correspondante du second membre. 

Pour faire comprendre l’objection de M. Miintz je dois rappeler la 
définition du module trigonométrique de Ja fonction 


f(o, 8) = SA, cos nO + B, sinn® 
sur le segment O R normalisé 4 l’intérieur du contour I94q que je désigne 


r .(OR) 
par If]. . Je suppose que 


= 3 Safer a 0°)’, = 5 S's pret ... o*)*, 
p=0 g= p=0 q=0 
et, en admettant que 0 <.a < A < R, je désigne par [A, i ® le plus grand 


des deux nombres: | A,| pour A <9 <R et la norme [A,],, 4 l’intérieur 
du contour Io4,; alors 


(f(e, 6) ny = ) [4.10 + + ([B, . 
n=0 

Je n’ai pas besoin d’entrer dans plus de détails au sujet de ls 
signification de R, et »,, car M. Miintz prétend que les inégalités (23) 
sont impossibles (pour les dérivées secondes) méme dans le cas ot 
Péquation (9%) se réduit a l’équation de Poisson (équation (20) de 
M. Miintz 4 la page 77) 

-2 2 

(20) jai t 5a Me, 9). 

Je tiens 4 reproduire textuellement le passage de cet auteur: ,,Bernstein 
bildet, aus dem als regular analytisch vorausgesetzten Gesamtverlauj von 
M(x, y) in und auf £*), gewisse sehr starke Majoranten (,,Normen“ von M), 





*) E est actuellement la circonférence de rayon 1. 





a — <= | 


_, min oh | 6~6ie 
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aus deren oberen Schranken sich ebensolche fiir die entsprechenden Normen 
von —- iste" a herstellen lassen. Alle Ableitungen von M(z, y) in 
und auf Z gehen implizit in die Norm von M ein. Daneben benutzt 
Bernstein aber auch gewisse schwdchere Majoranten, fiir deren Abschitzung 
schon endlichviele Ableitungen von M geniigen: a) ,,trigonometrische Moduln* 
und b) ,,normierte trigonometrische Moduln“, bei denen die eigentliche starke 
,»Normierung“ nur in einem inneren Teilgebiet von HZ erfolgt. Nach den 
oben erwahnten Ergebnissen von Herrn Petrini kann man dann aus ge- 
gebenén absoluten Schranken dieser schwicheren Majoranten fiir M(z, y) 
keineswegs analoge Schranken fiir die zweiten z-Ableitungen in (20) her- 
leiten: ganz im Gegensatz zu den eigentlichen Normen, bei denen ein 
solches Ergebnis tatsachlich erzielt wird.“ 

Je remarquerai d’abord que M. Miintz qui souligne les mots ,,Gesamt- 
verlauf“ et ,,Alle“ (Ableitungen) fait preuve par la qu’il n’a pas compris 
la véritable portée des mes ,,Normes“. En effet, ce qui est une propriété 
essentielle de ces Normes c’est qu’elles restent finies, en général, méme dans 
le cas ot la fonction considérée M(z, y) n’est plus analytique sur la cir- 
conférence C elle-méme*), puisque le contour du domaine Ig z, & Vintérieur 
duquel la fonction de @ est analytique admet la forme connue possédant 
un point anguleux en R. C’est justement pour cette raison qu’il a été 
possible de démontrer le célébre théoréme de M. Hilbert en partant de 
Punique hypothése que sur une certaine circonférence (et & son intérieur) 
la solution z de l’équation générale du type elliptique avait ses derivées 
des trois premiers ordres bornées. Et c’est aussi pour cette raison que 
contrairement a ce que prétend M. Miintz il n’est pas vrai que ,,Die Frage 
nach der Bestimmung der Lésung aus der Abschitzung endlich vieler Ab- 
leitungen von z bleibt auf solche Weise wieder ganz offen!“ 

De plus, d’aprés ce passage de M. Miintz, on pourrait croire que 
M. Petrini aurait lui méme étudié la facon dont se comportent les modules 
trigonométriques normalisés des dérivées secondes, tandis qu’en réalité les 
résultats de M. Petrini, qui sont entiérement conformes & ceux que j’obtiens 
aux pages 62—63 de mon Mémoire russe, ov je signale, en particulier, 
que les modules trigonométriques (non normalisés) ne pourraient pas étre 
utilisés pour un cercle, n’ont rien 4 voir avec les inégalités (23). 

D’ailleurs il n’y a pas de difficulté 4 établir les inégalités (23) dans le 
cas de l’équation de Peisson, ot le contour Ip z;,/ (Ri = A, », =a) 
peut étre pris arbitrairement (0 <a< A<1), car c’est le probléme de 
la réduction de |’équation générale qui complique la question. 





%) C’est tout & fait analogue 4 la propriété de la série de Taylor qui peut étre 
aussi absolument convergente sur le cercle de convergence lui-méme. 














i 
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En effet, on a pour les modules trigonométriques *) (non normalisés) 
des inégalités de la forme 


(11) (eSaah <a {Mbon, 
car, en posant 
M= S'A,cosn$+ B,sinn®@, z= 5'C,cosn8+ D, sinnO, 


on a4 








e*-* 
R 


K 
anc, =o"| Ae do — 1 faeride + hf Aer ae 
pies 0 


(et des relations analogues entre B, et D,), et en différentiant, 





e@ e@ 
a°c, 1 
sot foado, S%=4,—4{ oArde, 
0 





0 


: ‘ : 3 
n-1 
4G. _ ges 4-42 staf Aetdet+ Se fAvertae, 
R 0 : 





- I = (n —1) 9*-* (4s, do— =v" o**'de 
3 0 


R 


+ Mae ® 


‘fi o**'do+2A,. 


Done, en excluant d’abord le cas de n < 2, on a (en posant R =1, 
pour simplifier |’écriture ) 


(S| < 5 Max| A, |, S| <= Max|4,|, lo 





2 


| < 8 Max| A, |. 





*) Le module trigonométrique sur le segment AR de 


“= ZS A,,(o) cos n6 + B, (0) sinné, 
est, par définition, 


(ar= ee gAaleit, b pe Pale): 


C’est précisément au sujet des inégalités (II) que M. Miintz dit: ,Die daselbst 
(ibid. Z.11 v. u.) gegebene Berufung auf friihere Satze erscheint unverstandlich.“ 





eal Ge 
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Par conséquent (pour n > 2), on a 
a*s a*z ; 1@a2 
teseth, < 84a» {3020}, < 3a» te sath, <8 a: 
Oz 1 0z 
tie), <3U0y» Leff, < 3D» 
dou, 4 cause de l’identité 


a*z a's ae 
(III) ra Fone ate 





cos 6 sin 8 


cos @ sin 8, 





ar = sin in*@ + “* sin?0 +2 





aT) 


et grace au fait que le as aE ed d’un produit (ou d’une 
somme) ne dépasse jamais le produit (ou la somme) des modules trigono- 
métriques correspondants. on a°) 


(II) {oF} <*{a,,- 


Examinons les cas de n <2. Soit 1° n= 0; on a alors 








Hs £G (IeeeeBh) 4, 4G (Lem) _ es [de 1 pasa] cn 20, 


v 
donc 


a” 3 
{esa} < zy Max | A,| 
et linégalité (II) subsiste; 2° nm =1; dans ce cas 


a*s a°G, 


ia” cos*@ +3 (A, £S:) cos8 sin? 








= [4,— 14, o*de| cos*@ + 4, { 4,0%desin 26sin 6 
0) 0 


et l’inégalité (II) subsiste également; enfin, 3° n = 2; il suffit de remarquer 
seulement que 


lo of “!do| < Max|A,|- g log — = Sell 
pour voir qu’on a encore 


ac, 
de 














3 : | 
< 5 Max|A,|, le do® 








5) Il serait aisé de vérifier que, pour n <2, le facteur o dans le premier membre 
pourrait méme étre rejeté. 
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donc, en vertu de (III), subsiste aussi l’inégalité (IL), qui est ainsi vérifiée 
dans tous les cas. Le méme raisonnement s’applique évidemment A 


f, “2 {o25\ 
lS dxdy ia Oy" Sos 


En tenant compte de ce que le module trigonométrique normalisé 
n’est pas inférieur au module trigonométrique ordinaire, on déduit a for- 
tiori de (II) que 


(IV) f a < 
01 


tre u[ myo. 


‘ Aa 





De (IV) on conclut que sur une circonférence O’ de rayon A<1, ona 
certainement 
3 
oe = » P,cosn@ + Q, sinn8, 
ou 


S| Pq) +1 Qn < o’ (LME2: 
mw’ étant une constante déterminée qui ne dépend méme pas de A. 
Donc, en désignant par A la fonction harmonique qui sur la circon- 
férence C’ se confond avec z, on voit que les normes de z et de ses 
dérivées jusqu’au second ordre satisfont 4 des inégalités de la forme 


=} mr yon 
[oe] <a" Une? 
ot la constante «” ne dépend méme pas de a < A. 


En posant, enfin, 
z=h+b, 
ou 


a*b , a°b 
aa® + ay* = M(x, y), 
on sait (ce qui n’est pas contesté par M. Miintz) que les normes (starke 


Majoranten) de 6 et de ses dérivées satisfont 4 l’intérieur de C’ a des in- 
égalités de la forme 


Fl, < k({M),,- 


Par conséquent, puisque l’on a par définition [M],,<(M) 


(01) 


reg on a aussi 


[a] <(e"+ BUNS? 


et comme 


(23), <funn 
oz*J,, A Aa’ 
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& cause de (IV), on conclut finalement que 


as (01) 
(23) [a] <A[ Moy 
v Jae 


Aa’? 


oa 4 est le plus grand des deux nombres (” + k) et f. 


Jespére que la démonstration de cette inégalité (23) pour le cas 
de ’équation de Poisson qui ne contient aucune idée nouvelle par rapport 
& celles qui se trouvent dans le Mémoire critiqué par M. Miintz, ne 
soulévera aucune objection, et par conséquent, l’assertion de M. Miintz 
qu'une inégalité de cette nature est impossible est inexacte. 

Naturellement, dans le cas général la démonstration des inégalités 
(23), dont tous les éléments importants se trouvent dans le Mémoire 
cité, est plus compliquée. Je ne puis la reprendre ici dans tous les 
détails, puisque je me borne dans cette Note 4 repondre aux objections 
formulées par M. Miintz. Mais je tiens 4 remarquer que l’idée fondamentale 
est toujours la méme: la connaissance des limites supérieures des modules 
dun certain nombre de dérivées successives de la solution de |’équation 
générale (non linéaire) du type elliptique dans une région quelconque 
donne des limites supérieures pour les normes dans un cercle quelconque 
intérieur suffisamment petit; il est inutile de limiter supérieurement la 
norme relative 4 la region entiére; la combinaison d’une norme partielle 
avec les modules (trigonométriques) realisée par les modules trigonomé- 
triques normalisés suffit pour construire, grace aux inégalités (23), une 
théorie des équations du type elliptique absolument pareille & celle des 
équations différentielles ordinaires du second ordre *). 

3. Enfin, la derniére objection de M. Miintz ,der wirkliche Nachweis 
des reguliren analytischen Charakters von z(«) auch am Rande K* des 
Grundbereiches Z* kénnte erst aus einer detaillierten, hinreichend giinstigen, 
gleichmaBigen Abschiitzung aller z-Ableitungen in Z* und auf K* ge- 
wonnen werden“, tombe d’elle-méme du moment que les inégalités (23) 
sont établies, car la méthode des majorantes employée pour démontrer 
le lemme fondamental du § 14 montre justement qu’il est possible de 
construire une équation ordinaire (33) (p. 116) dont la solution b(«) 
admet un rayon de convergence borné inférieurement, tel que 


a"s (01) ” b a*t*, (01) x b a*t*, (01) - b 
da") ptt mp nete Ldzdyda"jprg ’ Ldy*da"Jare  *” 





*) J’ai indiqué d’ailleurs sommairement dans mon Mémoire russe (pp. 71—738, 
97-99) que des inégalités analogues aux inégalités (28) peuvent étre données pour 
les modules trigonométriques eux-mémes, si on remplace le cercle par un anneau 
limité par deux circonférences concentriques. 
















8. Bernstein. Equations aux dérivées partielles. 


ou 
_ 4"b(0) 
n da" 

Toutes les objections formulées par M. Miintz étant ainsi écartées, 
je crois que son affirmation faite au début du Mémoire que c’est lui qui 
donne la premiére démonstration rigoureuse de |’existence de la solution 
du probléme de Plateau pour les contours convexes est inéxacte: cette 
premiére démonstration rigoureuse est déj& contenue dans mes anciens 
Mémoires. Mais ce n’est pas pour revendiquer mes droits de priorité que 
j'ai écrit cette Note; j’ai voulu montrer simplement que ma théorie 
générale des équations du type elliptique n’est pas ébranlée par la critique 
de M. Miintz. 


b 


(Eingegangen am 30. 9. 1925.) 
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Détermination rigoureuse des ondes irrotationelles 
périodiques dans un canal a profondeur finie. 


Von 


D. J. Struik in Utrecht. 





1. Introduction. 


Les ondes irrotationelles périodiques dans un canal rectiligne 4 fond 
horizontal et parois verticales, dans lequel le liquide se meut parallélement 
aux parois de maniére que le mouvement est le méme dans toutes les 
sections longitudinales, ont été l’objet de plusieurs études, principalement 
de G. B. Airy’), G. G. Stokes*), Lord Rayleigh*) et de’ M. T. Levi-Civita. 
Tandis que les calculs des auteurs antérieurs se fondaient sur la con- 
sidération de la solution des équations différentielles du probléme tout en 
restant dans le champ réel, M. Levi-Civita a donné au probléme une autre 
forme en s’appuyant sur la théorie des fonctions d’une variable complexe, 
et en précisant les conditions auxquelles le probléme est assujetti. Il 
démontra, pour le cas général d’une profondeur finie*), que ]’on est conduit, 
dans le champ complexe, 4 la considération d’une équation mixte (c’est- 
a-dire d’une équation différentielle et 4 différences finies), put déduire 





*) G. B. Airy, art. ,Tides and Waves“, Encyclopaedia Metropolitana 1845. 

*) G. G. Stokes, On the theory of oscillatory waves, Trans. Cambridge Phil. Soc. 
8 (1847), p. 441, = Papers I (1880), pp. 197-210, cité dans ce mémoire comme 
,-Stokes I“. G. G. Stokes, Supplement to a paper on the theory of oscillatory waves, 
Papers I (1880), pp. 314—326, cité comme ,,Stokes II“. 

*) Lord Rayleigh, On waves, Phil. Magaz. I (1876), pp. 257—279, = Papers I 
(1899), pp. 251-271, spéc. pp. 261-264: Periodic Waves in Deep Water, cité comme 
»Rayleigh“. 

*) T. Levi-Civita, Sulle onde progressive di tipo permanente, Rend. Acc. Lincei 
(5) 161 (1907), pp. 776—790. 
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d’elle®) l’approximation premiére (conduisant aux ondes d’Airy) et établir 
d'une maniére rigoureuse l’existence d’un transport de masse‘). 


Dans un travail, paru récemment dans ce périodique’), M. Levi-Civita 
a démontré clairement la supériorité de ses méthodes en assurant, pour 
le cas limite -d’une profondeur infinie, la convergence d’un algorithme 
fournissant par une marche systématique les approximations successives. 
Par cette démonstration de la convergence il a résolu définitivement le 
probléme pour Je cas limite énoncé. Il parvint & son résultat en déve- 
loppant la solution du probléme en série suivant les puissances d’un 


louguour des ondes )° 0 caloulant les cing premiéres 


approximations il eut un contréle du calcul numérique dans la coincidence 
de ses formules avec celles données par Stokes et Rayleigh pour le méme 
ordre d’approximation. Il réussit & démontrer la convergence de cette 
série pour des valeurs assez petits de ya. 





certain paramétre u (~ 


Y 


Il restait & résoudre le probléme pour le cas plus général d’une 
profondeur finie. C’est ce qui a été fait dans le présent mémoire. II en 
résulte que les méthodes de M. Levi-Civita, convenablement modifiées, 
peuvent s’appliquer aussi 4 ce cas, permettant ainsi de se rendre compte 
de l’influence de la profondeur sur l’allure du phénoméne. Pour ce cas 
il existe des approximations dues 4 Stokes et Rayleigh, ces auteurs ayant 
aussi exprimé l’opinion que les séries convergent pour des valeurs assez 
petites du paramétre uw. I! résulte en effet de nos calculs qu’on peut 
développer un algorithme d’approximations successives menant, pour un 
ordre donné, aux formules données par Stokes. Cet algorithme converge 


5) T. Levi-Civita, Sulle onde di canale, Rend. Acc. Linc. (5) 211 (1912), pp. 3—14. 
Les résultats de M. Levi-Civita sont rassemblés dans ses conférences tenues en 1921 
& Barcelone et & Madrid, publiées en catalan, italien et allemand. Nous citerons 
comme ,Livre“ l’édition italienne: Questioni di Meccanica Classica e Relativista, 
Bologna, Zanichelli (1924), 185 pp., Edition allemande: Springer, Berlin, 1924. 

6) En s’engageant dans cette voie, M. U. Crudeli calcula ensuite la seconde approxi- 
mation, en constatant naturellement qu’elle aboutit aux relations établies depuis long- 
temps par Stokes pour l’approximation correspondante: Sulle onde progressive di tipo 
permanente, oscillatorie, Rend. Acc. Linc. 28! (1919), pp. 174-178; 2911 (1919), 
pp. 265—269; Sulle onde progressive, di tipo permanente, oscillatorie, nei liquidi 
(seconda approssimazione), Nuovo Cimento (7) 25 (1923), pp. 43-61. Cette derniére 
note sera citée comme ,Crudeli*. 

*) T. Levi-Civita, Détermination rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur 
finie. Math. Annalen 93 (1925), pp. 264—314, cité comme ,,Levi-Civita II“; comp. aussi 
les extraits: T. Levi-Civita, Determinazione rigorosa delle onde irrotazionali periodiche 
in acqua profonda. Rend. Acc. Linc. (5) 38! (1924), pp. 141-150; et ,,.La détermination 
rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur finie“, Proc. first Int. Congress f. applied 
Mechanics, Delft 1924 (Delft, Waltman, 1925), pp. 129-145. 
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pour toute valeur assez petite d’un paramétre u, ces valeurs diminuant 
avec la profondeur du canal. 


Le présent mémoire est divisé en deux parties. Dans la premiére 
partie nous déduisons l’algorithme et démontrons qu’il méne 4 un résultat 
convergent. Nous mettons 4 la téte de nos considérations l’équation mixte 
de M. Levi-Civita, que nous transformons en introduisant, au lieu de la 
vitesse complexe w, la fonction w liée 4 w par la relation w= ce-"e-*” 
(oi m est choisi de telle maniére que le développement de @ en série 
de Laurent ne contient plus de terme constant). II s’agit alors de trouver 
une fonction » =#@-+-#rt, holomorphe dans la couronne C limitée par 
les circonférences |¢| = R, |¢| = R~* (R> 1), purement imaginaire pour 
|¢| = 1, et satisfaisant pour |¢|— R a l’équation 


= —ke-**sind = 0, 
ao 


ou o est l’arc du cercle |¢; = R et & est une constante positive, 4 déter- 


miner. On parvient a assigner une solution de la forme w = So, n", 
@ n=1 
= Sk, u” en déduisant un algorithme d’approximations successives pour 
n=0 

les fonctions w,(¢) et les constantes &,. Alors, en généralisant l’idée des 
majorantes stokiennes introduites par M. Levi-Civita, pour le cas limite 
d’une profondeur infinie, nous sommes conduits 4 un algorithme majorant 
tous nos calculs et par 14 4 prouver la convergence du procés. De plus 
nous esquissons une autre méthode, opérant directement sur la fonction w, 
pour trouver les approximations successives. 


Dans la seconde partie nous explicitons pour les diverses grandeurs 
physiques, qui interviennent dans la question, les trois premiéres approxi- 
mations, en vérifiant qu’elles sont identiques 4 celles trouvées par Stokes. 
Nous retrouvons de cette maniére plusieurs résultats obtenus par Stokes 
et par M. Levi-Civita et parvenons aussi 4 quelques relations nouvelles. 

Quelques-uns des résultats obtenus ont été déja résumés dans deux 
notes parues dans les Rendiconti de |’Académie des Lincei"*). 


*) D. J. Struik, Sur les ondes irrotationelles dans les canaux. Rend. Acc. Lincei 
(6) 11 (1925), pp. 373-376; Détermination rigoureuse des ondes périodiques dans un 
canal, Rend. Acc. Linc. (6) 1! (1925), pp. 522—527. Nous devons 4 M. Levi-Civita 
un grand nombre d’observations importantes, pour lesquelles nous lui adressons ici 
nos remerciements bien sincéres. 
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I. Partie théorique. 
2. L’équation fundamentale. 


Nous considérons des ondes périodiques irrotationnelles dans un canal 
rectiligne & fond horizontal et parois verticales, dans lequel le liquide se 
meut parallélement au fond et aux parois de telle fagon que le mouvement 
est le méme dans toutes les sections longitudinales. Il suffit dans ce cas 
de considérer seulement le mouvement dans une section longitudinale, dans 
laquelle nous introduisons |’axe des x coincidant avec le fond et l’axe des 
y vertical. De plus, la direction positive des x est opposée a la vitesse 
de propagation de l’onde et celle des y est verticale en haut’). Alors la 
vitesse de propagation de l’onde est donnée par une constante négative 
—c, dont la valeur absolue est grande comparée 4 la vitesse absolue des 
particules. Indiquons les composantes de la vitesse relative des particules, 
c. 4. d. la vitesse par rapport aux axes mobiles z,y, par u,v, dans ce 
cas on sait que u—c et v sont petites. Soit w=—u—iv la vitesse 
complexe; on a donc 
(1) Pee 


c 





= 6, B<l, 


en realité # est une fraction petite. Le mouvement du liquide étant 
irrotationnel, on a un potentiel complexe f=gy-+sy, od @ et py sont 
les potentiels de la vitesse (relative) et du courant, liés 4 laffixe 
z=a-+ty par l’équation: 

(2) dz= 4 , 

- we 

En assumant 4 l’origine que » et yw soient zéro, on a y=0O au fond 
y=0 et y=q (q une constante positive) 4 la surface libre, qg est le 
débit rapporté 4 la surface libre. Soit 4 la longueur des ondes. 

Avec M. Levi-Civita nous introduisons maintenant encore l’hypothése 
qu'il n’existe pas, dans les parties profondes du liquide, un transport 
global moyen. Cela se traduit analytiquement par la condition que la 
fonction f(z) — ez sera encore finie 4 l’infini. Sous ces conditions on peut 
réduire le probléme 4 la question analytique que voici*®). 

Trouver les fonctions w de la variable complexe ¢, holomorphes 
(uniformes) dans la couronne C limitée par les cercles |¢| = R, |¢|/ = R~*, 
réelles sur la circonférence |{|=1, satisfaisant 4 l’inégalité (1) et a 
Péquation 
(BE) ¢ $5 {w (ert) w(e-=¢)} — Ef : <x }=0 


w(e-*t)  wle®t 





*) Nous suivons la nomenclature introduite par M. Levi-Civita dans Livre, Ch. II. 
) Levi-Civita, Livre, p. 79. 
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Ici 
(3) an 724 
et 
(4) R=e*. 


La variable complexe ¢ est liée aux variables déja introduites par la 


formule: 
Qxif 


(5) t—e". 





L’équation (Z#) a la propriété invariante que si |’on pose 

(6) 7, (¢) = w(f~") 

et change ¢ en ¢~* dans (HZ), on retrouve la méme équation pour w. 
Il s’agit dans les pages suivants de la solution de (Z). 


3. L’équation pour O.") 


En remplagant la vitesse complexe w =u — iv par 


(7) w=ce-t0, 
Péquation (#) se transforme dans |’équation: 
(B’) Cf fe- #0 + 0} — plot — fd} — 0 
ou 
(8) O=O(e*t), O=O(e-*¢), 
et 

a 


Les inconnues du probléme sont O (fonction de ¢) et p, une constante, 
qui suivant sa signification physique bien déterminée, est positive. Soit 
—im la partie de O non dépendante de ¢. On peut écrire alors: 


(10) O=—itm+ao, 


oi @ est une fonction de ¢, qui est, suivant nos hypothéses, développable 
dans C en série de Laurent qui, maintenant, ne renferme plus des termes 
additifs constants. On peut remarquer maintenant que m est une constante 
réelle. En effet, le probléme exige que la partie réelle de O s’annulle 





‘t) Dans nos articles dans les Rend. di Lincei 1925 nous avons employé la lettre Q 
au lieu de O. Nous avons changé la dénomination pour réserver la lettre 2 pour 
les majorantes (§ 11 e. s.). 
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sur la circonférence |{|= 1. Dans la couronne O est représentable en 
série de Laurent; qui aura, d’aprés (10), la forme suivante: 
(11) O=—im+ 3a,t-"+ 50,0", 

v=1 


v=1 


oi a,=a,+ia, et bp, =b.+45, sont des constantes complexes. Pour 
\¢|=1 posons ¢=e**. Alors on trouve, si m= m’-+- im": 


(12) 0 =m" + (a, + b)cosva + (a, — b, )sinya, 
donc: 
(13) m” =0, -=—b, a =b. 
Remplacons maintenant, dans (Z’), O par sa valeur (10), il vient 
” d o = an + 
(E ) Cae {efoto} — k{efo— ef} = 0, 


od la signification de @ et @ est claire de (8) et 
(14) k = pe®™. 


L’équation (E”) est, comme on le voit, encore l’équation (E), sauf le 
changement de O en w et de p en k. La constante k est, suivant les 
remarques faites sur p et m, essentiellement positive. Une plus grande 
restriction sera encore faite au § 6, form (28). 


4. Expression pour m. 
On obtient une équation pour m en remarquant que l’affixe des 
particules du liquide z est liée & f et w par l’équation (2), qui s’écrit 
au moyen de (5) de cette maniére: 





df ch 1d 
(15) S=s"- Ast 
Donec, d’aprés (7) et (10): 
, ig. | es 
(16) z= fi =feors . =se"] we 


Quand on intégre, dans le plan des ¢, le long d’une courbe S fermée 
dans la couronne ( entourante l’origine, z doit étre (puisque la région 
du plan des z limitée par le fond, la surface libre, et deux verticales 4 
distance 4 est représentée sur la couronne C du plan des ¢) augmentée 
de 4. De la: 


to 
(17) ed 


Cette équation nous permet de calculer m, quand on a trouvé la solu 
tion w(¢) de l’équation (E”). 





eS Oe — 
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5. Transformation de l’équation fondamentale servant de départ aux 
approximations successives. 


Posons 
(18) o= + ir, # et t réelles, 
et prenons comme ligne de différentiation la circonférence 
(19) C= Ret. 
Alors 
(20) tha —if. 


Comme nous savons que w(¢) est réelle sur la circonférence |¢| =1, 
nous y avons les relations: 

w(e*l)w(e-“l) =| w|* = cte*", 
w(e-*l)— w(e*l) = — Ziv = Qice'sind, 
oi @ et t dans le dernier membre ont l’argument ¢ sur la circonférence 
|¢|—R. Alors, d’aprés (20) et (21), l’équation (E”) se change en: 


(F) qt _ ge-5sind = 0, sur la circonférence |¢| = R. 


de 


(21) 


De méme, en différentiant le long de la circonférence |¢|—= R~*, nous 
avons: 


(F’) : +ke-*sind=0, sur la circonférence |¢| = R~’. 


Chacune des équations (F) et (F’) pour w est équivalente & l’équation 
(E’), dés qu’on tient compte de la condition que w doit étre purement 
imaginaire pour |¢|=1. Donec, tenant compte de cette condition, il peut 
suffire d’en considérer une des deux, p. e. (F). 


6. Premiére approximation, ondes d’ Airy. 
Dans |’équation (F) les inconnues sont w = #-+-é1 et la constante k. 
Une solution approchée est obtenue en négligeant, avec les premiers 
auteurs qui se sont occupés de tels problémes comme Lagrange, Poisson, 
Airy, les termes dans lesquelles figurent les produits et les puissances de 
# et t, c.a.d. q’on considére des valeurs de uw trés voisines de c, et 
des valeurs petites de v. Alors (F) se transforme en 


(22) _kO=0 pour |¢|=R. 


Pour trouver la solution de cette équation, souvenons nous de la 
forme de w, trouvée dans les équations (10), (11) et (18): 


23) o = S(al+ial)e"+ 3(—al+iar)e’, 
v=1 v=1 


Mathematische Annalen. 95. 89 
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ou a, et a,’ sont des constantes réelles. On trouve donc pour # et 1, en 
posant sur la circonférence |¢|= R (= Ret?: 


oe = > _ a;(R” — R~")cos vo _ a,’ (R" — R2~")sin vo, 
(24) a 
t= S'—a,(R"+ R™ )sinvo + a? (R”+ R~”)cosve. 


, 


1 


On obtient donc, en substituant les expressions (24) dans (22), et en 
posant avec Stokes **) 


(25) 8,=R°+R", D,=R’—R”, 
les équations suivantes: 


a! (—»S,+kD,) =0, 


(26) a” (—»8,+ED,)=0. 


On satisfait & ces équations en choississant un nombre entier positif 
vy=j et posant 


.§ si I ; 
(27) k=ip; @n=an=0, m+j. 


On peut, sans restreindre la généralité de la solution, prendre j —1, 
puisque de toute solution correspondante & cette valeur on peut en obtenir 
une infinité d’autres en groupant n ondes (nm entier arbitraire ) de la pre- 
miére solution, et en regardant cet assemblage comme une onde unique 
de longueur 4, = nA; pour cette onde le paramétre k, a la valeur k, = nk. 
On trouve done comme solution de lPéquation (22): 


(28) @ = ai(¢— 07") + ia? (¢+07%), k= S. 


On peut montrer qu’on ne restreint pas la généralité de la solution en 
considéront comme solution générale de (22) seulement le second terme 
de lexpression (28) pour w. En effet, par la substitution: 


(29) C=——tu Ge p= Vai?+ af” 


Péquation (28) se transforme dans l’équation 
(30) w= —in(e+07%), 


oa nous avons mis de nouveau ¢ pour ¢,; west, comme on voit de (29), 
un paramétre réel, que nous supposons petit, suivant le caractére de la 
solution. 


"®) Stokes, II, p. 820. 
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De Véquation (17) on obtient alors que e~™=1, et, d’aprés (14) 
et (27) on @ pour p: 


8S, R+kK™  e*+e* 
(31) 9-5" = pt a 





Alors on obtient de (3) et (9), en éliminant /: 
(32) c? Tanh « ’ 


94 @ 
On peut facilement calculer, que la hauteur moyenne A du liquide est 


égale & 4. Nous donnerons le calcul explicite dans le § 15, ou nous faisons 


le méme calcul pour les trois premiéres approximations. En anticipant 
ce résultat, nous avons ]’équation : 


(33) 5 a Se. 

C’est Véquation connue donnée par Airy, déj& mentionnée par 
Poisson **), et déduite, plus tard, plusieurs fois par d’autres auteurs. Elle 
nous permet de calculer la vitesse c. On en déduit pour le cas d’une pro- 
fondeur infinie (oi @ tend vers l’infini) la formule donnée par Green 
2xc*=gi. On démontre facilement qu’on a retrouvé ici les ondes 
sinusoidales d’Airy. Ce cas a été traité p.e. dans les mémoires cités 
d’Airy, de Stokes, de Rayleigh et dans le livre cité de M. Levi-Civita, 
ainsi que dans plusieurs traités d’Hydrodynamique. 





7. La forme de la solution rigoureuse. 


Pour pouvoir passer 4 la solution rigoureuse de (F), nous essayons 
de résoudre |’équation en faisant I"hypothése que les inconnues (la fonc- 
tion w(¢) et la constante &) soient développables suivant les puissances 
d’un paramétre réel u, suffisamment petit. Nous posons donc 


(34) @ = So,p", 
(35) bes ky + Sku", 


ot les séries sont censées uniformément convergentes pour || assez 
petit, les mw, désignent des fonctions de ¢ holomorphes (uniformes) dans 
la couronne et purement imaginaires pour |¢|=—1, et les &, sont des 
constantes. La série pour w est censée aussi étre uniformément conver- 


13) S. D. Poisson, Mémoire sur la théorie des ondes, Paris, Mém, de |’Acad. 1 
(1816). 


39° 
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gente dans la couronne ainsi que la série at ue". Ces hypothéses 
seront contrélées 4 postériori. 

Quand on introduit les expressions (34) et (35) dans (F) et égale 
les coéfficients de premier ordre en «~ dans les deux membres, on est 


évidemment reconduit pour wm et k, 4 l’équation (22). On a done, 
daprés (30) et (31): 


(36) wo, = —i(+07*), 


(37) ky = Coth «= 3. 


La fonction w(¢) doit étre, suivant l’équation (23), développable dans la 
couronne C en série de Laurent de la forme: 


(38) w= F — a(t —077) + Siar (e" +27). 
Posons rT 
(39) geet", & =t"—o* 


Alors w a la forme d’une série dont le terme général est de la forme 
tc,n, + C4, 
ot c, et c, sont des constantes réelles. 


Quant aux fonctions w,(¢), n >1, on peut démontrer, par des con- 
sidérations analogues a celles développées par M. Levi-Civita**), qu’il est 
loisible (par un simple changement du paramétre «) de supposer que les 
fonctions w, (n> 1) n’ont pas de terme en 7,. Car, s’il n’en était pas 
ainsi, la série de Laurent pour w — ~m, commencerait: par un terme en 7,. 
Désignons le coéfficient de 7, par — u,; m, est une fonction de yu holo- 
morphe pour || assez petit contenant «* en facteur. I] est alors loisible 
de prendre comme premiére approximation de m, au lieu de «wom,, la 
fonction 


(40) Bo, = bo, — tun, = —t(u+ my)y 


et d’imaginer la fonction w(¢) développée suivant les puissances de 
w* =u-+p,, au lieu du développement suivant les puissances de yu, ce 
qui est légitime pourvu que |! soit suffisamment petit. Sous cette 
nouvelle forme w — u*, ne contiendrait pas de terme en y,, et il est 
loisible de l’admettre dés le début. On réussit donc seulement de faire 
disparaitre, de cette fagon, des termes eventuels en y,, pendant que 
Jes termes en 6, restent dans le développement. 





4) Levi-Civita II, p. 291. 
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Cela admis, nous allons démontrer que les w,, n>1, sont des po- 
lynomes (par rapport & ¢ et ¢~*) de la forme suivante: 


WD, = — Bag Ny 
Wy = — 155 Ng 
(41) Og = — (744 Mg + Yaa Me) 


W, = — #755 5 + Ys Ms) 


~~ ok a eet Se a ae eT ae 


= — 8 (Yun Mn + Ynn—2 Mn-2 t-+> + Ynata)s 


ot d= 2 pour n pair, d = 3 pour m impair, et les y,, sont des constantes 
réelles. De plus, nous allons démontrer que tous les k, d'indice » impair 
s’annullent. 


8. L’algorithme de |’intégration. 


Ecrivons |’équation (F) de la maniére suivante: 


(42) a _ 4 O=kP(O,t)—xd, pour |¢/—R, 
ou nous avons posé 
(43) x= k—ky= Sku", 
n=1 

(44) P(d,1t)=e-**sind — P= —3Ir—.... 

Posons de plus 
(45) o, = 8, + 1, (8,7, réelles). 

Alors on a, d’aprés (34): 
(46) = SO Kn", => “". 

n=1 n=1 


Posons ensuite pour le développement de & P(#, 7) (qui commence 
par un terme en “*): 


(47) kP(#,1) = 0, n* +- @, ® +... SO py” 
n=2 
Supposons maintenant qu’on ait trouvé effectivement ,, w,, ..., @a-1 
sous la forme (41) et les constantes k,,k,,...,k,-2 en constatant que 
k,, k,,... (tous les k, d’indice » impair non supérieur 4 n — 2) sont 


nuls. Alors le raisonnement suivant nous peut rendre compte de la 
structure de @,, fonction nécessaire pour le calcul de w, et de ky-1. 
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Remarquons que P(#,7) a la forme suivante: 


P(o,7)=(1- © Sete SF +... eae eee...) 6 


= Seo Sou Sean") (Soe), 


kt ik, 8 


ot les «,, sont certains coéfficients numériques. Comme 


(Srame)m eters annette suadett 
(49) m=1 


( = TH). = t? w+ 21? 7,4 +-(a2%+ 21,12 -+131,+ 3424, )ue+..., 


. 2 2 €l eres. 2 we ee. 6 DP 2 2 Se SUMO we ee eee eee 


on voit que les coéfficients de «* dans ces développements sont des 
polynomes en 1; de poids k. On voit donc, posant 


(50) P(O,1)—= 3 Pee’, 


que les P, sont des polynomes en 1,, 3; de poids v, et le poids de ces 
polynomes en @; seul est toujours impair. Comme on a, pour 2 <» <n—1, 
sur la circonférence |¢| = R, d’aprés (41), 


(51) ty = — 8, 7r, 008 ¥0 — 8,_97r,»-2 008(» — 2)0 —. 


*“*> 


0b, = + D,y,,sinvo + D,_s7,,,-, sin(y — 2)o+... 
et pour »= 1, d’aprés (36) 
(52) t,=—S,coso, #8, =D,sino, 


on en déduit que les P, sont des polynomes en sinao, a<n, ne con- 
tenant pas de termes en cosac. 

En se rendant compte de la structure de kP(#, 1), développée sui- 
vant (47), on en conclut que les @, ont le méme structure que les P,. 
Comme tous les k, d’indice ¢ impair (non supérieur 4 n— 2) sont nuls, 
les termes en sin(y —1)o,sin(y —3)o,... ne figurent pas dans le dé- 
veloppement, que nous pouvons donc écrire de la maniére suivante: 


(53) &, = g7, 8inv o + g;,,-,8in(y — 2)o+...+@,,8ineo, 


oi ¢=1 pour » impair, et e=2 pour, pair, et les coéfficients g), ren- 
ferment les k,,i = 1,...,¥ — 2 et les coéfficients des w,, j= 1,...,¥—1. 
Comme les k, jusqu’a ky: et les w; jusqu’d m,-, (kgs et @p-, inclus) 
~ont supposés connus, on est certain que @, a aussi cette structure (53). 

Substituant maintenant les expressions (46) de # et + dans l’équation 
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(42), et égalant les coéfficients de «” dans les deux membres, nous 
obtenons: 
dt, 


(54) Fo ~ 0 Fn = Xn — Ka-1 9s, pour |¢|=R, 
ou nous avons posé 

n—2 
(55) 1, =, + 3S hk, Og-,. 


v=2 
Cette fonction zy, a le méme caractére (53) que @,. 
( 56) In = Unni no + ,,,48in(n — 2)o+...+ 9,,sineo, 
ot les coéfficients g,; dépendent aussi des k,, y=1,...,.n—2 et des 
coéfficients des w,, w=1,...,.n—1. 
En tenant compte de ce que w, est une série de la forme 


ont is Ynv Nv — > Ynv Oy, y et y’ coéfficients réels, on voit que #, et 1, 


v=1 


ont la forme, pour |¢| = R: 


o.=—— fe D, yn» Sin v o + Dy, y_, 008 ¥ 0) 
v=2 


(57) : 
t, = — > (S,7n,- cos vo + S, yg,8in a). 


r=92 


Le premier membre de (54) a donc la forme: 


(58) | os _ kd, = — 3D (— +S, + ky D,) ynv sin 
v=93 


— 3 (»8, — ky D,) 7h, 00890. 


v=9 


On peut facilement démontrer que le facteur 
(59) v8, —k,D, =»(R" + R~”’)— ky (R”— RR’) =P, 


s’étant annulé pour »=1, ne s’annulle plus pour y>1.%°) Alors, en 
égalant, 4 laide de (36) et de (56), les coéfficients de sinvyo et de cosya 
dans les deux membres de (54), on obtient les relations suivantes: 

Yar = 0 

Yar = 0 pour y>n et n —» impair 

(60) 0 =4q,, — D,k,_; pour m impair 
0 =k,_, pour n pair 


(— » 8S, + ky Dy) yn» =Gnr pour 2<v<n. 





4%) Voyez p. e. Crudeli p. 47. 
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Enfin on obtient, 4 aide de 7 pour w, l’expression: 


. si Ware 


dans laquelle ne figurent que des termes en 4,, 9, %y—y>+-+> Yds Ce 
que nous avons noté en accentuant le signe S. Nous trouvons donc 
bien pour w, un polynome du caractére décrit, ainsi que la propriété des 
k que k,_, est zéro quand n est pair. L’algorithme constructif des fonc- 
tions w,(¢) et des constantes k,_, est ainsi indéfiniment applicable 
& partir de n= 2. L’énoncé que nous avons fait 4 la fin du §7 sur la 
forme des fonctions «,(¢) et la propriété des constantes k,_, est donc 
parfaitement justifié. 

Si Pon veut arriver de ‘la maniére énoncée jusqu’aux termes d’un 
ordre n donné (m inclu), il faut assigner l’un aprés l’autre les fonctions 
,, Wg,+-+,@,_, et les constaates k,,k,,..., k Comme un polynome 
w,(¢) du type (41) dépend de (=| constantes, [1] désignant la partie en- 


n-1 


"~-3° 


tiére de 1, et comme il y en a, parmi les k,, k,,..., k,_,, H a déter- 
miner (les k, d’indice impair étant nuls), les calculs 4 effectuer revien- 


nent & l’évaluation de 
» [3] + [3] 


r=93 
constantes. Ce nombre est égal a a(e+*) pour n pair, et égal 


a atorhn —3 pour impair 16), Nous avons, de plus, & trouver la con- 


stante A de (17). Nous avons (§§ 15—18) effectué le calcul numé- 
rique jusqu’é l’ordre n = 3 inclu. 

Nous avons, naturellement, encore 4 établir la convergence de ce 
procédé pour un paramétre « 4 module assez petit. Nous le ferons dans 
les §§ 10—13. Pour y parvenir, il est bon de déduire encore de |’équa- 
tion (60) pour k,-;, en la comparant 4 (56), l’expression suivante pour 
k 


w~3° 


+a 
(62) us 251 z,(0)sinodo, 
ou, comme #,,...,%,-; ne contiennent pas de terme en sino, A cause 


de léquation (55): 


+2 


(63) ky- 


)sin odo. 








**) Comp. Levi-Civita II p. 297. 
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9. Démonstration que les ondes sont symétriques. 


Les ondes dont i] est question dans ce travail s’appellent symétriques 
lorsque leur profil est symétrique par rapport 4 la verticale passant par 
une créte. Notre axe des y en est une, cet axe passe (pour « positif) 
en effet par une créte (comp. § 17). Alors, & cause de l’équation 


(64) =|" -+9(y, — h) = const, *”) 


dans laquelle y, est l’ordonnée du profil, les vitesses en deux points du 
profil (x, y) et (— 2, y) seront égales en valeur absolue, donc, comme le 
profil est ligne de flux et le sens du mouvement relatif est celui des 2 
croissantes, les composantes horizontales des vitesses seront égales et les 
composantes verticales égales et de signe opposé. Donec 


u(—2,y)=u(z, y), 
v(—2,y)= — v(z,y). 


De plus, quand (65) est vérifiée, on tire de (64) que les ondes sont 
symétriques. Comme, d’aprés (7) et (10) 


(65) 


(66) w=u—tv—ce-im-* ef, 
nous déduisons de (65) que 
d(—2,y)= — O(a, y) 
t(—2,y)=t(z, 9), 


relation valable, comme (65), dans tout le champ, dans lequel u,v, 3, r 
sont déterminées, puisque les fonctions sont des fonctions harmoniques. 
On constate’ de la méme maniére, que 


(67) 


¢(—2,y)= — 9(#, 9), 

v(—2,y)=y(2, 9). 

La transformation (5), qui fait correspondre 4 chaque point f= » +7y 
du plan des f= g-+y un point ¢ dans la couronne, fait correspondre 
& deux points (y, y) et (— y, y) deux points du plan des ¢ symétriques 
par rapport 4 l’axe réel. Donc, quand ¢ = é-+ én: 


t(€, — 9) =1(€, 9). 


1”) Voyez Levi-Civita, Livre p. 72. Cette équation, qui s’obtient en exprimant 
que la pression p sur le profil est constante, se transforme en (E) par transformation 
de la variable indépendante. 


(68) 


(69) 
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La fonction ow —#-+ it jouit donc de la propriété que, en deux points 
(&,) et (&, —n), la partie réelle change de signe, la partie imaginaire 
restant inaltérée. Or, la méme propriété appartient aux fonctions 
in, =i(¢" +7”), tandis qu’elle ne subsiste pas pour 6, = ¢” — ¢~”. Comme, 
dans le cas le plus général, les w, ont le développement 


2 (— tyne Me + Ynv Oy) 

les y et y’ étant réels, on voit que le cas des ondes symétriques se 
caractérise par la propriété que les y,, s’annullent. Comme nous avons 
vu, dans le paragraphe précédent, que l’algorithme constructif méne en 
effet & ce résultat, nous avons démontré par la que les ondes périodiques 
obtenues sont symétriques. 

jeune on appelle creux un point du profil correspondant & l’abscisse 
r=5 +k, k entier (comp. §17), on peut démontrer que les ondes 
sont aniiiitinis non seulement par rapport a la verticale de la créte, 
mais aussi par rapport a celle du creux. La démonstration ne différe 
en rien de celle donnée par M. Levi-Civita pour le cas d’une profondeur 
infinie **). 


10. Déduction d’une inégalité pour les w et les ar 


La détermination de chaque polynome @,(¢) se fait moyennant 
Péquation (54), qui a (comp. aussi (56)) la forme suivante: 


(70) 4 — bo, —7,(0)—b, 19, = ¥,(0)—= S'dartinre. 
ved ‘ 

La solution de cette équation est dounée par (61). Nous nous pro- 
posons maintenant, pour obtenir une formule utile pour la démonstration 
de la convergence des séries obtenues, de déduire une limitation supérieure 
de |w,| et de a dans toute la couronne. Pour ce but introduisons 


la fonction auxiliaire: 


2 


(71) N()= S 5th 


Pour nous rendre compte du caractére de la fonction introduite par la 
série (71), formons encore la fonction: 


1 
- e- D » R*¢” 


Bt ley + ye — Ie 
“E 








(72) 





1 
ae 
Re 





18) Levi-Civita If p. 286. 





~~ na > ~*~» 
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Alors la série 
(73) B(¢) = A(¢)+ N(C) 


se comporte dans toute la couronne, les contours inclus, comme une 
fonction holomorphe. En effet: 


(74) B(e)= Saf ; ~ stan} 


v=? 
be (1-255) — gas 
-- 5 ae \ oo ) 


v= ton y R” 














Quand on a choisi un nombre positif K > k,, la derniére fraction du 
dernier membre de cette équation (74) sera, pour toutes les valeurs de » plus 
grand qu’un certain »,, plus petite que K; donc la série du second membre 
converge (absolument et uniformément) pour |¢|—R. Une démon- 
stration analogue vaut pour |¢|=— R~*. La fonction N(¢), définie par la 
série (71) est donc bien déterminée en tous les points de la couronne et 
sur le contour, sauf aux points singuliers logarithmiques sur le contour, 
c. 4. d. aux points f= R, ¢—R™. 

Cela posé, on tire de (70) et (71): 





’ e7t"% -* et" y 
(75) M(ge-m)Z,00,) =! en ° > %,8in v9, 


v=? 


donc 
+n 
1 re a 4 4 v 
(76) +f e~*%)7,,(0,)do, = —# Ste. =,(¢). 


Ceci est légitime pour chaque point ¢ de la couronne C et du contour, 
quoique N(fe-*%), considérée comme fonction de '¢, a deux singularités 
sur ce contour. Cependant N({e-*%) y reste intégrable, et il s’ensuit de 
la que la formule vaut aussi pour ces points’). 

On déduit de cette formule (76), en prenant comme variable in- 
dépendante s =o, —o au lieu de o, et posant [ = get: 


(77) w,(¢)—t fN(e), (0 +0)de 


%*) Comp. les démonstrations pour le cas d’une profondeur infinie dans T. Levi- 
Civita, Risoluzione dell’equazione funzionale che caratterizza le onde periodiche 
in un canale molto profonde. Math. Ann. 85 (1922), pp. 256—279 ‘Hilbert-Festechrift). 
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Comme,  étant une fonction holomorphe, a peut étre calculée en 
do, daw 








faisant varier seulement o, on a it ly AL et donc 
+x 

_ do, 1 =e 

(78) 7 —_ az J N(ee “ )in(s -+ o)ds, 


et, en reprenant comme variable d’intégration o, = s + 4, il vient: 
+a 


doa, 1 oe 
(79) at a! Nie e-*%) 7, (0,)do,. 





I 


—2 


Les deux formules (77) et (79) nous permettent de calculer une inégalité 
& laquelle satisfont ces fonctions. Soient M, et M, les maxima absolus 
de 7,(o) et de %,(o) sur le contour de la couronne. Alors on déduit de 
(77) et (79) (toujours pour n > 2): 





(80) |o,| SIM, 
(81) S| <I Ma, 





quand on désigne par J une constante fixe non inférieure au maximum, 
dans la couronne, de la fonction: 


+x 
: 1 ene 
(82) ata | iN (cert) | ao. 





De nos observations précédentes sur le caractére de la fonction N 
nous savons que | N| reste, en effet, intégrable dans la couronne ‘et sur 
son contour. 


11. Introduction des majorantes stokiennes pour notre cas d’une 
couronne, 


M. Levi-Civita a introduit, pour la démonstration de la convergence 
des séries introduites par lui pour le cas limite d’une profondeur infinie, 
des fonctions majorantes qu’il a appelé des majorantes stokiennes*). 
Comme les séries de M. Levi-Civita convergent dans un cercle de rayon 
un, la méthode développée par lui ne suffit pas pour le cas actuel, 
oa nous étudions des fonctions définies dans une couronne. Nous pouvons 
montrer cependant qu’une modification des méthodes, qui valent pour le 
cercle de rayon un, nous permet aussi de traiter le cas d’une couronne. 


°°) Comp. Levi-Civita Il, p. 300. 





> aro ° 


~—_— 


< 


cas, 


alors 


(83) 


dans 
(84) 


sont 


(85) 
peut 


une 


(86) 





morphe (uniforme) par rapport & j, ainsi que ses dérivées premiéres de 
direction par rapport & Q, pour || assez petit et Q en O*. Elle admet 
, comme fonction de mu, une série de Taylor: 


valable dans C*. Les fonctions #,(Q) se comportent comme # a l’égard 
de argument Q. 


quand elle jouit des propriétés suivantes: 


positifs dont les maxima (atteints nécessairement sur le contour) ne 


modules des dérivées de direction de 3, (Q). 


des majorantes ordinaires: 


stokienne, quand |#|< M, et |#’|< M’ dans O* (M et M’ étant des 
constantes), en prenant 


En effet, dans ce cas le maximum de | 2| est M R-+ M, nombre plus 
grand que M, et le maximum de Q’ est M’, égal au maximum de | #’|. 
On peut, cependant, prendre aussi d’autres expressions. L’expression (86) 
ne contient pas, comme on voit, des termes en rn 
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Soit C* une région située dans la couronne C pouvant, dans certain 
étre identifiée avec C, appelons Q un point de O*. 
Soit # une fonction de la variable complexe u et du point Q, holo- 


d= 39, (Q)x", 


Alors la fonction Q(u,¢) est appelée majorante stokienne de 3(u, Q), 
a) 2(u,¢) est holomorphe (uniforme) pour || assez petit et ¢ 
C, y compris le contour, donc 

Q= ¥2,(c)x", 
b) les 2, (¢) sont des séries (ou polynomes) en ¢ et ¢~* a coéfficients 


pas dépassés par | #,|, 


c) les oOo) ont des maxima qui ne sont pas dépassés par les 


Nous indiquons cette relation de la maniére connue dans la théorie 


b<€EQ. 


Voici quelques propriétés simples de ces majorantes stokiennes qu’on 
déduire assez aisément de la définition précédente. 


1. Sid ne dépend pas de Q: 0 = S9, u”, les d, étant des constantes, 
majorante ordinaire en est en méme temps une majorante stokienne. 


2. Si # ne dépend pas de uw: #=#(Q), on obtient une majorante 


Q= M'E+ M. 


3. Soit w(u,¢) une fonction des variables complexes j et ¢, holo- 
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morphe (uniforme) pour || assez petit et ¢ dans O*. Quand Q(u, ¢) en 
constitue une majorante stokienne, et w= #-+- ir, on aura a fortiori: 
(87) 8EQ, 1r€EQ. 


4. Les relations de majorance stokienne peuvent étre additionnées, 
multipliées et aussi dérivées par rapport 4 uw, mais non par rapport anx 
coordonnées de Q. 


5. Soit, comme en 3. encore w = #-+-ir et soit p(#,r) un polynome 
ou série de Taylor convergente de # et + dans C*. Soit de plus $(¥#, r) 
une majorante ordinaire de p(#, 1), c. a. d. quand 


(88) p(9,1)= Poo + Pir 9 + Prst + Pas O + Pyg Bt + Dog t*® +... 
et 
(89) B(9,1)= Boot Bus P+ Brat + Ba, O° + Bag Or + Pr +..., 


les 8 sont des constantes positives pour lesquelles on a 


(90) | Pinl SB: 


Soit maintenant 2(u,¢) une majorante stokienne de w, donc, d’aprés 3., 
aussi de # et de r. Alors 


(91) B(2Q, 2) = Boo + (Bis + Bre) @ + (Par + Bas + Pes) 2° +... 


est une majorante stokienne de p(#,1), ce qu’on voit aussitét en dé- 
veloppant p et $% en série de puissances de xu. 


12. L’algorithme par lequel on introduit des majorantes pour les k, 
et les w,,(5). 


Nous voulons maintenant justifier le raisonnement qui nous a fourni 
des séries satisfaisant (jusqu’ici) seulement formellement a [léquation 
fondamentale. Nous les justifierons en constatant l’existence des majorantes 
stokiennes 


(92) Q(u,0)= 5 2,n", 
(98) Km 3 Ke", 


dont la seconde (d’aprés § 11,1.) ne différe pas d’une majorante ordinaire. 

Nous y parvenons en majorant 4 chaque pas |’algorithme constructif, 
développé au § 8, des coéfficients w,(¢) et &,, et nous obtiendrons ainsi 
des majorantes 2,(¢) et K, qui doivent rendre convergentes les séries 
(92) et (93) dans la couronne et pour || assez petit. Alors on sera 
assuré que les séries (34) et (35) convergent pour || assez petit, et la 
série (34) aussi, comme fonction de ¢; uniformément dans C. 
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Cela posé, supposons pour un moment (supposition qui devra étre 
justifiée plus tard) qu’on ait obtenu une majorante stokienne Q = > 2," 


a=1 
de wm et K= > K,u" de k. On aura alors une majorante de la fonction 


P(#, t) de (44): 


(44) P(d, rt) = e** sind — #, 
en posant (d’aprés § 11, 3. et 5.): 
(94) G(2, 2)= G(Q) = e® sinh Q — Q. 


On aura alors une majorante stokienne du second membre de 
Péquation (42): 
kP(d,1t)— xd 
en posant ah 
KG6(2)+ KQ, 
ou, d’aprés (37): 
(95) K = K—k,=K — Cotha 
est une majorante stokienne de x = k — k,. 

Nous montrerons maintenant (en nous appuyant toujours sur la 
supposition qu’on ait déja trouvé les majorantes 2 et K) comment on 
peut majorer & chaque pas |’algorithme constructif développé au § 8. 
Puisque, d’aprés (47) @, est le coéfficient dans ~” dans kP(#,1), on a 


(96) @, <7 [Fak G(2)| 

n!|du _ 
et, d’aprés (54) et (70), 7, =z, — &,_, 9, est le coéfficient de ~* dans 
le second membre de |’équation fondamentale (42), on a aussi: 


(97) n= tn — by-2% <2 [55 {KG(2)+KQ}) 


Pour obtenir maintenant une majorante stokienne de w,, nous employons 
Vinégalité (80). Cette inégalité exprime, suivant le § 11, corollaire 5, que 
le produit de la majorante de 7, multipliée par la constante J constitue 
une majorante stokienne de w,(¢). On peut donc prendre, pour n > 1: 


(98) Q,(t) )= 2 | 5 ka(o )+ Fa} 
n=0 

Pour n = 1 on obtient, suivant le § 11, corollaire 2, une majorante stokienne 

en prenant 

(99) Q,(¢)=(14+ R*)¢. 

En effet, le maximum de | Q, | est plus grand que | w,(R)| = |o,(R™*)| 

= R-++ R™” et la constante Q(f)=1+ R* est égale au maximum de 

| m4 (¢) |. 
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Pour obtenir une majorante de k,_,, nous employons |’équation (63), 


qui nous donne: 
+x 


(100) Ihe-sl Sp f 1, I20. 


Mais (96) nous donne un valeur que @, ne dépasse jamais et que cette 
fonction prend sur le contour en = R. Nommons 





(101) Max | 2(u,¢)| = Q(u, R)= 4H, 
alors 
+x 
+ fife -= (Kem) 
(102) |ke-1|< 4g Lae KG(H)| do ap lak OM) fe: 
On obtiendra donc une majorante de k,_, en considérant 
2 a" 
(103) Ki 5 Fr (H)) 


comme majorante de k,_,, K,-, est une constante positive. 

Nous répétons que les formules de ce paragraphe ont été déduites 
dans la supposition (4 justifier plus tard) qu’il existe en réalité des majo- 
rantes 2 et K. F 


13. Démonstration de la convergence des séries. 


Des formules (98) et (103), qui expriment les Q, et les K,_, en 
fonction des (inconnues) 2 et K, on peut obtenir deux équations, con- 
tenant le paramétre variable «, implicites pour ces fonctions Q et K. 
On a, en tenant compte aussi de (95) et de (99): 


2 = 1 a® n 
(104) K=Cothe+ Sag ako)] 


(105) Q=(1 +R)tu +d D2 [5 (KG(2) + K9}} a. 

aaa *! (du e=0 
Comme, d’aprés (94), dans le développement de G(2) suivant les puis- 
sances du paramétre 4, les termes en u«® et «' ne figurent pas, ainsi que 
dans le développement de K Q, on a: 


. > 2 = 
(106) K =Coth« + 5 KG@(H), 


(107) Q=(14+ R*)tu+JIKG(Q2)4JIKQ, 
et, en particulier, pour ¢ = R: 
(108) H=(1+ R*)Ru+JIRG(A)+IE. 
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Ces équations ne sont plus des équations différentielles, mais des équa- 
tions ordinaires implicites pour les constantes inconnues H et K et la 
fonction Q(¢). Tout se réduit & prouver qu’elles admettent une solution 
de la forme 


(109) H— 3 H,u, K= 3 K,u", Q— 3 2,(0)u", 


dans lesquelles séries les H, et les K, sont des constantes positives, et en 
outre de démontrer la convergence des séries donnant H et K pour | «| suffi- 
samment petit, et puis, de démontrer que la série pour K ainsi trouvée 
définit 2(¢, 4) comme fonction holomorphe (uniforme) de yu et ¢, |u| 
étant suffisamment petit, ¢ dans la couronne C ou sur le contour de C, 
pendant que les coéfficients de 2,(¢) sont tous positifs. 

Cette solution peut étre trouvée. Comme, sur ce point de la démon- 
stration, il n’y a plus de différence essentielle entre le raisonnement pour 
le cas limite d’une profondeur infinie, et le nétre, nous pourrions nous con- 
tenter de citer le mémoire de M. Levi-Civita. Pour étre complets nous 
esquissons encore cette derniére démonstration. 

Posons 


(110) H=pzt, K=p», 
en remarquant que, d’aprés (94) (comp. (44) et (48)): 


(111) @(H) =@(uz) =m" z*G(uz) = w2z*(84+ 2urt...), 


ou G désigne une fonction entiére  coéfficients positifs du produit ur 
se réduisant & 3 pour u = 0. 
Pour ¢ et ) nous obtenons maintenant, d’aprés (106) et (108): 
aa) r=(1+R*)R+J(K,+“»)ur*G@(urz)+Jury, 
; 2 
y= 5 (Ko + #9)t*G (uz), 


qui pour «= 0 se réduisent a 


6 
(113) r=(1+R")R, y= Se. 
Ce systéme (112) nous définit deux fonctions r(u), y() développables 
en série de « pour || assez petit, les coéfficients de ces séries sont tous 
positifs. Nous avons donc résolu la partie du probléme relatif 4 Het a K. 
Quant & 2(¢), posons 





(114) Q(f)=ug(l), G(2)—pu*g*G(u3). 

On a alors, d’aprés (107): 

(115) b= (1+ BC+ I (Kot wo) Hs? O(us) + Jung 
4 
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et on en tire, d’aprés le théoréme d’existence des fonctions implicites, 
qu’une fonction 3 existe avec les propriétés cherchées. La fonction 2(¢), 
obtenue alors d’aprés (114), a les coéfficients du développement en série 
de puissance de y et ¢ tous positifs et résout la derniére partie du probléme. 

On a ainsi justifié la supposition mentionnée plus haut et avec cela 
on.a démontré la convergence uniforme des séries définissant~ et k, 





pour || assez petit, et, & l’égard de wm et méme de la série Sa au", 
— 
pour ¢ située dans la couronne. 


14. Construction d’un autre algorithme pour les approximations 
successives de w. 


Quoique lalgorithme constructif des approximations données soit 
valable sans restriction, il nous semble cependant utile d’esquisser ici 
encore un autre algorithme constructif, opérant sur les w et non sur les w, 
capable de nous donner aussi les approximations successives et dont résul- 
tent les mémes séries que du premier algorithme. Comme la convergence 
de ces séries est déja démontrée dans les paragraphes précédents pour 
Pautre algorithme, nous sommes certains que l’algorithme déduit dans ce 
paragraphe méne aussi & un résultat convergent. Pour y parvenir, con- 
statons qu’on satisfait 4 l’inégalité (1) en posant (comp. (7)) 


(116) w=ce-™(1+e), 
oi e a le module suffisamment petit et m est tel que le développement 


de «(¢) en série de Laurent n’a pas de terme constant. On trouve, de 
maniére analogue que dans le § 4: 


(117) em = i, 

et pour l’affixe z: , 

(118) zm giien (Ht. 

Par la substitution de (116) léquation (E) devient, en employant un 
notation analogue 4 celle employée en (8): 

(119) a (é+2) —k(é—2) =L(C), 

ot k est défini par (14) et 

(120) L(t)=—(e+e+eseA(e+ra—(itetetrene fe.” 


*1) Comp. les mémoires cités de M. Crudeli. 
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L(C) peut étre mise sous la forme 


(121) L(t)= —¢4 M(C), 

ou 

(122) M(t) = (8 +5 + 28)" +83. 
Posons encore : 

(123) A(t) = ge (f+ f) — Cothe(i—f), 

alors l’équation 4 résoudre devient: 

(E,) A(e) = — £4 M() +(k — Cothe) (#— &)=0. 


La premiére approximation 
(124) & = W, ft 


méne 4 l’équation 


(125) A(w,)=0, 

i laquelle on satisfait (comp. le raisonnement du § 6) par 
(126) w=; 

(127) .k=k, = Cothe. 


Cette solution conduit aux ondes d’Airy et aux équations (32) et (33). 
La fonction w peut étre développée, dans la couronne C, en série de 
Laurent & terme général (comp. (39)) 


d, n, — id, d,. 
De la condition que w(¢) soit réelle sur la circonférence |¢| = 1 on déduit 
que les coéfficients d, et d, sont réels (comp. le raisonnement du § 7). 
Nous savons maintenant des paragraphes précédents que la fonction « 


et la constante k sont développables suivant les puissances d’un para- 
métre «, dont le module est suffisamment petit: 


x 
(128) e= wu", 
n=1 


(129) k=ky + > ke". 
n=1 


Ces séries sont uniformément convergentes pour |/| assez petit, les w,, 
désignant des fonctions de ¢ uniformes dans la couronne C et réelles 
pour |¢|=1, et les &, sont des constantes. La série pour e est aussi uni- 





formément convergente dans la couronne C, ainsi que la série a Cee “ 


n=1 


40* 
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Quand on introduit les expressions (128) et (129) dans (E,) et égale 
les coéfficients de premier ordre en ~ dans les deux membres, on est 
évidemment reconduit, pour w, et k,, aux valeurs (126) et (127). De 
plus, on peut démontrer, par les mémes considérations qu’au § 7, qu’il 
est loisible de supposer que les fonctions w,, n >1, n’ont pas de terme 
en »,. Cela admis, nous pouvons démontrer que les w,, n >1, sont des 
polynomes de la forme suivante: 


w, = By, = Baa Nes 

ol ig I ie 

(180) = Bu 14 + Baa Me» 
= By, adits 


w hike bh: n-2 %n— at: + ByaMnar 

ot d, comme dans (41), = 2 pour nm pair, —3 pour n impair, et les 
B,, By, B;; sont des constantes réelles. De plus, on peut démontrer que 
tous les k, d’ordre » impair s’annulent. 

Pour le démontrer, supposons qu’on ait effectivement calculé 
W,, Wy, ---,W,_, sous la forme (130) ainsi que les constantes k,,k,,..., 4,» 
en constatant que les k, d’indice impair (non supérieur & n— 2) sont 
nulles. Alors, en indiquant le coéfficient de u” dans le développement de 
M(C¢) par [M(C¢)],, on obtient, aprés la substitution de (128) et (129) 
dans (E,), et aprés avoir égalé les coéfficients de u4* dans les deux membres: 


(181) A(w,) = — CFe[M(E) Jn + ey (tg — yg) + 
+ - k,,-,(t,— ,) pour m impair, 
PASS at +e ie ce) pour m pair. 


On a ainsi une équation qui nous peut donner les coéfficients de w, et k,_, 
En effet, on trouve: 


A(n,) = P,(¢” — £7") =P, 4, 


13 
( 5) A(d,) = P,n,, 
ot P, a la signification (59). 
De plus: 
ty — "» om D, é,, 
(133) 


d ++ - 
Ca (iin + te) = 8,98 
En tenant compte que w, est une série de la forme: 


S Bae tte +4 S Bar des 
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Bar et Ba, coéfficients réels, on voit que A(w,) a la forme 
3 Par Pub, + 3 i Bax Paty. 
On peut se rendre compte de la maniére suivante de la structure des 


[M(¢)],- 
On a, d’aprés (128): 


t+e -35 (, + %,) mu, 

ee = , W, m* + (W, Wy + th, w, ) w* + (to, w, + 1,0, +0, w,)ut+.. 
. 5 (é+8+é2)" =F (%, +t, )* u* +(10, + 1, ) (to, +t, + th, ,) u* 
+ [2 (toy + tng + tb, 1,)*+ (to, + Hy) (tg + tg + tb, to, + 10,10, )] w+... 


Alors, d’aprés (122), la structure de [M(¢)], se déduit des triang- 
les suivants: 


Se ga ligne 1, 
(135) ; w, + amt o, . aa ligne 2, 
w, +0, w,+%,w,+ w,. . ligne 8, 


w, +, wv, + %,w, + w,w, +, . ligne 4. 
Pour obtenir {[M(¢)], on multiplie la premiére ligne de (137) avec la 
ligne (n — 1), la ligne 2 avec la ligne (nm — 2), etc., et calcule la somme 
des produits ainsi obtenus, donnant aux carrés le coéfficient }. Puis on 
y ajoute la ligne (m), prise du triangle plus petit. 

Comme [ M(¢)],, ne dépend que de w,, w,,..., w,_, et ne renferme que 
des termes en y, et non en 4,, l’équation (131) pour A(w,) nous permet 
de calculer les coéfficients £,,, B,, et k,—-,. On trouve, de plus, en sub- 
stituant les valeurs (130) dans [M(¢)],, que cette expression ne renferme 
pas des termes en 7, 1, %,-3> %a—5>--++ @t que donc oF [M(2)), ren- 


ferme seulement des termes en 6,,45,_.,5,_,,.-. et ne renferme pas de 
terme constant. On trouve donc: 

Bar =0 ’ 
(136) Bar = 0 pour » >n et n— » impair, 


0=k,_, pour n pair. 


De plus, on trouve des équations pour les f,, non nuls et k,_, pour n 
impair. On trouve pour cette derniére constante pour m impair: 


(187) a By >< Coeff. de 4, en ¢7-[M()],- 
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On voit qu’on obtient donc, de (131), une expression pour w, de la 
forme prédite, et avec cela, l’algorithme constructif des approximations 
successives est justifié, ainsi que la propriété prédite des k,. 


ll. Les caleuls numériques. 
15. Caleul numérique de l’affixe ~ et de la consiante p. 


Les fonctions S, et D, introduites dans l’équation (I, 25) satisfont 
aux identités **) 
(1) $,8,=8,,,+ 8,-,, D,D,=8,,,—8,_,, D,8,= D,,,+ D,-; 
et 
Senta _ 





8, =~ &,,— S,,-— + Se,-4— --- +(—1)" 
Den 
(2) 6 Pan-1 + Dan-st+ Dans t+. $1 
2 1 pour n impair, 


na = 8, +80 t Batt 


S, pour n pair. 


On a, d’aprés I (52), (57) et (60), sur la circonférence |£| = 


d, = D, sino t, = — 8, cose 
(3) - #&,= D,y,sin2o t, = — 8, y, cos20 
3, = D, y, sin3o t, = — 8,7, 00s 30 


ou nous avons mis y, et y, pour y,, et y,,. Nous nous contenterons de 
ces trois premiéres valeurs des #, et t;, parce que nous voulons effectuer 
le calcul numérique jusqu’é la troisiéme approximation inclue. Done, pour 
\¢|=R, on a, k, étant d’aprés I (37) =F: 


dt 8 Ri: 28,D,—D,8, . . 
de ~ ‘0%: = 7 (28, — Dy Da) sin 20 = y, =~ PS sin Zo 
= 7,53”: sin 20 — y, D?sin 20, 
(4) 
d 8 es 88,D,—D,8, .. 
ds ~ kos = 75 (38, — 7+ Dy) sin 30 = y, “71 PS sin 3.6 
— rye sin 8.0 = 27, 8,D} sin 30. 
1 


D’aprés [(48), on a pour le wr a i se de P(#,1r) jusqu’au 
troisiéme ordre inclu: 


**) Comp. Stokes II. p. 321. 
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P(d,1)=— 819 -T O45 09 


9 3 
2% 


= — 81,8,n2+ (— 31,0, — 81,8,— 5 Oi + d,) a" 
(5) =3 8D, sin 20 + (37,8, D, sin o cos 20 
+ 87,8,D, cososin20+ ¢ D} sin* o 
- = S? D, sine cosa) a’. 
Comme, d’aprés I (37) et (47): 
’ ~ 2 ~ 3 S, 3 1 
(6) Oyu? +, = (F + by u*) P(O, 1), 
1 
on conclut de (5): 


A é 3 
Hg = 58} sin 20 = (8, +2)sin2o, 





8 2 
&, = F725, Sq (sin 30 — sino) + 3 rp (sin 30 + sina) 
(7) — 7D} 8, (— jsin8o + $sino) +98} (sino + 1sin30) 


9 
2 
D 


74 (8, + 28,) sin 80+ (78, + 208,) sin3o 
+ 3748, sino + 5 (28, +78,)sino. 
On trouve donc, d’aprés 1 (54) et 1 (55): 
7, D} sin 20 = $(8,-+ 2) sin 20, 
(8) 27, D 8, sin3o = 87, (8, + 28,)sin30 + > (78, + 208,) sin3o 
+ 378, sino + 5 (28, -+78,) sino — kyD, sino. 


On tire ae cette équation: 


9 pe 28-2 


_ 8) 8,+28, t 
(9) n= Ee tee oe 


1 1 1 8,+6 118, 
by =p, {8% 5, + 5 (28, +78,)} — 5 SESE EES, 








Comme w,= —t7g% et = —iy,y,, On & trouvé avec (9) ces 
deux fonctions essentielles. De plus, on tire de 1(17) une expression 
pour e~™. Cette derniére @ la forme suivante: 
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dt 
want] EU tmat nme trons 


(10) +3 (mH + nme +e 6 em} 
mani Efi t net (om tyat)e 
+ (75 Ns + Yo%1 M+ ni) #*} 
=1++2', 
puisqu’on a: 
(11) %h = eer t M-1> No =2- 


On a maintenant toutes des données nécessaires pour calculer w et z. 
Pour l’affixe z on trouve, d’aprés I (16), et II (10): 


1 (evar 1 
7 Oni’ f ia 
(12) = 553 ( (1—p?) ) fa {1+ +a e+ (75% +503) # 


ss (75% + %a% a + F nt) ut} . 
D’aprés le définition I (39) de , et Péquation I (5) on a: 


“et tet 





“[E(i+io—gort giro) 


(13) 


On trouve done pour z: 
z=(1—4 ff += ot ee 
+e (n+n+% 7) us sin =f 42 +4 £ La 
(14) +(m+ 4) = sin thy 
ait 5 asin Sl +95 (r+9) o is 
+ (ret ret §) mt sin Sf + (1-4) Sot sin 3}. 
Par l’introduction d’un nouveau ee b: 





2Qxb i 8,+4 
(15) — 28 ew —(%—F) w= e- ot 4 43, 
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et en introduisant les valeurs des coéfficients exprimées en R: 





' oon. 
+5 2 D: 


1 


1178, + 40S, + 48 8 8,+2 
; nt nt eng tee ts 
1 1 
(16) am LK +OK tO , 156,—38,-8 
_ 3 85,4+45,+4 
= ott 


on obtient pour z: 
2=f_2bsin E+ a oe Saf 


A 

(17) 2 89,+45,+4.. af 
a\?,385S, . 62 

— (77)’ b a “si ° 


De plus, on tire de(9) de (10) et de I (14) l’expression suivante pour p: 
p = ke-*™ = e-3™(k, + kyu) 


S, + 125,458 
=(1—8y%)(# + kyn*) = y+ St 
Cette expression est juste jusqu’aux termes du troisiéme ordre inclus. 
On en tire, d’aprés 1(9), cette expression déterminant la vitesse de pro- 
pagation c: 
mt g* D, S,+118,—6 

La partie du premier ordre de cette équation méne 4 |’équation d’Airy 

1 (32). 


(18) 


16. Les équations pour la surface libre et la vitesse des particules. 


De l’expression (17) pour z on obtient les équations de la surface 
libre en y posant f= -+iq, en tenant compte de I (3) et de I (4), et 
en séparant les parties réelles et imaginaires. On trouve alors: 





ee ek - 2ap , 2a, S,t+1 52 Ane 
«= —8,bsin—~ +78, D b sin — 


od (is $5, +45,+4 p38. 629 





sin —* , 
(20) A 2D; ch 

2 2 +1 4x 

y, = + — D,bcos =F + oe b* cos ==* 






Qx 38,+48,+4 6x9 
_ "ey D,—*—7-_- 2Ds »° ely Wie 
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Ces équations coincident (& un changement des axes prés) avec celles 
trouvées par Stokes **). 

Pour la vitesse complexe w=wu—iv on trouve, suivant I(7) et 
1(10): 


; : ae ; \- It 
w = ce-me-s — 6(1-+n*)(1—iw—f@*+1 io?) 


(21) =ef1— ms (— 7 +5) mn? 4 +(-—»+4 + Ys — i) MH" 
+2u*+ (4-3) ma'}. 


En y substituant les valeurs des coéfficients qu’on obtient de (9) et 
en tenant compte de (13) on trouve: 


w= e{1 _ 2 woos =! _ gS is we : cos 4*f _ g Set 48+ 8 1.3 o95 Sf 

(22) ch D? ch D} ch 
ag Sat+4 4 2xf) 
“ 2 — »* cos ——;. 
a I + D: j A | 


En posant w= u —iv et en égalant les parties réelles et les parties 
imaginaires des deux membres de (22) on obtient les expressions de u 
et v en fonction de m et de y. Nous voulons cependant donner expli- 
citement les expressions de u et v en fonction de x et y. Pour cela 
on doit d’abord tirer de (14) l’expression de f en fonction de z. On 
trouve, en nous bornant d’abord aux termes du premier ordre: 

(23) fi2+@, 


en désignant par () les termes d’ordre n en «. En substituant (23) en 
(14), on obtient: 


(24) emf 44 usin **44@ 


de sorte qu’on a, en se bornant aux termes en ,” inclus: 


(25) £ 2—~psin®74+@,. 


En opérant de la méme fagon avec cette expression (25), et en 
répétant lopération encore pour (8), en obtient 





ae ri a Q2uz 384 1 4az 
(26) fa: z—— psi Tse sin —— 
-3 we gt in SF 4 SPR a sin 225 
1 1 ; 
*9) Stokes [I, p. 324. Quand on remplace b par -3 - on obtient (jusqu’au 


premier ordre inclus) les équations de M. Levi-Civita, Livre p. 85. 
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af 


Comme w= dz’? 08 trouve pour w en fonction de z: 


(27) w=u—iv—e{l—2u vos 74 — 2 cos 4az 








rl ae 
pRB peg St 13 c08 2221, 
et de la pour u et v: : 
u=ef{1 — 22cos 23 Cos 24 ras ee ee 
_ 518+ 08,—1 rang 88 ou 8 62y 


Dp! 
+253 nw * cos =7* Cosh “72 , 





(28) 
= y= —of2 usin 228 Sinh Sen 4 0 DF yp? sin “2 sinh £=¥ 








43 1% a 2 in S22 sigh 
1 
28,—1 - 2eeq. ) omy 
9 25s 3 
| +2 D #* sin — Sinh rl \. 


De ces expressions (26) et (28) pour f et u on déduit facilement 
les expressions pour g et wu caleulées par Stokes™). Elles nous rendent 
compte du transport de masse, effet du second ordre en u*, dont 
M. Levi-Civita, s’inspirant d’une remarque de Rayleigh*), a pu préciser 
Yexistence et la valeur par des considérations d’ordre général, qui s’ap- 
pliquent & toute espéce d’ondes permanentes, méme non périodiques **). 


17. Autres grandeurs physiques. 


Exprimons, pour |’équation du profil d’onde, y en fonction de z au 
| moyen de |’équation (20). Nous indiquons ainsi le calcul, d’abord pour 
obtenir g en fonction de z: 


~=2+@ 
«=*—bS8 ,sin"*= 4+ @® 
(29) f=2r+b8, sin 2s 4@ 
fa=a+ b8, sin =2* _ 5° = EPORt? a See 


D? A 
) Stokes I, pp. 205, 207 

*) Rayleigh, p. 263—264. 

%) Levi-Civita, Livre Ch. II, § 7. 
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Tl n’est pas nécessaire de calculer la troisitme approximation, la 
seconde approximation de ¢ en fonction de 2 étant suffisante pour le but 
indiqué. Substituons maintenant la série pour g dans l’expression (20) 
pour y. On obtient: 





y, = + — bD, cos oar 
+o% si 22? (65; Sep — 6 FLARES gin 472) 
a2 DS a 8 0 sin 4** sin 2** 
(30) — b° (32)' p, Sette re cos 5*# 
stea- bD, ccs S55 4. = 0° ES oo 
— (yar SAA 
4 St MSE IEP ogg S22 


expression équivalente 4 celle donnée par Stokes*’), qui s’est cependant 
contenté des deux premiers termes. 
De cette expression on tire pour la hauteur moyenne du canal 


a 
(31) h= 5 fu dz 
) 
Yexpression, exacte jusqu’aux termes du troisiéme ordre inclus: 
q , xb" 
(32) aot Tt D,. 


Cette valeur (32) est équivalente 4 celle donnée par M. Crudeli **). 

On trouve ainsi justifiée la remarque par laquelle on est passée, 
dans la théorie des ondes de Airy, de I (32) et I (33). 

De l’expression (30) on tire aussi les valeurs extrémes de y, (pre- 
nant b positif, « negatif)**). 


P A 84 
Pour une créte, z = +z + Feeee 


(33) y,=h+ 6D, + ms 8,+4)+(* a) pet D,. 


*") Stokes I, p. 205. 

8) Crudeli, p. 52. 

*) Quand on prend «» positif, en obtient, comme dans le § 9, la créte pour 
z=0, +4, 
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Pour un creux, z=0, +/4,... 
(34) y,=h—bD, + = ~. a(S +4)-( nf) eet ttt, 
LD’ élévation maximum au-dessus du niveau moyen est donc: 


b* 3 85,+458,+4 
(85) e=bD,+%> (8, +4)+ (5 *)"o bt ete t* p,, 


la dépression maximum pepe: du hiveau moyen: 


(36) d@—op,—2 Pais, +4) + (% 22\"p p* 85.+ 45, +4 p 


“Tp 2D! = 
et la hauteur des ondes H: 
(37) H = y, — y, = 20D, + (22) p22 4+ p 
1 


D; a 
M. Crudeli a donné des expressions ee aux termes en b et en b* 
de ces expressions (35), (36), (37) *). 

On constate donc que l’élévation de la créte au-dessous du niveau 
moyen est plus grande que la dépression du creux au-dessous du méme 
niveau, propriété constatée par M. Levi-Civita pour le cas limite d’une 
profondeur infinie **). 

Pour calculer la vitesse carrée moyenne au fond du liquide et au 
profil il faut d’abord trouver |w|* en fonction de z. On trouve, en nous 
bornant (ce qui n’influence pas le résultat) aux termes du second ordre 
en m inclus, d’aprés (28): 


(38) |w|*=u* +0 =0*{1— 4 008 “F* Cosh =4¥ 


+ 4u*cos* 2° Cosh * 2=¥ -- oe HY 008 *F* Cosh “54 
1 


+ 4u* sin? “7 sinh* “3 
=e*{1— 4.008 °** Cosh 24 
4xz 4ny 24 4uz 4ny 
+ 2u* (008 “F* + Cos R23 i). 
La vitesse carrée minimum s’en déduit en y faisant r= 5, y= y, (créte), 
la vitesse carré maximum en y faisant z= 0, y= y, (calli be négatif. 
La vitesse carrée au profil ||) s’obtient en substituant en (38) la 


valeur (30) de y, en fonction de z. On trouve alors, en employant (32) 
et I (3) et I (4): 


%) Crudeli, p. 53. 
%) Levi-Civita Il, p. 312. 
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(39) |wip— if leita, 


= «(1-3 
=c*( : 2), 


La vitesse carrée moyenne au fond ||; se trouve en substituant. dans 
(38), la valeur y=0. On trouve, pour |w|?, la valeur (39). 
Donc: 


(40) |w\,=|w/;. 





Sink =5* + == b* Cos osh *7*) 





Cette équation est, d’abord, une approximation jusqu’aux termes du 
troisiéme ordre inclus. On peut, cependant, montrer facilement qu'elle 
est exactement vraie. Nous faisons, pour cela, usage d’un corollaire du 
lemme de Green, déduit par M. Levi-Civita, et appliqué par lui sur di- 
verses questions de l’hydrodynamique*). II est le suivant. Si m(z, y) 
est une fonction harmonique réguliére dans un champ L, dont s est le 
contour, on a (en prenant comme positif la normale dirigée vers |'exté- 
rieur de L): 


(41) * Agcos(n, y)ds =| Ov OP ae, 


ot les notions sont évidentes. Appliquons cette formule au contour formé 
dans le plan des z par deux verticales d’ et d” & distance i, et les 
parties inclues du profil / et du fond j, en prenant pour @ le potentiel 


des vitesses, dont les dérivées u = ot v =. admettent la période i 


par rapport a zx. 
Les contributions ” d’ et de d” sont gig et opposées dans chacun 
des deux membres. Sur /, og ’annulle ; sur j, 5 sn Se réduit 4 — ro —r=0); 


de 


Ag = (2)" + (2) = u?+v?=|w|*; bettas eal, cos (ny) =a; 


oy 
sur / (le sens positif étant celui des x croissants). On a donc: 


(42) 3) lel ara {Fle |*— v'\dj, 


2) T. Levi-Civita, Sulla contrazione delle vene liquide, Atti R. ist. Veneto 64 
(1906), p. 1465-1472. comp. aussi Levi-Civita II, p. 276. 











Ondes périodiques. 631 


ou 


(43) eb-3f | ‘dem fw d= a,  iwitaj = wy, 
0 
ce qui démontre que |’équation (40) est exactement vraie. 
- Caleutons. encore l’énergie cinétique du mouvement localisée dans 


une partie du canal comprise entre d’ et d’. On trouve, en désignant 
Paire de cette partie par L, et en faisant usage de (38): 


A v 
L 0 0 


A vs 
e 4aa 4 24 4xa 4 
~fe [eons 


Comme il suffit de poser dans (44) pour y,, d’aprés (30), la valeur 4 = 
nous obtenons donc: 





(45) 5 f \w—e\*aedy =p? 7 


L 


Deénergie cinétique du mouvement pour Vunité de longueur sera donc 
donnée par 


1 2) 
(46) r= 3 [\w—eldedy— ot? D, = ot Z0"D,. 
i 
3 
Comme, d’aprés (82) h — 4 - D,, on trouve encore: 
ce? q 
(47) 1=S(a—2). 


Cette relation est due a M. Levi-Civita**). Comme nous voyons, 
elle vaut aussi pour la troisiéme approximation inclue. 

De plus, si l’on pose 
(48) Teen & 


y représentera**) la vitesse muyenne du transport global dans le sens de 
la propagation des ondes. On obtient de (47) et (48): 


(49) r= jehy. 


35) Levi-Civita, Livre p. 70. 
“) ib., p. 71. 
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En comparant les deux expressions (46) et (49), on trouve: 


: 

(50) gchy=c* = b°D, 

et aprés l’introduction d’un paramétre 

(51) a= — bD,, 

on obtient l’équation: 

(52) 2aF i D,. 

En éliminant ; entre (52) et l’équation (19), on obtient 
“ee gh 

(53) + (4) ee 


équation dérivée aussi par M. Levi-Civita**). Elle vaut de méme jusqu’aux 
termes du troisiéme ordre inclus. 
Calculons 4 la fin encore les points dinflexion du profil. Pour cela, 


2 
il faut annuller st obtenu de (30): 


(54) 0 = BD, (2%) 008242 — (22)'45" S44) ogg 422 





A A 
Qa 15,+28,+6 xx , 5S,+145,+195,+32 6x2) 
+ (54 )" b ae on we cos 7 -} 4D° cos Tre 


En se restreignant 4 la premiére approximation, on voit que les 


valeurs z = + a: - ., ... Satisfont & cette équation. En calculant la 
valeur de z jusqu’d la troisiéme approximation inclue, nous trouvons 


(calculant approximation pour la valeur z = *) : 
(55) z=++408,% eo 


ot les termes en 5” et en b* ites 


18. Le ecaleul numérique suivant l’algorithme du § 14 pour w. 
Esquissons encore le calcul numérique suivant le second algorithme 
constructif, donné au § 14 et qui méne directement 4 la valeur de w 
sans le passage & travers wm. On a, d’aprés I (130): 
w,, + wv, = Ban Sn %n + ae _ Nn-2 + one 
(56) 1, 1, + W, W, = Bey Su ( M41 Se-r + M1 Se 40) 
+ Bue By —2(Me+1-2 Sy-1492 + Me-142 Satine) Hess 


%) ib., p. 90. 
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donc les premiers trois termes du triangle I (135) deviennent: 
w, + w, = S,,, 
ty + th, , + Wy = By Sy 0g + | Sy+ ne, 


th, + w, W, + tw, w, + wy = By Sy ng + | By (S, 9 + 35), 
ot le signe | précéde les termes du petit triangle. 
On trouve alors pour les {M(¢)],: 


[M(¢)],=0 
(58) [M(o)] = 5 (th, +) + 0, to, = 5 Sin? + 82+ ms, 
[M(¢) h= By 8, 8,0, 1, + 8,0, (Ss + tg) + By (8S; 3 + Ss 0,), 


(57) 


ou: 
[M(o)]o = Me (5 S,+ 2) -+ terme connu, 


(M(o)], = ng (28,8, + B.S, + S,)+ 0, (28, 8, + 8,8, + 28, +8,). 
Puis on a, 6 ayant la signification I (39): 
A(w,) = P, 6,=0, 


(60) A(w,) = P, 6,5, = ere By 5, = Dip, es 


(59) 





2D, Nid 
A(w,) = P,B,6, = —D,  Pa% =2Di8, B,9,, 
donc, d’aprés (59) et I (131): 








8,+4 
(61) a cs 
3 2S, +S, 
y= — 8 RETA — by = — p,(2Ay8, +8155 +28, + 5) 
qui nous donnent w,, w,, k,. 
Puis, comme 
(62) —=e-™(1-+ wu + w, u* + wn"), 
on a 
(63) <=e™(1+ uu + uyu* + u, 1"), 
ou: 
{——%, 
(64) u, = — Wy + wy 
u, = — w, + 20,0, — wy 


En substituant dans (63) pour w,, w,, w, les valeurs trouvées dans (61), 
Mathematische Annalen. 95. 41 
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on tire des formules (13), I (117) et I (118) V’expression suivante pour 
e-™ et plus pour z 


(65) e-™ = 1+ Qu, 
(66) 2=5-7(1—2u*) fF 
=+(1— 2n*)(¢— 2 $4 sin 22l 4 242 (— p, +1) sin 2 
+ 2u* £4 (— p,+ 26, —1)sin Sf 4 opus 
+ 2(26 — 8) = usin 2*f) 
— fF ysin Sl + © (— A +1) usin Sf 
+ gow (— By + 2h, —1) sin 2l + (28, —1) 4 pein 2f. 
Dans cette expression, d’aprés (61), on a: 


S,+1 





(67) A 
b, — 28,+1= ap (2 Sat 48, + 4). 


Par la substitution 
(68) > =P — (26 —1)e* 


Péquation (66) se transforme ainsi: 





=—f_ Sef wat) . 4af 

(69) z= 2bsin— + 2— — b* sin — 
22 3388,+48,+4 62f 
~ (es ge oe 


et l’on retrouve l’expression (17) trouvée pour z suivant l’algorithme 
précédent. 


Rome, mai 1925. 


(Eingegangen am 13. 6. 1925.) 














Zur Pellschen Gleichung 
Von 


Freiherrn Max von Thielmann in Berlin. 


Das Werk von Degen ,,Canon Pellianus“ (Hafniae 1817), welches die 
Lésung der Pellschen Gleichungen 


(1) t?— Du*=1 
und 
(2) t?9— Du*=—1 


fiir die Zahlen D < 1000 gibt, ist spiter von englischen und amerika 
nischen Mathematikern fiir die Zahlen D von 1001 bis 1700 weiter- 
gefiihrt worden. Die Zusammenstellung findet sich in C. E. Bickmore, 
Report of the British Association 1893/94, Seite 73—120, und bei 
E. E. Whitford, The Pell Equation, Columbia University Dissertation, 
New York 1912, Seite 3—22. Die Erkenntnis derjenigen Zahlen D, 
welche die Lésung von (2) gestatten, hat aber seit Dirichlet keine wesent- 
lichen Fortschritte gemacht. Man weiS zwar langst, daB (2) dann und 
nur dann lésbar ist, wenn in der Entwicklung von D in einen regel- 
maigen Kettenbruch die primitive Periode eine ungerade Gliederzahl hat ; 
ohne diese Entwicklung wirklich zu berechnen, kann man aber nur bei 
recht speziellen Klassen von D iiber die Lésbarkeit entscheiden Es ist 
bekannt, da die Primzahlen der Form 4% +1 und ihre ungeraden Potenzen 
die Lésung dieser Gleichung zulassen und daS die Primzahlen 4k + 3, 
wie auch samtliche Zahlen, welche einen Primteiler 44+ 3 enthalten, 
und ebenso alle durch 4 teilbaren Zahlen sie nicht zulassen. Dirichlet 
bewies (Werke Band I, Seite 219 bis 236), daB folgende Klassen von 
Zahlen D die Lésung von (2) erméglichen: 

die Doppel der Primzahlen 8k + 5, 

die Produkte zweier Primzahlen 4&4 +1, wenn diese gegenseitig bi- 
quadratische Nichtreste sind, 

die Produkte aus drei Primzahlen 4% -+-1, wenn gewisse quadratische 
Restverhiltnisse zwischen ihnen obwalten. 

Es gibt ferner eine Anzahl von Klassen, fiir die sich die Lésbarkeit 
von (2) auf algebraischem Wege beweisen la8t; es sind die Zahlen folgender 
Formen: 

41* 
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D=n*+1, dann geht t=n, u=1, die Periode des Kettenbruchs 
besteht nur aus dem SchluBglied = 2{VD]; 


D=(2n+1) +4, t=—4n°+6n°+6n+2, u—2n°+2n+1, 
Periode n, 1, 1, n, 2(VD}; 


Sak (Qan*+2a+mn)*+8an+4 
ao 4 





(m gerade), 


4 2 4a i 
pa 2anit4an + ei bill u=—n*+1, Periode n,n, 2[¥D]. 





Zu dieser letzten Klasse gehéren neben anderen die Zahlen 1313 (13-101) 
und 41645 (5-8329). Es werden sich noch weitere Klassen errechnen 
lassen, die den algebraischen Beweis der Lésbarkeit von (2) erméglichen; 
allein ihre Formen werden sehr verwickelt werden. 

Sofern D aus mehreren Primteilern 4k-+-1 besteht — und von den 
Doppeln solcher Zahlen —, ist, abgesehen von Dirichlets Forschungen, nichts 
bekannt. Ungelést ist insbesondere die Frage, welche Beziehungen obwalten 
miissen, damit Produkte aus zwei Primteilern 44+-1 die Gleichung (2) 
lésbar machen, wenn diese gegenseitig Reste sind. Ausgenommen ist der 
Fall, daB die Primteiler zwar gegenseitig quadratische Reste, gleichzeitig 
aber gegenseitig biquadratische Nichtreste sind, in solchem Fall ist nach 
Dirichlet die Gleichung (2) lésbar. Anscheinend herrscht in den seltenen 
iibrigbleibenden Fallen véllige Willkiir; in den ersten 10000 Zahlen finden 
sich nur 7, auf welche die Dirichletschen Feststelluugen nicht zutrefien. 


In den folgenden beiden Tafeln sind bis D = 10000 die Kettenbruch- 
perioden von YD zusammengestellt, sofern D ein Produkt aus zwei Prim- 
teilern 44-41 ist, welche gegenseitig Reste sind: In Tafel A diejenigen, 
welche die Lésung von (2) zulassen, in Tafel B diejenigen, welche sie 
nicht zulassen. In Tafel A sind diejenigen Zahlen, auf welche die obigen 
Dirichletschen Bedingungen nicht zutreffen, die aber trotzdem die Gleichung (2) 
zulassen, mit einem Stern bezeichnet; fiir diese bleibt der Grund noch 
zu erforschen. In Tafel A sind die Zahlen n*+1 und (Q2n+1)+4 
fortgelassen, weil sie feststehende Perioden haben, in Tafel B aus dem 
gleichen Grunde die Zahlen (2n-+1)*—4. Die Tafeln sind nicht in 
laufender Ordnung zusammengestellt, sondern nach Faktoren von D, weil 
sich die gegenseitigen Beziehungen der beiden Teiler so besser werden 
iibersehen lassen. Zur Raumersparnis ist nur die erste Halfte der Partial- 
nenner gegeben, ebenso ist die Zahl [YD] am Anfang fortgelassen; diese 
wie das SchluBglied der Kettenbruchperiode ist leicht zu erginzen. In 
Tafel A bedeutet (n,m) das doppelt wiederkehrende mittlere Glied, in 
Tafel B gibt (m) das unpaarige Mittelglied. Hinsichtlich dieses letzteren 
ist bemerkenswert, daB es, wie auf den ersten Blick zu sehen, (bei 
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D = pq, p <q) stets die Form 2[Vq/p] zeigt. Bei denjenigen D = pq, 
wo p und q, oder eine von ihnen, der Form 44+ 8 zugehéren und wo 
p <q ist, die Pellsche Gleichung (2) also nicht lésbar ist, tritt die gleiche 
Form des unpaarigen Mittelgliedes 2{Vg/p] ebenfalls ein, sobald das Mittel- 
glied gerade ist. Es ist denkbar, daB hierin ein Schliissel liegt zur Beant- 
wortung der Frage nach den gegenseitigen Beziehungen der beiden Faktoren, 
welche die Lésbarkeit der Pellschen Gleichung (2) zulassen oder verhindern. 

















Tafel A. 
p q | pq Erste Halfte der Kettenbruchperiode von pq 
5| 229] 1145] 1, (5, 5) 
5} 3849/1745] 1, 3, (2, 2) 
5| 509 | 2545] 2, 4, 3, 3, 1, 8, (2, 2) 
5| 709 | 3545] 1, 1, 5, 1, (3, 3) 
5| 809)| 4045] 1, (1, 1) 
5 | 1049 | 5245] 2, 2, 1, 2, (1, 1) 
*5 | 1061 | 5305] 1, 5, (13, 13) 
5 | 1109 | 5545] 2, 6, 1, 1, 2, 5, 1, 4, 3, a. » 1, (7, 7) 
5 | 1229 | 6145] 2, 1, 1, 8, 2, 2, 1, 1, 1, 7 , 5, 1, (4, 4) 
5 | 1289 | 6445] 3, 1, 1, 3, 1, 1, 4, 1, 39, ys 8) 
5 | 1409 | 7045] 1, 14, 3, 1, 2, 1, 41, 4, 8, (, 1) 
*5 | 1601 | 8005] 2, 8, 44,.1, 1, 1, (1, 1) 
5 | 1669 | 8345] 2, 1, 5, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, (2, 2) 
5 | 1709 | 8545] 2, 8, 1, (1, 1) 
5 | 1789 | 8945] 1, 1, 2, 1, 2, 2, (1, 1) 
*5 | 1861 | 9805] 2, (6, 6) 
13| 101) 1313] (4, 4) 
13| 173| 2249] 2, 2, 1, 8, (2, 2) 
13| 257) 3341] 1, 4, 28, 1 (2, 2) 
17| 281) 4777] 8, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 8, 1, (1, 1) 
*17| 409 | 6953] 2, (1, 1) 
17| 461) 7837] 1, 1, 8, 1, 4, 2, 7, 1, 48, 2, 1, 1, 1, 1, 1, (2, 2) 
17| 569 | 9673} 2, 1, 5, 2, 11, 1, 5, 24, 2, 2, (1, 1) 
29| 109/| 3161] 4, 2, (22, 22) 
*29| 197/ 5713] 1, 1, 2 2, (6, 6) 
*29| 233 | 6757] 4, 1, 40, (8, 3) 


29| 241/ 6989] 1, (1, 
*37| 269] 9953] 1, (8, 3) 























41| 173| 70938] 4, 1, 1, 4, 1, 7, 4, 1, 41, 8, 8, 1, 1, (2, 2) 
41| 197| 8077] 1, 6, 1, 4, 1, 1, 2, 1, 44, 4, 1, 1, @, 2) 

41| 241] 9881] 2, 2, 12, 39, 1, 2, 7, 1, 1, (1, 1) 

58| 149| 7897] 1, 6, 2, 2, 3, 4, 1, 1, 24, 1, (5, 5) 

61| 109] 6649] 1, 1, 5, 1, 1, 5, 1, 58, 1, 1, 17, 1, 1, (1, 1) 
61| 149| 9089] 2, 1, 87, 2, (7, 7) 





(p = 78, 89, 97 keine pg < 10000) 
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Tafel B. 





= 


Pq 


Erste Hilfte der Kettenbruchperiode von ) pq 








Ce OR ET OT OT ET ET TT OF OT OT OE OT OT OT OT OT OT HT OT OT OT TT HOH OH OH OHO OHO 


661 
701 
761 
821 


881 

929 

941 
1021 
1069 
1129 
1181 
1201 
1301 
1321 
1361 
1381 
1429 
1481 
1489 


1621 
1721 
1741 
1801 
1889 
1901 
1949 





205 
305 
505 
545 
745 
905 
1205 


1405 


3505 


4105 
4145 
4405 
4645 
4705 
5105 


5645 
5905 
6005 


6605 
6805 
6905 
7145 
7405 
7445 
8045 
8105 
8605 
8705 
9005 
9445 
9505 
9745 








8, 6, 1, (4) 

2, (6) 

2, (8) 

2, 1, (8) 

8, 2, 1, 1, 5, 2, (10) 
(12) 

1, 2, 2, 16, 1, (12) 
2, (14) 
(14 
8 


-"~ 


1 
2, 
9 
1 
4 
1 
2,1 
2, 1 

1 

1 


1, 2, 1, 7, 8, 1, 1, 4, 1, (16) 

21, 1, (16) 

22, (18) 

1, 5, (18) 

1, 1, 1, 4, 8, 2, 1, 1, 28, 10, 2, (18) 
0) 

, 26, 1, (20) 

, 1, 2, 1, 1, 5, 12, 2, 2, 27, 1, 9, 8, (22) 


~ 


_ 
_ 


. 
— DS OM > 


1 
1 
7, 


- 
~ 


. 


. 
. © 
rope p 


= 


1, 4, 
1 


~ 


? 


» (22, 


— 


, 


. 

. 
— 

- 


1, 3, 5, 1, (22) 


, 


an 


2 
4 
1, 2, 5, » ) 
14, 4, 2, 1, 7, 8, . 1, 4, 1, 1, 1, 2, 4, 1, (24) 
2 1L44321 1 tt, % 1, @ 
1, 1,6, 14, 1, 1, 2, 11, 1, 2, 32, 1, 5, 2, 1, 5, 1, 1, 1, 3, (26) 
24434.414,.482383241 1.0 
, 5, 8, 6, ‘4, 1, 1, 2, 1, (26) 

(28) 


_ 
~ 


2 
6 
1 





ro 
per 
> 
oS 
Po 
FS 


1, 2, 2, 4, 1, 1, 1, 1, 1, (28) | 
37, (30) ' 
3, 1, 


— bt po pO 
A ad 


~ 


ee 


~ 


2 
9 
7 
2 


= 
w 
= © 
— 


1 

1, 1, 1, 7, 1, 4,1, 2, 9, 1, 2, 1, 2, 7, 8, 6, 2, 2, 17, 1, 4, 14, 6, 1, 1, 1, 7, (82) | 

8, 1, 2, 4, 1, 7, 8, 5, 3, 1, 1, 40, 14, 1, 8, (82) 

2, (82) 

10, 2, 1, 1, 1, 1, 1, (82) 

1, 1, 8, 2, 1, 1, 9, 1, (82) 

19, 8, 1, 1, 4, 8, 1, 42, 8, 1, 4, (84) 
1 


8, , 1, 8, 2, 1, 1, 4, 1, 42, 8, 8, 1, 8, (84) 
( 


- 
=-= 


1, 1,4 
1, 1, 15, 8, 
1, 2, 3, 1, 2, 1, 8, 4, 8, 1, 5, 44, 1, 2, 15, 1, (84) 
36) 

1, 3, 4, 1, 1, (36) 

8, 8, 16, 1, 1, 1, (36) 
1, 8, 2, 46, 1, (36) 
5,2, 1,1, 6, 9,9, 1, 1,1, 1,8, 1, 21,1, 21, 48,1,1, 4 1,8, & 8, 2, (8) 

2, (38) 

1, 2, 1, 1, 7, 1, 1, 1, 8, 1, 2, 1, (38) 
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Tafel B (Fortsetzung). 




















p| @| pa Erste Hilfte der Kettenbruchperiode von )pq 

13 29| 377} 2, (2) 

13} 53| 689] (4) 

13 61| 793] 6, (4) 

13} 113/| 1469] 3, 18, 1, (4) 

13| 157| 2041] 5, 1, 1, 1, 2, 1, 29, 2, 1, 1, 4, 1, 2, 1, 1, 9, 2, (6) 

13| 181] 2353] 1, 1, 81, 1, 5, 10, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 1, (6) 

13| 269) 3497] 7, 2, 1, 1, 1, 1, 4, 1, 1, (8) 

13} 313) 4069] 1, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 9, 1, (8) 

13| 3783/4849] 1, 1, 1, 2, 1, 4, 2, 8, 8, 2, 2, 2, 8, 15, 5, 1, 1, 45, 1, 7, 4, 1, 2, (10) 

13} 389) 5057] 8, 1, 7, 2, (10) 

13| 521] 6773] 3, 2, 1, 4, 1, 40, 3, (12) 

13} 601) 7813] 2, 1, 1, 3,1, 18, 1, 18, 1, 2, 2, 4, 2, 14, 8, 1, 1, 5, 1, 48, 2, 1, 7, 58, 1, 8, 1, (12) 

13] 641/ 8388] 8, 1, 1, 45, (14) 

13| 653|8489| 7, 2, 1, 2, 1, 8, 1, 7, 4, 2, 11, (14) 

13| 673| 8749] 1, 1, 6, 2, 2, 1, 14, 1, 7, 5, (14) 

13| 677|8801] 1, 4, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, (14) 

13| 701|9118] 2, 6, 11, 1, 3, 1, 1, 10, 1, 2, 4, (14) 

13| 757) 9841] 4, 1, 21, 4, 11, 2, 2, 1, 8, 2, 2, 1,1,1 (14) 

17 89| 1513] 1, 8, 1, 2, 1, 4, 8, 2, 8, (4) 

17| 101) 1717] 2, 3, 2, (4) 

17] 187] 2889] 8, 1,5, 1,2, 6 11, 1,9, 14,5, 1, 

17} 149| 2538) 8, 24, 1, (4) 

17| 157| 2669] 1, 1, 1, ‘95, (6) 

17| 229| 3898] 2, 1, 1, 5, 1, 80, 2, 1, (6) 

17| 257) 4869] 10, 6, 5, 8, 14, 1, 1, 3, 8, 1, 5, 1, 1, 8, 8, 1, 1, 1, 15, 1, 7, 1, 6) 

17| 293) 4981] 1, 1, 2, 1, 3, 1, 1, 8, 2, 8, 1, 84, 2, 1, 1, 6, 8) 

17| 853)| 6001} 2, 6, 1, 7, 8, 2, 9, 1, 8, 1, 3, 1, 1, (8) 

17| 373} 6841] 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 11, 1, 1, 1, 89, 6, 2, 1, 8) 

17| 389) 6613] 3, 8, 4, 2, 1, 1, 17, 2, 12, 40, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 8, 1, (8) 

17| 421/| 7157] 1, 1, 2, 41, 1, (8) 

17| 433) 7361] 1, 3, 1, 9, 1, 12, 8, 2, 2, 1, 4, 5, 6, 1, 2, 21, (10) 

17| 457| 7769] 7, 21, 1, 8, 8, 10, 1, 2, 8, 2, 2, 5, (10) 

17| 557| 9469} 3, 4, 5, 5, 1, 2, 2, 2, 7, 2, 1, 2, 5, 1, 1, 9, 1, 2, 2, 1, 20, 1, 12, 48, 
1, 1, 2 1, 2, 1, 4, 1, 2, 12, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, (10) 

17| 577| 9809] 24, 1, 3, 12, 7, 1, 5, 8, 5, 2, 1, 9 1, 2 1, 4, 1, (10) 

29 53 | 1587] 4, 1, 7, 1, 10, 8, 5, 1, 2, (2) 

29/ 149 | 4821] 1, 2, 1, 8, (4 

29| 173) 5017 1, 4, 1, 10, 15, 1, 1, 1, 5, 4, 8, 1, 1, 1, 1, 2, 5, 1, 8, 2, (4) 

29| 181| 5249] 2, (4) 

29| 257| 7458] 8, 42, 1, (4) 

29| 277|8033] 1, 1, 1, 2, 7, 2, 2, 1, 1, 8, 18, 1, 1, 25, 11, (6) 

29| 281/8149] 3, 1, 2, 8, 1, 1, 1, 85, 2, 4, 1, 44, 3, 6, 1, 8, (6) 

29| 313|9077] 3, 1, 1, 1, 14, 47, 1, 1, 8, (6) 

37| 53] 1961] 8, 1, 1, 7, 2, 12, 5, (2) 














, 33, 1, 1, 1, 10, 1, 7, 1, 2, 1, 25, 4, 8, 2, 2, (2) 
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Tafel B (Fortsetzung). 





Pq 


Erste Halfte der Kettenbruchperiode von Vpq@ 





37 
37 
37 
37 
37 
37 
37 


137 
149 
157 
181 
197 
229 
233 


5069 
5513 
5809 
6697 
7289 
8473 
8621 





41 
41 


73 
113 


2993 
4633 





53 
53 


89 
97 
113 


4717 
5141 
5989 





61 
61 
61 


73 
97 
137 


4453 
5917 
8357 





73 
73 


73 


89 
97 


109 


6497 
7081 


7957 





89 
89 





97 
109 





8633 
9701 





5, 12, 1, (2) 
(4) 
4, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 3, 4, 2, 1, 16, (4) 
1, 5, 14, 1, 2, 2, 9, 1, 4, 17, 1, 58, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 4, (4) 
2, 1, 1, 1, 28, 1, 3, 8, (4) 
20, 2, (4) 
1, 5, 1, 1, 1, 8, 7, 6, 2, 45, 1, 25, 1, 1, (4) 
1, 2, (2) 
15, 8, 2, 3, 1, 8, 1, 1, 1, 1, 2, 16, 1, 1, 1, (2) 
1, 14, 1, 1, 11, 1, 88, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 8, (2) 
, 2, 1, 85, 5, 1, 2, (2) 
, 11, 5, 2, 8, 1, 5, 2, (2) 
1 
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— — DD =] 
| el 

_— — = OO 
to” 


sw 
i) 
we 


oO = 
es ~ 
ee Se De hw 


~ 
woe 

—_— i 
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1, 4, 6, 1, 8, 1, 17, 1, 9, 1,1, 2, 
1, 1, 6, ¢ 


1, 1 , 1, 1, 2, 1, 16, 5, 1, 2, 1, 22, (2) 
, 6, 1, 48, 2, 1, 2, 9, (2) 


(Eingegangen am 15, 9. 1925.) 




















Sur la représentation conforme des domaines plans. 
Von 
D. Menchoff in Moskau. 


§ 1. Supposons qu’il existe une correspondance biunivoque et bicon- 
tinue entre les points de deux domaines ouverts D et Q.*) Désignons 
par z un point quelconque du domaine D et par w= f(z) le point cor- 
respondant du domaine 2. Fixons dans les plans de chacun des domaines 
D et Q les axes rectangulaires de coordonnées et désignons respectivement 
par (x,y) et (u,v) les coordonnées des points z et w= f(z). Nous con- 
servons pour les nombres complexes z + iy et u-+#v les mémes notations 
que pour les points représentant ces nombres, o’est-A-dire nous posons 

z=2+ty, w=f(z)=—u+iv. 
f(z) sera alors une fonction d’une variable complexe z. 

La question se pose de savoir dans quelles conditions la fonction f(z) 
sera une fonction holomorphe de z. A cet effet, nous allons étudier la 
notion d@invariance des angles. 

Soit z, un point quelconque 4 l’intérieur du domaine D et soit J 
une courbe de Jordan aboutissant au point z,. Les coordonnées (z, y) 
des points z de cette courbe eseront alors définies par les conditions 
x=(t), y=y(t), tt St<t,, les fonctions p(t), w(t) étant des 
fonctions continues d’une variable réelle ¢ et les nombres ¢(t,), y(t.) 
étant les coordonnées du point z,. Nous supposerons que la courbe J soit 
située toute entiére 4 l’intérieur du domaine D. 

Lorsque le point z décrit la courbe J, le point correspondant w du 
domaine 2 décrit évidemment une courbe J de Jordan aboutissant au 
point w, qui correspond au point z,. Nous dirons, pour abréger, que la 
courbe J est l'image de la courbe J. Nous appellerons de méme le point 


) Suivant habitude, un ensemble plan sera dit un domaine ouvert, lorsque tous 
ses points sont des points intérieurs, 
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w, Vimage du point z,. Plus généralement, nous dirons que l’ensemble EZ’, 
situé dans le domaine 2, est l'image d’un ensemble Z, situé dans D, 
lorsque les points de ces deux ensembles se correspondent les uns aux autres. 

Soient J, et J, deux courbes de Jordan aboutissant au point z,; 
supposons qu’elles possédent des tangentes déterminées en ce point. 
Lorsqu’une courbe aboutit au point z,, nous entendrons par tangente en 
ce point la demi-droite issue de z, dans la direction de la courbe. Nous 


“N 
désignerons par (J,,J,) langle, compris entre zéro et 2, dont les cétés 
sont les tangentes aux courbes J, et J, en z,. Nous dirons, dans ce cas, 


» 
que les courbes J, et J, renferment l’angle (J,, J,). 
Soient z, et w, deux points se correspondant l’un a l'autre dans les 
domaines D et Q. 


Définition. Nous dirons que, dans la correspondance établie, les 
angles restent invariants au point z, si Jes conditions suivantes sont 
vérifiées : 

1°. A toute courbe de Jordan, située dans le domaine D, abou- 
tissant au point z, et ayant en ce point une tangente déterminée, il 
correspond, dans le domaine 2, une courbe-image qui posséde au point w, 
une tangente déterminée. 

2°. Deux courbes, aboutissant au point z, et possédant en ce point 
des tangentes déterminées, renferment le méme angle que leurs images 
dans le domaine 2, le sens de rotation des angles étant d’ailleurs 
conservé *), 

En supposant que z’ et z” soient deux points queleonques & l’intérieur 
du domaine D, nous désignerons par w’ et w” les points correspondants 
du domaine 2. Désignons, ensuite, par ~2’z,2” et <w'w,w” les 
valeurs algébriques, comprises entre — a et 2, des angles dont les cétés 
sont respectivement les segments rectilignes z,z’,z,z” et w,w’, w, w”.*) 
Il est facile & démontrer le lemme: 





Pour que les angles restent invariants au point z,, tl faut et il 
suffit que la condition suivante soit vérifiée. 
Quel que soit le nombre positif «, Vinégalité 


| Zw’ ww" — 22'2,2"|<e 
a lieu pour tous les points z’ et z” suffisamment voisins du point 2). 
*) Nous établissons de la facon habituelle le sens positif de rotation des angles. 
Le sens positif des axes réels et imaginaires dans les deux domaines D) et Q s’établit 
aussi comme habituellement. 7 
%) On peut considérer les valeurs algébriques de ces angles, puisqu’il est établi, 
dans les plans de ces angles, le sens positif de rotation. 
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Dans la suite, nous n’auruns pas besoin de la suffisance de cette 
condition; ¢’est pourquoi nous démontrerons seulement sa nécessité. Sup- 
posons, par impossible, que la condition en question ne se trouve pas 
vérifiée, les angles restant cependant invariants au point z,. Il existe 
alors deux suites de points 


et 
al Ss» 23, » %> > 
telles que 
(1) lim 2f = lim 2ff = zy 
n>e n>@ 
et 
(2) | £ Wy Wo We — A %m%%m | >A>O0, 


W,, W, tant respectivement les images dans le domaine Q des points 
Zn, 2_, et A étant indépendant de n. 

Désignons respectivement par 4, et 4, les demi-droites issues du 
point z, et passant par les points z, et z,’. Il est clair qu’il existe une 
suite croissante 

n(1), (2), (3),...,m(k),... 
de nombres entiers et positifs telle que les demi-droites dng et An ont 
respectivement, pour k—+0o, des positions limites 4’ et A”. 

En vertu de la relation (1), la ligne L’, formée des segments rectilignes 
ZathZek+y» K=1,2,38,..., et du point z,, est une courbe de Jordan. I! 
en est de méme de la ligne L” formée des segments 2774) 27441, k = 1, 2, 3, -.. 
et du point z,. Il est évident qu’au point z, les lignes L’ et L” ont 
respectivement pour tangentes les demi-droites 4’ et 4’. On voit donc, 
en tenant compte des relations (1) et (2), que les angles ne peuvent 
rester invariants au point z,, ce qui conduit a une contradiction. La pro- 
position en question se trouve donc complétement démontrée. 

Soit z un point quelconque, intérieur au domaine D, et soit z’ un 
point voisin de z. En désignant respectivement par w et w’ les images 
dans le domaine 2 des points z et z’, posons, pour z fixe, 


w(z, @)= borne supérieure de =, e>d, 
22'So, 


L(z) = lim w(z, @). 


Nous désignons ici par zz’ et ww’ les segments dont les extrémités 
sont respectivement z,z’ et w,w’. L(z) est une fonction du point z, 
finie ou non, que nous appellerons fonction d’extension. 


42° 








644 D. Menchoff. 


En posant, comme précédemment, z=2+iy, w=f(z)=—u+iv, 
on obtient 


w(z, eo) = w(z, y, @) = borne supérieure de eee 
0<|!l|Se, 
L(z)=L(z, y)=limw(z, y, @); 
eo 


on voit done que L(z,y) est une fonction non négative de deux variables 
réelles z et y. Il est clair que L(x, y) est une fonction mesurable au 
sens de M. Borel, pouvant étre obtenue par un double passage 4 la limite 
& partir des fonctions continues. 

M. Rademacher a démontré le théoréme suivant: 


Théoréme. Soit w=f(z) une fonction continue effectuant une 
représentation dun domaine D sur un domaine Q de telle facon que les 
angles restent invariants en tout point z de D. Supposons, ensuite, que 
la fonction @extension L(z)= L(x, y) soit finie partout dans le domaine 
D et sommable. Dans ces conditions, f(z) sera une fonction holomorphe 
dans D.*) 


Dans la démonstration de M. Rademacher il n’est pas nécessaire de 
supposer que la correspondance entre les deux domaines D et Q est 
biunivoque. 

Dans cet ouvrage je démontrerai le méme théoréme sans faire aucune 
hypothése sur la fonction L(z), mais alors il nous faut exiger que la 
correspondance entre les deux domaines D et Q est biunivoque. 

L’énoncé du théoréme est suivant: 


Théoréme. La correspondance entre les points de deux domaines 
D et Q ant biunivoque et bicontinue et f(z) ayant la méme signi- 
fication que plus haut, lorsque les angles restent invariants en tout point 
du domaine D, sauf éventuellement un ensemble fint ou dénombrable, 
f(z) est une fonction holomorphe dans D. 

Avant de passer 4 la démonstration de ce théoréme nous avons 
besoin de quelques lemmes préliminaires qui seront démontrés dans les 
paragraphes suivants. 

§ 2. Nous commengons par considérer les propriétés des fonctions 
absolument continues d’une seule variable réelle z. Nous dirons avec 
M. Lusin qu’une fonction F(z) a la propriété N sur l’intervalle (a, b), 


*) Rademacher, Uber streckentreue und winkeltreue Abbildung, Math. Zeitechr. 4 
(1919), pp. 184-186. 
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si ’ensemble de ses valeurs pour les points + appartenant 4 un ensemble 
de mesure nulle a aussi une mesure nulle’‘). 

Nous allons démontrer le théoréme suivant: 

Théoréme. Toute fonction continue F(x) ayant la propriété N 
dans (a,b) et possédant une dérivée sommable F’(x), finie presque 
partout dans cet intervalle, est une fonction absolument continue*). 

Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme: 

Lorsque la fonction continue w(x) posséde une dérivée nulle presque 
partout dans (a,b) sans étre constante et que la fonction p(x) est 
absolument continue dans ce méme intervalle, la somme 

p(x) + p(x) 
ne posséde pas la propriété N dans (a, b). 

Démonstration du lemme. Soit Z|’ensemble de tous les points z, 

intérieurs 4 (a,b), pour lesquels 


y’ (x) =0. 
On a, par hypothése, 


(1) Mes. 2=b—a, b>a. 


Désignons respectivement par M et m la plus grande et la plus 
petite valeur de la fonction w(x) dans (a,b). Puisque y(z) n’est pas 
égale & une constante, nous avons 
(2) Os.(a, b) y(xz)— M—m>0.%) 


En posant 
M— 
(3) om aE iba) A(z,h)=(x—h,x+h), h>O, 
et en tenant compte de la définition de l’ensemble Z, nous avons 
(4) Os. 4(2, h) p(x) < o-longueur 4 (z, h) 


en tout point z de HZ et pour toutes les valeurs positives de h, inférieures 
& un nombre positif », qui dépend en général de x. Nous prendrons, 
en outre, 7, inférieur au plus petit de deux nombres b— x et x—a de 
sorte que les intervalles 4(x, h) soient intérieurs 4 (a, 6). 

Soit S le systéme formé de tous les intervalles 4(z,h), 0<h<y,, 
z étant un point arbitraire de l’ensemble Z. En vertu d’un théoréme 


5) Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (1915), p. 109 (en rusee). 
Ce théoréme a été énoncé quelques ans auparavant par M. Lusin. 

*) Quelle que soit la fonction @(z) et quel que soit lintervalle 4, nous 
désignerons par Os. 4 @(z) l’oscilation de #(z) sur 4. 


°F 
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connu de M. Vitali, on peut choisir du systéme S une suite dénombrable 
des intervalles 


(@,,D,), (ys by), (Gy, bg), «++ (4, B,), «+ 
n’empiétant pas les uns sur les autres et contenant tous les points de EZ, 


sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle. 
On a, en vertu de (4) et (1), 


(5) Os.(a,, b,)y(z)<0-(b,—a,), #=1,2,8,... 
(6) 3 (b,—a,)=b—a. 


En désignant par G l’ensemble fermé dont les intervalles contigus sont 
(a,, 6,), #=1,2,3,...,0n obtient, en vertu de (6), 
(7) Mes. G = 0. 
Supprimons de (a, 6) n premiers intervalles (a,,b,), ig?sgn, et 
soient (c;,d;), 1S i on-+1, les n+ 1 segments restés. I] résulte de (7) 
~ n+1 
lim » (b,—a,)=0, lim 5S) (d,—¢,)=0. 
n> s=n+l n->@ i=l 


Puisque la fonction g(a) est absolument continue, on peut déter- 
miner une valeur de n telle que 


(8) 3) 0s.(¢,,4,)9(z)<z(M—m), 3) 0s.(a,,b,)p(2)< }(M—m), 
i=1 s=n+1 
(9) o- 3 (d,— 6) < z(M— m). 
On a, en vertu de (5), (6) et (3), 
(10) > 0s. (a,, b,) p(x) << (M—m) 
et, par suite, 5s 
M— m= 0s.(a, b)y(x) <_S/ Os. (a,, b,) w(x) + 3? Os. (¢,, d,) y (2) 
s=1 t=1 
<4 (M—m)+ >) 0s.(¢,, d,) y(#), 
d’ou sed 
(11) 4 (I — m) < 37 Os. (¢,,4,) v(2). 
En posant ei 
p(x) +y(z)= F(z), 
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on obtient 
Os. (¢,, d;) y (x) — Os.(¢,, d;) p(x) < Os.(¢,, d,) F(x). 
Il vient donc, en vertu de (11) et (8), 
(12) 1 — m) <5! On. (6 d,) F(z). 
On a, d’autre part, ia 
(13) Os. (a,, b,) F(x) < Os. (a,, b,) p(x) + Os. (a,, b,) p(x). 
Convenons de désigner par = une sommation étendue & tous les 


indices s tels que les intervalles (a,, b,) appartiennent au segment (c,, d,). 
Il résulte de (5) 


»® 0s.(a,, b,) p(x) < o-(d,— ¢,), 
d’ou, en vertu de (9), 





n+1 


| (14) » 3" 0s.(a,, ,) (2) <1 (aM — m). 
On a de plus, en vertu de Ia seconde inégalité (8), 
(15) ¥ one, b,) o(2) <4 (a — m), 
En combinant les inégalités (13), (14) et (15), il vient 
¥ S*oue, b,) F(z) <4 (M—m) 


et, par suite, il résulte de (12) 
30s. (cy d,) F(x) — 30s. (a,, ,) F(2)] > 0. 


On peut donc indiquer une valeur déterminée de ¢ telle que 


(16) > 0s. (a,, 6,) F(x) < Os.(c,, d;) F(z). 

Soit G, une partie de l’ensemble G@ comprise dans le segment (c,, d,); 
nous avons 
(17) Mes. G, = 0. 


Désignons par Q;, H, et Q; les ensembles de valeurs de F(x) pour z 
appartenant respectivement au segment (c;,d;), & l’intervalle (a,, b,) et & 
Pensemble G;. On a évidemment 

i= Q+5°H,, 
dou 


(18) Mes. Q; — Mes. H, < Mes. Q;. 








648 D. Menchoff. 


La fonction F(z) étant continue dans (a,b), nous pouvons écrire 
Mes. Q; = Os. (¢;, d;) F(x), 
Mes. H, = Os.(a,, 6,) F(x). 
En combinant les derniéres relations avec (16) et (18), il vient finalement 
Mes. Q; > 0. 


On voit donc, de la définition de l'ensemble Q; et de la relation (17), 
que la fonction F(x) = (x) + p(x) ne posséde pas la propriété N dans 
Pintervalls (a, b), c. q. £. d. 

La démonstration du théoréme énoncé dans ce paragraphe peut étre 
achevée immédiatement. La derivée F’(x) étant, par hypothése, sommable 


dans (a,b), la fonction y(x)—=Jf F'(«)da« est absolument continue et 


lon a de plus p’(x) = F’(zx) presque partout dans (a,b). Il en résulte, 
en vertu du lemme démontré, que la différence F(x) — p(x) doit con- 
server une valeur constante, d’ot l’on conclut que F(a) est absolument 
continue dans (a, b), c. q. f. d. 


§ 3. Nous allons considérer dans ce paragraphe quelques propriétés 
des ensembles de points qui nous seront utiles dans la suite. Nous démon- 
trerons les trois lemmes dont le premier est le suivant: 

Lemme 1. Sott G un ensemble linéaire de points, c’est-d-dire sttué 
sur une droite A, dont la mesure extérieure est positive; 


Mes. ext. G > 0. *) 
Supposons qu’il corresponde a chaque point x de G un segment 4d, situé 
sur la droite A et contenant x a son intérieur. 
On peut alors déterminer un nombre fini de segments 6, n’empiétant 
pas Tun sur Tautre et tels que la somme de leur longueurs soit swpérieuread . 
= *Mes. ext. G. 


Démonstration. Désignons par § le systéme de tous les segments 4, 
correspondant aux points x de l’ensemble G@ et soit H l’ensemble de points 
intérieurs aux segments du systéme S. II est clair que l’ensemble H 
consiste de points intérieurs aux certains segments 


Pe dhe eat Sp 


n’empiétant pas l’un sur l’autre et formant un systéme fini ou dénombrable. 
On a de plus 


Mes. ext. G < Mes. ext. H= » A,, 


*) Nous supposons l’ensemble G borné. 
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la sommation étant étendue & tous les segments 4;.°) On peut donc 
déterminer un nombre entier p tel que 


Pp 

(1) >) 4;:> Mes. ext.G. 
é=1 
Soit 4; le segment concentrique au segment 4, et tel que 
’ 1 
A= 5 4, 

dou 

ae ‘ 
(2) >) 4¢> Z:Mes. ext. @. 


i=1 

En vertu de la définition des segments 4,, chaque point du segment 4; 
est contenu 4 l’intérieur d’un segment appartenant au systéme S et 
compris dans le segment 4,. Donc, en tenant compte du théoréme connu 
de M. Borel et d’une remarque faite par M. Denjoy*®), on peut déterminer 
un nombre fini de segments du systéme § tels que chaque point de 4; 
soit intérieur & l’un au moins et & deux au plus des segments considérés, 
En enlevant un certain nombre de segments ainsi obtenus il nous reste 
des segments o{, 1<s<k,, en nombre &,, du systéme S, sans points 
communs intérieurs et tels que la somme de leurs longueurs est supérieure a 


(3) Dy o> 


s=1 
Les segments o,”, 1<s<k,, sont tous compris dans le segment 4,. 
En donnant 4 l’indice ¢ toutes les valeurs 1, 2,3,..., p, nous ob- 
tenons des segments o,”, 1<s<k,, 1< i < p, du systéme S, n’empiétant 
pas l’un sur l’autre et tels que la somme de leurs longueurs est supérieure 


P 
a ; Py A;, ¢’est-d-dire, en vertu de (2), supérieure & 


t=1 
7+ Mes. ext. G. 


Cela achéve la démonstration du lemme. 


Dans le second lemme nous allons considérer les ensembles de points 
situés dans un plan. Nous sppellerons de tels ensembles les ensembles & 
deux dimensions. Lorsque dans |’étude des ensembles 4 deux dimensions 


*) Nous désignons les longueurs des segments par les mémes lettres que les 
segments eux-mémes, 

1”) Denjoy, Sur les nombres dérivés des fonctions continues, Journal de Mathématiques 
pures et appliquées (1915), pp. 228, 224. 
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nous considérerons des certaines figures planes, il sera sous-entendu que ces 


figures sont situées dans le méme plan que les points de l’ensemble 
considéré. 


Lemme 2. Sott E un ensemble mesurable ad deux dimensions de 
mesure positive. Supposons que chaque point z de E est le centre dune 
infinité dénombrable de cercles C,(z), n= 1,2,3,..., dont les diamétres 
tendent vers zéro avec -. 


Tl est possible alors de choisir parmi les cercles C,(z) un nombre 
fint de cercles sans points communs tels que la mesure de la partie de E 
extérieure a ces cercles soit aussi petite que Ton veut. 


Démonstration. En vertu d’un théoréme connu de M., Vitali, on 
peut choisir parmi les cercles C,(z) une infinité dénombrable des cercles 
C,, Cy, G,,---,C,,--+, Sans points communs, tels que la partie de £ 
extérieure aux cercles C,, n= 1, 2,3, ..., posséde une mesure nulle. En 
prenant un nombre assez grand des cercles C,, on démontre le lemme 
proposé. 

Rappelons qu’on appelle un ensemble parfait 4 deux dimensions 
partout discontinu, lorsque chaque point de cet ensemble peut étre entouré 
d’un contour simple fermé, évitant les points de l’ensemble et entiérement 
intérieur & un cercle de rayon aussi petit que l’on veut. On définit la 
longueur d’un tel ensemble de la maniére suivante: 


On commence par enfermer tous les points de l’ensemble dans des 
contours fermés, en nombre fini, deux-d-deux extérieurs. La longueur de 
Yensemble sera alors la plus petite limite de la somme des longueurs de 
ces contours lorsque leurs dimensions tendent simultanément vers zéro. 
il est clair que la longueur d’un ensemble ne peut étre négative. 

Soit P un ensemble parfait 4 deux dimensions et soit m un domaine 
ouvert contenant intérieurement les points de P. Désignons par Q l’en- 
semble de points de P interieurs & wm, augmenté de leurs points limites 
sur la frontiére dem. Nous dirons que l’ensemble Q est une portion de P. 
Les points de l’ensemble Q intérieurs au domaine @ seront dits points 
intérieurs de Q. Dans la suite nous aurons besoin du lemme: 


Lemme 3. Soit P un ensemble parfait discontinu a deux dimen- 
sions de longueur positive (finie ou non). Il existe alors un ensemble 
parfait P’, agrégé a P, dont chaque portion a une longueur positive 
(non nulle). 

Démonstration. Désignons par H l'ensemble de tous les points de P 
dont chacun est intérieur & une au moins des portions de P de longueur 
nulle. Soit P’ la différence des ensembles P et H, P’=P—H. Il est 
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évident que P’ est un ensemble fermé. Nous prouverons que P’ ne peut 
étre dénombrable, fini ou inexistant. 

Tout d’abord, il est facile & voir que l'ensemble H est une somme 
d'un nombre fini ou d’une infinité dénombrable de portions de P, dont 
chacune a une longueur nulle. En désignant ces portions par 


Q., a, Qos +++ Qin oees 


H=5Q, 
la sommation étant étendue a toutes les portions Q,. 


Si done on admettait que l’ensemble P’ fit dénombrable, fini ou in- 
existant, on en conclurait que |’ensemble 


P= P’+3Q, 
devait avoir une longueur nulle, ce qui est contraire 4 lhypothése. 

Il s’en suit que P’ est un ensemble parfait et il résulte, de la dé- 
finition méme de cet ensemble, que chaque portion de P’ a une longueur 
positive. Le lemme 3 se trouve donc complétement demontré. 

§ 4. Supposons qu’il existe une correspondance biunivoque et bicon- 
tinue entre les points de deux domaines ouverts D et 2. Nous convenons 
de désigner respectivement par les lettres z et w avec les mémes indices 
les points aui se correspondent dans les domaines D et 2. Par exemple, 
nous désignerons par w;, le point du domaine Q correspondant au point 
zi} du domaine D. En d’autres termes, w//} est Yimage du point 22. Il 
est clair que l'image d’un ensemble parfait partout discontinu est néces- 
sairement un ensemble de méme nature. 

Dans la suite, nous entendrons toujours par correspondance entre 
deux domaines D et 2 une correspondance biunivoque et bicontinue entre 
les points de ces domaines. Nous avons les deux définitions: 

Définition 1. Etant donnée une correspondance entre deux domaines 
D et Q, nous dirons que les angles restent uniformément invariants a ¢ 
pres, e >, sur un ensemble Z, intérieur 4 D, lorsqu’il existe un nombre 
positif 4 pour lequel les inégalités 72’< », 22” < y entrainent l’inégalité 

|Z www" — 22'22"|<e, 
pourvu que le point z appartienne 4 l'ensemble Z et les points 2’, 
z” soient a lintérieur du domaine D. (w’ et w” sont les images des 
points z’ et 2”.)*) 


on @ 


**) Rappelons que nous avons convenu de désigner par < 2’z2z” et < w' ww” 
les valeurs algébriques, comprises entre —x et +2, des angles dont les cétés sont 
respectivement les segments rectilignes zz’, zz” ou ww’, ww". 
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Définition 2. La correspondance entre les deux domaines D et Q 
sera dite du type «, e > 0, lorsque la condition suivante est vérifiée: 

Tout point z, intérieur au domaine D, sauf un ensemble éventuel 
de mesure nulle, est point d’épaisseur superficielle d'un certain ensemble 
e(z) sur lequel les angles restent uniformément invariants 4 ¢ prés **). 

Ces définitions posées nous démontrerons les deux lemmes suivants. 

Lemme 1. L’ensemble parfait P étant compris a Vintérieur du 
domaine D, supposons que les angles restent invariants en chaque point 
de P, sauf peut-étre un ensemble fini ou dénombrable. Dans ces condi- 
tions, a tout nombre positif « il correspond une portion de P sur laquelle 
les angles restent uniformément invariants a « prés. 

Démonstration. Supposons, par impossible, que pour une certaine 
valeur de « il n’existe aucune portion de P sur laquelle les angles restent 
uniformément invariants & e prés. Il en résulte que pour tout entier 
positif m il existe un ensemble dénombrable de points z,,, k= 1, 2, 3,..., 
compris dans P et partout dense sur P, tel que pour certains points z,, 
et zzz, correspondant au point z,,, k=1,2,3,..., les inégalités 

Znk 2nk < :, 2nk Zak < -, 
|Z Wan Wnt Wank — < Zab Znb2Znb| > & 
soit simultanément vérifiées. 

La correspondance entre les points des domaines D et Q étant bi- 
continue, quels que soient les entiers n et k, il existe un cercle y,,, de 
rayon inférieur & - et de centre z,,, dont tous les points z vérifient les 
inégalités 
t<s, Bia<a, 

(1 ) n n 
|. Wap WWne — Z Zab ZZnz| > 7 

Soit m un entier fixe. Désignons par Q, la réunion des points de P 
intérieurs aux cercles y,,, k=1,2,3,.... Soit Q la partie commune 
de tous les ensembles Q,, n=1,2,3,.... L’ensemble Q est nécessaire- 
ment de deuxiéme catégorie sur P, car pour chaque valeur de n |’ensemble 


de points z,,, k=1,2,3,..., est partout dense sur P. La puissance 
de Q est donc celle du continu. 


#) On dit qu’un point z est point d’épaisseur superficielle d’un ensemble 
mesurable EZ & deux dimensions, lorsqu’on « la relation 


lim maPie) 1, 
e>o #@ 
E(@) étant la partie de EZ comprise dans le cercle de rayon @ et de centre z. 
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Démontrons que les angles ne restent invariants en aucun point de 
Yensemble Q. Soit, en effet, z un point arbitraire de Q. II suit, de la 
définition de l’ensemble Q, que z appartient 4 tous les ensembles Q,, 
n=1,2,3,..., et par suite, il existe, pour chaque valeur de n, un 
cercle y,, contenant z. Pour les valeurs correspondantes de n et k on 
a donc les inégalités (1). Puisque, dans ces inégalités, le nombre n prend 
des valeurs aussi grandes que |’on veut, les angles ne sauraient rester 
invariants au point z, c’est-d-dire en aucun point de Q (lemme du § 1). 
Ce dernier ensemble ayant la puissance du continu, nous arrivons 4 une 
contradiction, ce qui achéve la démonstration du lemme. 


Lemme 2. Sott « un nombre positif arbitraire. La correspondance 
entre les deux domaines D et Q est du type e, lorsque les angles restent 
invariants en tous les points du domaine D, sauf peut-éire aux points 
dun ensemble fini ou dénombrable, 


Démonstration. En vertu du lemme précédent, il existe, a l’in- 
térieur du domaine D, des cercles dans lesquels les angles restent uni- 
formément invariants & ¢ prés. On a donc, a l’intérieur du domaine D, 
une infinité de domaines tels que la correspondance entre ces domaines et 
leurs images dans 2 est du type e. Soit H l’ensemble de tous les points 
dont chacun est intérieur 4 |’un au moins des domaines indiqués. I] est 
clair que l'ensemble H est formé d’un nombre fini ou d’une infinité dénom- 
brable de domaines D,, D,,D,,..., D,,..., sans points communs intérieurs. 

Pour la démonstration du lemme il suffit de prouver que l'ensemble 
H coincide avec le domaine D. Soit HZ Vensemble complémentaire & H 
par rapport au domaine ouvert D. Supposons, par impossible, que |’en- 
semble E contient des points. Soit z, l’un d’eux et soit C un cercle de 
centre z,, tout intérieur au domaine D. II est clair que l’ensemble Z, 
augmenté de ses points limites sur la frontiére de D consistue un ensemble 
parfait. Désignons par P la portion de # dans le cercle C. 

En vertu du lemme précédent, il existe une portion Q de l’ensemble 
P sur laquelle les angles restent uniformément invariants & « prés. II est 
évident qu’on peut définir un cercle y contenant intérieurement des points 
de £ et tel que la partie commune de y et de l’ensemble Z appartient 4 Q. 

En vertu de la définition de l’ensemble H, chaque point z de cet 
ensemble, sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle, est point d’épaisseur 
superficielle d’un ensemble mesurable e(z) sur lequel les angles restent 
uniformément invariants & « prés. Chaque point d’épaisseur de l’ensemble 
Q posséde la méme propriété, puisqu’on peut poser, pour un tel point 
z, e(z)=Q. L’ensemble des points de Q, qui ne sont pas points d’épais- 
seur de cet ensemble, est de mesure nulle. On voit donc que la corre- 
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spondance entre les points intérieurs au cercle y et & son image dans le 
domaine Q est nécessairement du type «. Les points de Q, intérieurs 
au cercle y, appartiennent donc & l'ensemble H, ce qui conduit & une 
contradiction. 

Il en résulte qu’il n’existe pas de points intérieurs au domaine D 
qui n’appartiennent pas a |’ensemble H, c’est-a-dire l'ensemble H coincide 
avec le domaine D. Le lemme 2 se trouve donc complétement démontré. 

§ 5. Définition. Nous dirons que [invariance des angles au point z,, 
intérieur au domaine D, est déterminée par les deux nombres « et n, 
lorsque )’inégalité 

| Zw’ wow" — 22'22"|<e 

est vérifiée pour tous les points 2’ et 2” tels que z,2’<1, %2" <7. 
(Nous supposons que les points z’ et z” vérifiant les derniéres inégalités 
sont tous intérieurs au domaine D.) En supposant que les angles restent 
uniformément invariants 4 ¢ prés sur un ensemble HZ quelconque, situé & 
lintérieur du domaine D, il existe un nombre positif 7, ne dépendant 
que de e, tel que l’invariance des angles en tout point de EZ est déter- 
minée par les nombres « et 7. 

Convenons d’appeler [aire d’un domaine ouvert la mesure de |’en- 
semble de ses points intérieurs. Nous allons démontrer le lemme suivant: 


Lemme. Supposons que Vinvariance des angles aux points z, el z,, 
intérieurs au domaine D, est déterminée par les deux nombres 5 et n, 
le nombre positif » ant supérieur a z, z,. 

Alors Pimage dans le domaine Q de Vintérieur du carré z,z' 2,2” de 
sommets 2,, 2’, 2, 2” et de diagonale z,z,, a une aire supérieure a 

C-w,w}, 
C étant une consiante absolue positive et 
w,, w, Gant les images dans le domaine Q 
des points z,,2z,.**) De plus, il existe 
dans le domaine 2 un contour simple 
fermé I, contenant intérieurement Timage 
du carré z,2'2z,2” et tel que 








(1) longueur de I'< 5w, w,. 


Zz” Démonstration. Construisons, dans 
fig. 1. le plan du domaine Q, le carré w,w, w,@, 


%*) Nous supposons que le carré z,2z‘z,z” est entidrement 4 l’intérieur du 
domaine D. 
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de sommets w,, @,, w,, m, et de diagonale w,w,. Déterminons (fig. 2) 
les deux points w’, m”, intérieurs au carré w, w, w, @,, et les deux 
points w;, w;’ extérieurs 4 ce carré, tels que 


(2) |4o,w,o'|=| Zo, wv, 0; |=|Z0,w,0' |= 
> | Za, w, @!|=| Zo, wv, 0" |= |. 2 w,w, w,'| = 
= | Za, w, 0” | =| 2 @, w,0%| = *. “) 


Il est clair que 





x Pe ” ” 
w,o' =w,o' = w,0" = w,o", 


(3) 





- Paks ? a - 7” 
W, @, = UW, @, = WU, @, = WM, - 


Les points w’, w;, étant d’ailleurs du méme cété du segment w,w, que 
le point w,, tandis que les points w”, wf sont du méme cété de ce seg- 
ment que le point a,. 


On voit, de plus, que 
(4) | 2 w, w,0;| =| 2 w,w, of | = |Z w,w, oy | =| 2 w,w, wf | <F. 


Désignons respectivement par J,, Jz, J; , Jy les images dans le 
domaine Q des segments rectilignes 2,2’, 2,2’, 2,2”, z,2”. Il est clair, 
que les quatre courbes J,, Js, Jc, Js’ constituent, dans leur ensemble, 
une courbe fermée simple de Jordan. Nous la désignerons par J, 
J=J4+h+54+J,'. Le domaine ouvert 
et borné 2’ ayant pour frontiére vette courbe 
est l’image de l’intérieur du carré z,2’z, 2”. 

Nous allons démontrer que tous les points 
des deux courbes J,,J,, sauf w, et w,, sont 
& Pintérieur du quadrilatére w,w’w,@; de 
cétés w,w’, w,@’, w,@,, w,@, tandis que 
les points des courbes J,', Jz, & l'exception 
des mémes deux points w, et w,, se trouvent 
& Vintérieur du quadrilatére w,w” w, w,’ 
(fig. 2). La démonstration étant la méme 
pour toutes les quatre courbes, il suffit de 
montrer que tous les points de la courbe J;, 








différents de w,, sont 4 l’intérieur du quadri- wi 
latére w,w'w,@; fig. 2. 
4) Nous désignons par |<, w,@’|, |<, w,@{| etc. les valeurs géométri- 


ques, comprises entre zéro et z, des angles < w, w,w’ ou < @, w, wf. 
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Puisque 2,2’ < 2,2, < » et que l’invariance des angles au point 2, 
et déterminée par les nombres ie n, on obtient, pour tous les points z 
du segment 2, 2’, 

| 4 w,w,w— 4%2,2/< 5, 

w étant l'image de z.**) On voit, de cette inégalité, que la courbe J, est 
comprise 4 l’intérieur de l’angle dont les cétés sont les demi-droites issues 
du point w, et passant respectivement par les points w’ et ow}. 

Pour la démonstration de notre proposition il suffit done de prouver 
que la courbe J, n’a pas de points communs avec le segment w, a). 
Supposons, par impossible, que w”’ soit un tel point; on a alors 


(5) 20" w, wy, = 2 ow, w, => +5. 
Désignons par z”” le point du domaine D dont Pimage est w”. 2” étant 
le point du segment 2,2’, il résulte évidemment (fig. 1): 
(6) a2" <n, 
(7) 0< 22"2,2,<575. 
En combinant les inégalités (5) et (7), on obtient donc 
| 20" wy, — 2225/2, 


ce qui est impossible, l’invariance des angles au point z, étant définie 
par les nombres 7t n, et la distance du point 2” au point z, étant in- 
férieure & 9. 

On voit ainsi que tous les points de la courbe J;, sauf w,, sont a 
Pintérieur du quadrilatére w,@'w,a@{. On démontre, de la méme maniére, 
les propositions analogues énoncées pour les courbes J,, J; , Jy . 

Maintenant, il est évident (fig. 2) que les points intérieurs du quadri- 
latére w,w’w,w” sont & l’intérieur du domaine ayant pour frontiére la 
courbe J, c’est--dire & l’intérieur du domaine Q’, tandis que les points 
intérieurs de ce dernier domaine se trouvent 4 l’intérieur du quadrilatére 
w, @{w,@;'. L’aire du quadrilatére w,m’w,w” étant supérieure 4 


1 so 
7 Bz M4» 
on obtient donc 


aire de Q2’> 5 tes - ww} ; 


*) On désigne, comme précédemment, par < z,2,z et < w,w,w les valeurs 
algébriques, comprises entre —z et +2, de ces angles. 
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ce qui démontre la premiére partie du lemme, puisque ste est une 
constante absolue. 
On a, d’autre part, en vertu de l’inégalité (4), 





W, WO; = W,@{| = W, OY = wows < W, We; 


par suite, on peut déterminer un contour simple fermé I’, entourant le 
quadrilatére w,@{w,@,' et tel que l’inégalité (1) soit vérifiée. Le lemme 
de ce paragraphe se trouve donc complétement démontré, puisque le do- 
maine Q’ doit étre compris 4 l’intérieur du contour I. 


§ 6. Etant donnée une correspondance entre les deux domaines D 
et 2, nous dirons qu’un segment z’z”, intérieur au domaine D, posséde 
la propriété N, lorsqu’A tout ensemble parfait, situé sur ce segment et 
possédant une mesure linéaire nulle, correspond dans le domaine 2 une 
image de longueur nulle**). 


Lemme. Supposons que les angles restent invariants en tous les 
points du domaine D, sauf éventuellement un ensemble fini ou dénom- 
brable. Soit z,z,2,2, un rectangle quelconque, intérieur au domaine D et 
soit z’z” un segment rectiligne paralléle aux cétés 2, 2,, 2,2, et dont les 
extrémités z’ et 2" se trouvent respectivement sur les cétés 2,2, et 2,25 
(fig. 3). 

Alors, pour toutes les positions du point z', sauf éventuellement un 


ensemble de mesure linéaire nulle, le segment z'z” posséde la propriété N. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut considérer 
seulement le cas oi les deux domaines D et Q sont bornés. Supposons, 
par impossible, que la proposition n’est pas vraie. On peut alors dé- 
terminer sur le cété 2,2, du rectangle z,z,z,z, un ensemble G de mesure 
linéaire extérieure positive, 





Mes. linéaire extérieure de G > 0, 





dont chaque point z’ est l’extrémité d’un segment z’2”, 2 2; 
ayant la position indiquée sur la fig. 3 et ne possédant a 
pas, en méme temps, la propriété N. Quel que soit le a Kn * 





point z’ de l’ensemble G, il existe donc, sur le segment 
correspondant z’z”, un ensemble parfait P(z’) de mesure 
linéaire nulle dont V’image dans le domaine 2 a une 
longueur positive (finie ou non). En désignant cette image 
par Q(z’), nous aurons ze 45 


fig. 3. 
longueur Q(z’) > 0. 











*) Cette image est évidemment un ensemble parfait, partout discontinu. 
Mathematische Annalen. 95. 48 
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En vertu du lemme 3 du § 3, il existe un ensemble parfait q(z’), 
agrégé & Q(z’), dont chaque portion a une longueur positive. Soit 2(z’) 
un ensemble parfait, situé dans le domaine D, dont l’image est l’en- 
semble g(z’). Puisque les angles restent invariants en chaque point du 
domaine D, sauf peut étre un ensemble fini ou dénombrable, il résulte 
du lemme 1 du § 4, qu’on peut définir sur 2(z’) une portion a’ = 2’ (z’) 
sur laquelle les angles restent uniformément invariants sa prés. En dé- 
signant par q’ = q’(z’) limage de l'ensemble 2’, nous aurons nécessaire- 
ment 
(1) longueur g’ > 0. 

On a, d’autre part, 2’ étant agrégé & a(z’), 

(2) Mes. linéaire de a’ = 0. 

Puisque la mesure linéaire extérieure de G est positive, il existe, en vertu 
de (1) et (2), un nombre positif 2 et un ensemble G’, agrégé a G, 
possédant une mesure linéaire extérieure positive et tel que la condition 
suivante est vérifiée : 

A chaque point z’ de l’ensemble G’ correspondent les ensembles par- 
faits x’ et q’, définis de la maniére indiquée, pour lesquels ont lieu l’in- 
égalité (2) en méme temps que l’inégalité 
(3) longueur g’ >A. 

On peut évidemment supposer que l’ensemble G’ ne contient pas des 
points z, et z,. 

Soit A un nombre positif, aussi grand que l’on veut, dont la valeur 
est fixée une fois pour tout. Nous avons déja vu que, z’ étant un point 
quelconque de l’ensemble G’, les angles restent uniformément invariants 
a a ; prés sur l’ensemble 2’ = 2’(z’); par suite, il existe un nombre positif 
n = (z’) tel que l’invariance des angles en tout point de l’ensemble 2’ 
est déterminée par les nombres 5 et » (§ 5). En vertu de (2), on peut 


définir sur tout segment z’z”, correspondant au point z’ quelconque de 
Pensemble G’, des segments 6,=6,(z’), 1< k<p=p(z’), possédant 
les propriétés suivantes : 

1°. Les segments 46, sont deux-d-deux extérieurs. 

2°. Tout point de l’ensemble 2’ est 4 l’intérieur de l’un quelconque 
des segments 4, . 

3°. Tous les segments 6, ont la méme longueur, inférieure 4 7. 


? 
A 
° - —— 
#, > longueur 6,°< i0-a° 
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Si lon désigne par 6 la longueur de chacun des segments 4, on a, en 
vertu de 3° et 4°, 


(4) longueurd,—d<1, i<k<p, 
(5) 5-A-pd<hi. 


On peut évidemment supposer que la distance du point z’ & chacun des 
points z, et z, est supérieure a 4. 

Soient zj et zy les deux extrémités de la portion de l’ensemble 2’, 
comprise 4 l’intérieur du segment 6,. Nous désignerons, pour fixer les 
idées, par 2; celle des deux extrémités de cette portion qui est le plus 
rapprochée du point z’. On a, en vertu de (4), 


(6) longueur zz; < 9. 


Désignons par R, le carré ayant pour diagonale le segment zj zp 
et soit 2, l'image dans le domaine 2 de Vintérieur de ce carré. II est 
clair que tous les carrés R,, 1k <p, et par suite, tous les domaines 
Q, sont deux-d-deux extérieurs. La distance du point z’ & chacun des 
points z, et z, étant supérieure 4 6, tous les carrés R,, 1S k <p, doivent 
étre a Tintérieur du rectangle z,z,z,z,; par suite, les domaines 2Q,, 
1<k<p, se trouvent a l’intérieur du domaine Q. 

Tous les points de l’ensemble x’ sont compris dans les carrés R,, 
1<k<>p, tandis que les points de l’ensemble q’ se trouvent a l’intérieur 
ou sur la frontiére des domaines Q2,. Posons 


Ay = wh wy . 
En tenant compte de la définition de l'ensemble 2’ et du nombre 7, on 
voit, en vertu du lemme du § 5 et de l’inégalité (6), que l’aire du 
domaine ouvert 2, doit étre supérieure & Cij, C étant une constante 
positive, définie dans le §5. De plus, on peut déterminer un contour 
fermé simple I°, entourant le domaine 2, et tel que 
(7) longueur de I, < 54,. 
Tous les points de l’ensemble g’ seront alors intérieurs aux contours I, 
l1<k<p, et lon peut évidemment définir ces contours de tel sorte qu’il 
soient deux-a-deux extérieurs. [1 résulte, de l’inégalité (3) et de la défi- 
nition de longueur d’un ensemble, que, pour 6 suffisamment petit, 


D 
» longueur de I), > A. 
k=1 


On a donc, en vertu de (7), 


P 
1 
(8) LA>szt- 
k=1 
43* 
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Convenons de désigner par S’4, et "4, les sommes étendues 
respectivement aux valeurs de k, non supérieures 4 p, pour lesquelles se 
trouvent vérifiées l’inégalité 


(9) 4,2 A-d 
ou l’inégalité 
(10) 4,<A-d. 
On obtient 
Ld ’ ” 
Sha Tat 5" 
et, par suite, en vertu de (8), (9) et (5), 
, 
wi 


Liaire du domaine ouvert Q, étant supérieure & C-4;, il résulte de (9) 
et (11): 


P 
(12) > aires de 2, > 5, 0-A-d-i. 
k=1 
On voit, en résumant, qu’il correspond & chaque point z’ de l’ensemble G’, 
les nombres p, 6 et les domaines 2,. 1S k<p, situés dans Q et 
n’ayant pas de points communs, pour lesquels subsiste l’inégalité (12), les 
nombres positifs C, A et 4 étant indépendants de 2’. 
z’ étant un point arbitraire de l'ensemble G’, désignons par 4 = 4 (z’) 
le segment de centre z’ et de longueur 246, situé sur le segment 2,2. 
La mesure linéaire extérieure de ensemble G’ est positive. D’aprés le 
lemme 1 du § 3, on peut donc choisir parmi les segments 4 un nombre 
fini de segments 4,,4,,...,4;,...,4,, sans points communs intérieurs, 
possédant une longueur commune supérieure & 


. Mes. lin. ext. de @’. 


En posant 
Mes. lin. ext. de G’ = y, 
il vient donc 
(13) Bs longueur 4; > x M, u>od. 


t=1 


Soit z, le centre du segment 4,, 1 <i <¥; il résulte de la définition 
des segments 4 que tous les points z, 1<i<y», appartiennent a 
Vensemble G’. Convenons de désigner par 7, 4;, RE et 2f, i<ksy, 
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les nombres p, 4, les carrés R, et les domaines Q, définis pour le point 
z’=z,. On a donc, en vertu de (12), 
» 
(14) > aires de QP >7.0-4-d-4, 15k. 
k=1 
Les segments 4,, 1<i<y, étant sans points communs intérieurs, 
tous les carrés Rj” et, par suite, tous les domaines Qf, 1<k <p, 
1<t<-», doivent étre sans points communs intérieurs. Puisque tous 
les domaines Qf appartiennent au domaine Q il vient donc 
i 


Paire de Q> 5’ S aires de 2°, 
i=1k=1 


d’ou, en vertu de (14) et (13), 


e28 1 . “ 1 
Vaire de Q> 19 0-4-4 D> 169 C°A-A-m. 


Dans la derniére inégalité la quantité A peut étre prise aussi grande que 
Pon veut, indépendamment des nombres positifs C, 4 et u, tandis que 
le domaine 2 posséde une aire finie. On arrive donc 4 une contradiction, 
ce qui achéve la démonstration du lemme. 


§7. La correspondance entre les deux domaines D et Q étant 
effectuée & l’aide de la fonction w= f(z), nous désignerons, comme d.ns 
le §1, par L(z) = L(z, y) la fonction d’extension de f(z). Nous savons 
que c’est une fonction mesurable. Supposons que les angles restent in- 
variants en tout point du domaine D, sauf peut-étre un ensemble fini ou 
dénombrable. Nous allons démontrer que, dans ce cas, L(x, y) est une 
fonction & carré sommable dans le domaine D. Nous commencons par 
considérer quelques lemmes prél!iminaires. 


Lemme 1. Sott z, un point @épaisseur ( 
dun ensemble mesurable E a deux dimensions et ; 
sotent Z,, 2, 2, -++>Zy,+++» les points situés dans 
le plan de Vensemble E et tels que 

lim z, = 2,. 
a>@ 

Alors, & tout nombre positi} n il correspond 
un entier positif n et un carré 2 25 2 2% de 
diagonale 2, 2, (fig. 4), possédant les propriétés 
sutvantes : 

1°. Le point z, et compris a Vintérieur du 


7 nt tlt 


Carré 2 2 2% 2% - 
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2°. Le point z, appartient a Tensemble LE. 

3°. 
(1) 29%) < 3-29 2n < 0). 

Démonstration. Soit r un nombre positif quelconque et soit C(r) 
le cercle de centre z, et de rayon r. Désignons par H(r) la partie de 
ensemble EZ comprise 4 l’intérieur du cercle C(r). Posons r, = 2 2. 


Puisque z, est un point d’épaisseur de l'ensemble £, il existe un nombre 
entier et positif n pour lequel on a 


(2) 3r,< 7, 
(3) Mes. E(3r,) > a-13 (9 — =). 


Soient 4’ et 4” les deux cétés d’un angle droit dont le sommet est 
au point z, et dont la bissectrice coincide avec le segment 22. En 
désignant par x le domaine compris, d’une part, entre les deux droites 
A’, 4” et, d’autre part, entre les circonférences des deux cercles C(2r,), 
C(3r,), on obtient évidemment 

Vaire de y= 2-13; 
par suite, en vertu de (3), il existe 4 l’intérieur du domaine x un point 2 
appartenant a l’ensemble Z. 

Il vient immédiatement 
(4) Zp 2p <3 Tn; 
on obtient done l’inégalité (1) en combinant les inégalités (2) et (4). 
On voit de plus que le point z, est 4 lintérieur du carré 2 29 2 29’ de 
diagonale z,z,. Le lemme se trouve done complétement démontré. 

Lemme 2. Supposons que la fonction dextension L(z) soit non 
inférieure d un nombre fixe A, positif ou nul, en tout point z dun 
ensemble mesurable E, agrégé d D. Supposons, de plus, que les angles 


restent invariants en tout point du domaine D, sauf un ensemble éventuel 
fint ou dénombrable. 


On a alors Vinégalité 
(1) aire de Q> K-A° Mes. E, 
K dant une constante absolue positive. 


Démonstration. I] suffit de démontrer le lefime dans le cas, oi 
MesE>0. Soit 


= 


. 


s 
16 


En vertu du lemme 2 du §4, la correspondance entre les points des 
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domaines D et Q est du type «. Cela veut dire que tout point z in- 
térieur & D, sauf un ensemble éventuel G de mesure nulle, est point 
d’épaisseur superficielle d’un certain ensemble e(z) sur lequel les angles 
restent uniformément invariants & « prés. Dans ces conditions il existe 
un nombre positif »(z), dépendant en général du point z, mais ne dépen- 
dant pas de points de l’ensemble e(z), tel que l’invariance des angles en 
tout point de e(z) est déterminée par les nombres e et »(z), (voir § 5). 

En posant Z’= E—G, on voit qu’il correspond & tout point z de 
E’ un ensemble e(z) possédant les propriétés précédemment indiquées. 
Puisque MesG = 0, on obtient d’ailleurs 


(2) Mes. E’ = Mes. EZ. 


Soit z un point arbitraire de l'ensemble Z’. En vertu de la défi- 
nition de l’ensemble Z, il vient donc 


L(z)=>A, 
puisque l’ensemble 2’ est agrégé 4 H. II existe alors, 4 l’intérieur du 
domaine D, une suite de points z,, n=1,2,3,..., tels que 
(3) lim z, =z, 

n->@ 

ww, _ 1 


Mais z est un point d’épaisseur superficielle de l’ensemble e(z); donc, en 
vertu du lemme 1 de ce paragraphe, il correspond, 4 tout entier positif m, 
un indice n’ et un carré zz/’2/,z”, de sommet z et de diagonale zz/,, 
possédant les propriétés suivantes: 

1°. Le point z, est compris 4 l’intérieur du carré z zm 2m 2m - 

2°. Le point z;, appartient 4 l’ensemble e(z). 

3°. ttm < 3-22q << 0(2)<n(2)- 


Désignons par C,,(z) le cercle de centre z et de rayon zz. Puisque 
tous les points de l’ensemble Z’ sont intérieurs au domaine D, nous 
pouvons déterminer les carrés 227, 2mZm de telle fagon que tous les cercles 
C,,(z) soient intérieurs & D. 

I] résulte de la condition 3° que le rayon du cercle C,,(z) tend vers 
zéro pour m— co. On voit donc que chaque point z de l’ensemble Z’ 
est le centre d’une infinité dénombrable de cercles C,,(z) dont les dia- 
métres tendent vers zéro avec =. En vertu du lemme 2 du § 3, on peut 


choisir, parmi les cercles C,,(z), un nombre fini de cercles C,, O,, ..., Cy, 
sans points communs, tels que la mesure de la partie de HZ’, extérieure 


& ces cercles, soit inférieure 4 } Mes H. Tous les cercles C,, 1Sigp, 
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se trouvent 4 l’intérieur du domaine D. Nous désignerons par a, le centre 
du cercle C;. Chacun des cercles C;, 1Sigp, étant identique & lun 
des cercles C,,(z), il existe un carré R; = a;aj' ajaj” de diagonale a;a, et 
un point a’ tels que les conditions 1°—3° subsistent pourvu qu’on y rem- 
place respectivement les points 2, Z,,Zm,2m+Zn' Pal @;, aj, a;’, aj”, a’. 
On a done l’inégalité 


(5) aaj < 3-a,a’ < (a), 

et il résulte, en vertu de la définition des nombres »(z), que l’invariance 
des angles aux points a; et aj est déterminée par les deux nombres « et 
n(a;). Le carré R; est compris dans C,. En tenant compte de l’inéga- 
lité (4), on obtient de plus l’inégalité 


, 


(6) > 4, 
a,a’ 2 





les points b, et b’ étant les images dans le domaine Q des points a,, 
a’ et a’ étant a l’intérieur du carré R,. 

Soit 2;, 1<t<p, Vimage dans le domaine 2 de l’intérieur du 
carré R;. Nous désignerons, en méme temps, par 6; l'image du point aj. 
Puisque invariance des angles aux points a; et aj est déterminée par 


les nombres ¢ = a et »(a,), il vient, en vertu du lemme du § 5 et de 
Pinégalité (5), 


(7) Paire de 2; > C- bb”, 
C étant une constante absolue positive. De plus, il existe dans le domaine 


Q un contour simple fermé I’, contenant intérieurement le domaine Q, 
et tel que 


(8) longueur de I; <5-b,b;. 


Le point a’ étant a l’intérieur du carré R,, le point correspondant b’ est 
nécessairement & l’intérieur du domaine Q,; d’oi il résulte 


(9) longueur de I", > b, b’. 
On obtient donc, en vertu de (7), (8)- et (9), 


aire de 2, > £ 0,6" 
et, par suite, en vertu de (6) et (5), 
Vaire de 2; > a ee 


L’aire du cercle C, étant égale & 2-a;,a,°, il vient finalement 


(10) aire de Q; > coq A’ Paire de C;. 
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Puisque les cercles C;, 1S icp, et par suite, les domaines Q, n’ont 
pas de points communs on a 


aire de Q> : aires de Q; 
i=1 
dou il résulte 


P 
(11) Vaire de Q > soem A": Dy aires de C;. 
i=1 
Nous avons déji vu que la mesure de la partie de l’ensemble 2’, 
extérieure aux cercles C;, 1 <i <p, est inférieure & } Mes ZH. On obtient 
done, en vertu de (2), 


? 
> aires de 0, > 5 Mes. E 
i=1 
et, par suite, en vertu de (11), 
Paire de Q > K-A*-Mes. BE. 


Cc 
1800-x? c. q. f. d. 


Lemme 3. Les deux domaines D et Q étant bornés, la fonction 
@extension L(z)=L (x,y) est une fonction a carré sommable, finie 
presque partout dans D. (On suppose toujours que les angles restent in- 
variants en tout point du domaine D, sauf peut-étre un ensemble éven- 
tuel, fini ou dénombrable. ) 


ou K=.- 


Démonstration. Nous avons vu au §1 que L(z) est une fonction 
mesurable. Soit Z lensemble de points, intérieurs au domaine D, dans 
lesquels L(z)=-+ co. On a, en vertu du lemme 2, 

Vaire de Q > K.A*-Mes. E, 
quel que soit le nombre positif A. Le domaine Q étant borné et K étant 
une constante absolue positive, il en résulte 
Mes. Z = 0, 


c’est-i-dire Ja fonction L(z) est finie presque partout dans D. Pour 
démontrer que L(z) est une fonction & carré sommable dans D, suppo- 
sons, par impossible, que 


(1) SJ [L(2)]"dady = + 0. 
Soit H un nombre positif aussi grand que l’on veut. En vertu de (1), on a 
(2) SJ (L(2)]"dedy >H 


pour tout ensemble parfait P, agrégé 4 D et de mesure assez voisin de 
Yaire de ce domaine. 
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En tenant compte d’un théoréme de M. Lusin*’), on peut définir un 
ensemble parfait, agrégé & D, sur Jequel la fonction L(z) soit uniformé- 
ment continue, la mesure de cet ensemble étant d’ailleurs aussi voisin 
que l’on veut de l’aire du domaine D. II existe done un ensemble par- 
fait P sur lequel la fonction L(z) est uniformément continue et tel que 
Vinégalité (2) se trouve vérifiée. 

Soit 7 un nombre positif, assez petit pour que l’oscillation de [L(z)]” 
sur toute portion de P, de dimension non surpassant 7-2, soit inférieure & 

x 

2 Mes. P° 
Divisons le plan du domaine D, par des droites paralléles aux axes de 
coordonnées, en une infinité dénombrable de carrés de cétés » et désignons 
par R,, R,,..., R;,..., R, les carrés, en nombre fini, contenant intérieure- 


ment les points de P. Soit P, la partie de P comprise 4 l’intérieur 
de R,; on a 


Dy Mes. P; = Mes. P, 
(3) 3 = 
2 ff [L(z)!"dady = JJ [L(2)])" dady. 


é=1 P; 
La diagonale du carré R, étant égale & 7-/2, il en résulte que 
Voscillation de [L(z)]” sur P, est inférieure & 


mr es 
2 Mes, P* 


En désignant par A; la borne inférieure de la fonction L(z) sur 
Yensemble P;. on obtient 


L(z) 2A, 
(4) a H 3 2 
Ai + sica-p > [LZ (2))" > A 
en tout point z de l'ensemble P,, d’oi 
P 
> (43 + sya) “Mes. P, > [{(o(e)J*dedy 
i=1 P 


et, par suite, en vertu de (3), 


(5) 2 Ai-Mes. P;+ F > [{[z@))azay. 


17) Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique, 1915, p. 21 (en russe). 
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En combinant (2) et (5), il vient 


P 
(6) > Aj-Mes. P, > 2. 
t=1 
Soit 2; image dans le domaine 2 de la partie commune du domaine D 
et de l’intérieur du carré R;; on a 


(7) Paire de Q> 5 aires de Q,. 

i=1 
En tenant compte de la premiére inégalité (4) et du lemme 2 de ce 
paragraphe, on obtient l’inégalité 


(8) aire de Q; > K-Aj-Mes. P; (l1stSp), 


K étant une constante absolue positive. En combinant (7) et (8), il vient 


Paire de Q > K- ¥'A}-Mes. P,, 
t=1 
d’ou, en vertu du (6), 
Paire de Q> zz : 

Le domaine 2 étant borné et le nombre positif H pouvant étre pris 
aussi grand que |’on veut, nous arrivons & une contradiction, ce qui dé- 
montre l’impossibilité de Pinégalité (1). Le lemme 8 est ainsi compléte- 
ment démontré. 

§ 8. Nous conservons les notations des paragraphes précédents. Donc 
w= f(z) est une fonction d’une variable complexe z effectuant la cor- 
respondance biunivoque et bicontinue entre les deux domaines D et Q. 


Nous allons démontrer le théoréme énoncé 4 la fin du § 1, c’est-d-dire le 
théoréme . 


Théoréme. Lorsque les angles restent invariants en tous les points 
du domaine D, sauf éventuellement un ensemble fini ouedénombrable, 
f(z) est une fonction holomorphe dans D. 

Démonstration. Soit R un rectangle quelconque, intérieur & D, 
dont les cétés sont paralléles aux axes de coordonnées. En désignant par 
C le contour de R, il suffit d’établir Pégalité suivante 


Sf(z)dz=0. 
Posons F 
f(z)=u(z,y)+to(z,y), z=2+ty, 


u(x, y) et v(x, y) étant des fonctions réelles continues de deux variables 
réelles x et y. En vertu du lemme 8 du paragraphe précédent, la fonction 
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d’extension L(z) est une fonction sommable, finie presque partout dans D. 
En tenant compte d’un théoréme de M. Stepanoff**) il résulte, de la der- 
niére propriété de L(z), que les deux fonctions u(x, y) et v(z, y) possé- 
dent presque partout dans D des différentielles totales au sens de M. Stoltz, 
c’est-A-dire sur une pleine épaisseur de D les quatre dérivées partielles 
du Ou dv dav 
da’ dy’ dx’ dy 
existent et vérifient les relations 


u(z+ 4x, y+ 4y)—u(e,y)= 42-58 + dy- 5° +h, (dz, dy), 


a 
v(xa+ dz, y+ 4y)— v(2, y) = dae 5 + dy 5 + hy(4z, dy) 

avec 

. h, (42, 4y) : hy (4x, Ay) 

lm 42 = lim 4*——~ =90. 

aot 4z*+Ay*® Poon j4z*+ dy’ . 

4y>0 4y>0 

Désignons par (x,, Y,), (5 %1)> (> Ye)» (Zi> Ya)» Mi < 2a» Yr < Ya» 
les coordonnées des quatre sommets du rectangle R. Il est clair que les 
quatre dérivées partielles 
au Ou dv dv 
dx’ dy’ dz’ dy 
sont en valeur absolue non supérieures & L(z) et, par suite, considérées 
comme fonctions de deux variables x et y, représentent des fonctions 
sommables, finies presque partout dans D. En vertu d’un théoréme de 
M. Fubini**), Pintégrale 
Zs 
ou 
3s dx : 
2, 

considérée comme fonction de la variable y, existe au sens de M. Lebesgue 
pour toutes les valeurs de y dans (y,, y,), sauf peut-étre un ensemble e 


de mesure nulle, et représente une fonction sommable. On a, de plus, 


V zy 
(2) [fit azay— fay {az 
R ¥, 2, 


Considérons les segments rectilignes S(y) joignant les deux points 
(z,,y) et (z,, y), od y est une valeur quelconque sur l’intervalle (y,, y,). 
En tenant compte du lemme du § 6, il résulte que tous les segments S(y) 
possédent la propriété N, sauf peut-étre ceux qui correspondent aux 


1*) Stepanoff, Uber totale Differenzierbarkeit, Math. Annalen.90 (1923), p. 318. 
1%) Voir, par exemple, Carathéodory, Reelle Funktionen, Leipzig 1918, p. 632. 
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valeurs de y formant un certain ensemble e’ de mesure nulle. Pour 
chaque valeur de y, n’appartenant pas 4 e’, le segment S(y) jouit de 
la propriété: 

A tout ensemble parfait, situé sur S(y) et possédant une mesure 
linéaire nulle, il correspond dans le domaine Q une image de iongueur 
nulle. Mais la projection sur l’axe des u d’un ensemble de longueur nulle 
doit étre nécessairement de mesure linéaire nulle. Donc, il résulte d’un 
théoréme de M. Lusin que pour les valeurs de y n’appartenant pas a e’ 
la fonction u(z, y), considérée comme une fonction d’une seule variable z, 
posséde la propriété N. *°) 

Lorsque y n’appartient pas en méme temps aux ensembles e et e’, 
la fonction u(z, y), dane — z, a la propriété N et, de plus, pos- 
séde une dérivée sommable ae finie presque partout dans (z,,7,). On 
en conclut, d’aprés le théoréme du § 2, que u(z, y) est absolument con- 
tinue dans (z,,2,), dou il résulte 

a. 
f Sax —u(ay,y)—xCe.9)- 


La mesure de l’ensemble e+ e’ étant nulle, il vient de la relation (2) 


ff oY dedy = | tvtm, y) — u(z,,y)] dy —[u(z, y)dy, 
R % 6 


ot la derniére intégrale est prise dans le sens positif le long du contour 
du rectangle R. 


En répétant les mémes raisonnements pour les dérivées 
on obtient finalement 


(3) — G+ ”\ dedy+i- NG ss — 5) dzdy 


vie —vdy)+ i-f(vde +udy) =[i(e)ae. 


ou dv dv 
dy’ Oz’ dy’ 


Par hypothése, les angles restent invariants en tous les points du 
domaine D, sauf éventuellement un ensemble fini ou dénombrable; nous 
29) Soli L’intégrale et la série trigonométrique, 1915, p. 109 (en russe). 

Voici I’énoncé de ce théoréme: Lorsque une fonction continue F(z) ne pos- 
séde pas la propriété N sur un certain intervalle, il existe toujours sur cet intervalle 
un ensemble parfait 2 de mesure nulle tel que les valeurs de F(x) sur 2 forment 
un ensemble de mesure positive. 

Pour la définition de la propriété N, voir le § 2. 
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désignerons ce dernier ensemble par M. Mais nous avons déja vu que 
les deux fonctions u(z, y) et v(z, y) possédent des différentielles totales 
en tous les points du domaine D, sauf peut-étre un certain ensemble H 
de mesure superficielle nulle. Il résulte donc, en vertu des raisonnements 
de M. Rademacher*'), qu’en tout point z du domaine D, n’ppartenant 
pas & l’ensemble M+ H, se trouvent vérifiées les conditions de Cauchy- 


Riemann: 
Puisque 


il vient, en vertu de (3), 








*) Rademacher, Uber streckentreue und winkeltreue Abbildung, Math. Zeitschr. 


4 (1919), pp. 135 et 136. 


Dans cette partie de ses raisonnements M. Rademacher ne fait usage que de 
l'invariance des angles et de l’existence des différentielles totales des fonctions u et v 


en un point individuel. 


(Eingegangen am 15. 6. 1925.) 





























Transcendental transcendency of certain functions of 
Poincaré. 


Von 


J. F. Ritt in New York. 


The functions in which we are interested are meromorphic functions 
with rational multiplication theorems; functions y(z) for which an m + 0,1 
exists such that y(m-) is a rational function of y(z). For instance, e*, 
co.x and g(x) are of this type. Such functions were first studied in their 
generality by Poincaré, who provided an existence theorem for them‘). 
Introduced into the theory of iteration by 8. Lattés and by the present 
writer*), they have figured prominently in the researches of Fatou and 
Julia*), Our purpose is to determine all functions of this type which 
satisfy algebraic differential equations. 

To ascertain whether a given function does or does not satisfy an 
algebraic differential equation is a type of problem invented by Hélder, 
who, in 1886, showed that the gamma function does not satisfy any such 
equation. Various functions have since been investigated by other writers. 
For the literature, we refer the reader to Ostrowski’s memoir in the Mathe- 
matische Zeitschrift‘). 

The result of the present paper is that if y(mz)=R[y(zx)), with 
y(x) meromorphic and R(x) rational and not linear, and if y(x) satis- 
fies an algebraic differential equation, then y(x) ts obtained from a linear 
function of one of the functions e**, cos(ax+f), w(a-+ A); in the 
lemniscatic case (g, = 0), 9*(x + 8); in the equianharmonic case (g,=0), 
y'(x+ 8) and g*(x-+ 8), by replacing x by a rational power of x. In 


1) Journal de Mathématiques 55 (1890). 
*) Lattés, Comptes Rendus de |’Académie des Sciences de Paris, Jan. 13, 1918; 
Ritt, ibid, Mar. 4, 1918. The results of my note had been communicated to the 
American Mathematical Society in December, 1917. (Bull. Am. Math. Soc., Mar. 1918). 
%) French journals since 1918. 
*) 8 (1920). See also the papers of Hausdorff and Ostrowski in Math. Ann. 94. 
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the above functions, « is arbitrary, while f is an appropriate fraction of 
a period. The rational power of x must be so taken as to lead to a 
meromorphic function. 

Thus most of the Poincaré functions are not solutions of algebraic 
differential equations. 

As is indicated in § 1, the case of R(x) linear is trivial. 


I. Rational multiplication theorems. 


1. We furnish here a few indications in regard to functions with 
rational multiplication theorems, some of which are not contained in 
Poincaré’s paper. 

Let y(mx)= R[y(x)], with y(2) meromorphic and not constant, with 
R(z) rational and with m distinct from zero. It can be shown without 
difficulty that if m|<1, R(a) is linear. If R(x) is linear and m is 
not a rational root of unity, y(z) is rational. If m is a primitive p*® 
root of unity, y(z) is a linear funct‘on of x¢z(2”), with z(z) mero- 
morphic and g an integer. In that case, y(2) satisfies an algebraic diffe- 
rential equation when and only when z(2x) does. 

Having set aside these cases, to which the discussion of II does not 
apply, we take a general rational function R(2) and seek a meromorphic 
y(x) and an m such that y(ma)= R[y(x))}. 

Suppose that a y( 2) and an m exist. We must have y(0) = R[y(0)]. 
If y(0) + co, we put 

z(r)= y(xr)— y(0), S(a) = R[x + y(0)] — y(0). 
If y(0) = co, we put 
1 oe 
z(zr)= yiz)’ S(2) = Bois) * 
For either case, we find 
zimx) = S[zi2x)), S(0)=0, zi/0)=0. 
We therefore assume, without loss of generality, that 
R(0)=0, y(0)= 0. 

Let y, (2) represent the nt derivative of y(x) and R(x) that cf 
Riaz). We find 
my,(mx)=R,(y)y,, m*y,(max)= R,(y)y,+ Ry) yj, 

m* Ys \ m r) a R, (YY, - 3 Ry) Yo, “=. Ry(y iyi, 


m"y,'mx)=Riyiy, > nRily)y,- 4,4 et Ryly)y?. 








ee 


=e Ge oo 
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Let any value distinct from 0 be assigned to y,(0). The first of the 
equations (1) gives the relation m= R,(0). If mis not a root of unity, 
the system (1) determines each y,(0) as a finite number. Suppose that m 
is greater than unity in modulus. Then it is shown by Poincaré that the 
development in powers of x thus obtained for y(x) has a radius of con- 
vergence greater than zero. This result is really nothing more than the 
solution given by Koenigs®) of the Schroeder equation. Poincaré adds 
the observation that the equation y(mz)= R[y(x)] permits the conti- 
nuation of y(z) all over the plane, so that y(x) is meromorphic. 

Thus any rational R(x) with R(0)=0 and |R,(0)|>1 gives a 
meromorphic y(z). 

2. One may inquire as to how y(x) depends on y,(0). Let y,(0)=c. 
If y(x) is y(x) for c= 1, then the general y(xz) with c +0 is 7(cz). 
The latter function, in short, satisfies the functional equation for y(z), 
is 0 at the origin, and has ¢ for derivative there. 

We seek now a y(2z) with nm zeros at the origin. We see from (1) 
that m” = R,(0) and that y,.,(0) etc. are determined uniquely. Now, 
y(x) being taken as above, we find that 7(c2”) satisfies the equation 
y(mx)=R[y(xz)] with m"=R,(0), and starts with the term cz”. 
Hence y(c2x”") is the general Poincaré function with m zeros at the origin. 

8. We shall show that, when R(z) is not linear, y(z) assumes the 
value zero an infinite number of times. As R(x) has only a simple zero 
for «= 0, there is an a, +0 such that R(a,)=—0. Let a, be a point 
such that R(a,)=a,. Evidently a, ie distinct from 0 and a,. According 
to Picard’s theorem, y(z) assumes at least one of the values 0, a,, a, an 
infinite number of times. Now, if y(b)=a,, then y(mb)=0 and if 
y(b) =a,, then y(m*b)=0. Thus y(z) certainly vanishes for an in- 
finite number of values of z. 


II. Algebraic differential equations. 
4. We define the rank of a term 
(2) A=a(y,z)y*y® ....y%*, 


where the i’s are non-negative integers and where « is rational, to be the 
expression ese s Consider a term of rank distinct from that of A, 


(3) B=B(y,x)y*y* ,...y%". 
Let r be the smallest value of p such that ¢,+j,. We shall say that 


5) Annales de I’Ecole Normale Supérieure 1884, 1885. Poincaré’s discussion 
applies, however, to a system of functions. 
Mathematische Annalen. 95. - 44 
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the rank of A is greater than or less than that of B according as ¢, >}, 
or #, <j,. 
The weight and degree of A in (2) will be defined as 
ni, +(n—1)i,+...+28,_,+48,, ttigt...+8, 
respectively. 


We consider now an algebraic differential equation 


(4) 2 a, ( (yz) yfy®, 9" 0. 

Here each subscripted ¢ varies from term to term. We suppose that no 
« is identically zero. The rank of (4) will be defined as the greatest of 
the ranks of all of its terms. 

6. In what follows, we deal with a non-constant meromorphic y (x) 
such that y(mz)= R[y(zx)], with R(x) rational and not linear. 

It is impossible for y(z) to be algebraic, for if it were it would 
be rational, and R(a) would be linear. 

We assume that y(x) satisfies (4). As y(a) is transcendental, no 
«(y(x),2z] can be zero for every z. We thus assume that the a of the 
term of highest rank in (4) is unity, losing no generality in the assumption. 

We shall represent the p iterate of R(x) by S(x), without writing 
the index p. We have 

y(m? z) = 8[y(z)). 
Writing S, for S,[y(a)], we have 


m? y, (m? x) =Si%, m*? y,(m? x)= 8S, y, + 8, y}, 
(5) alate = 8,9, + 38, 4¥,9, +S, 92, 


Te wes pe ee ee a RR ae ee ee a ee ee oe ee ee a 


m*? y (m?x)=S.y,+nS,y,_.¥,+-- +5 at 19,927? + Sy? 


Every term in the expression for m‘? y,(m?z) is of weight ¢ with respect 
to y. Wherever an S, occurs, it is multiplied by a homogeneous poly- 


nomial in the y’s of degree j. 
Replacing z in (4) by m?z, we have 


(6) Ze.) (S, m” x) [y,, (m” x)" ++ [Y, (m” x))™ 


If we replace each y;(m?z) in (6) by its expression in(5), we will find, 
corresponding to each term of (4), a set of terms which are all of the 
same weight as, none of higher rank than, and none of lower degree than, 
that term of (4). For every term obtained, 


ta. (8, m” x)S*... Si y* ail oo, 
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the degree with respect to y will be the same as the weight with respect 
to S, that is, 
k++... $k =nj, +... +4,- 

7. Let the term of highest rank in (4) be 
(7) ye... yen, 
its weight being w and its degree d. The term of highest rank obtained 
from (6) on using (5) will come from (7) and will be (7) multiplied by 
sé lm”? 

If the equation obtained on using (5) in (6) is not (4) multiplied 
through by S{/m””, we can derive, from (4) and the new equation, by 
a multiplication and a subtraction, an equation for y(xz) of lower rank 
than (4). If the new equation is (4) multiplied through by S¥/m"?, we 
shall say that (4) is invariant. 

We proceed to prove several lemmas which present cases in which 


equations for y(z) can be replaced by equations of lower rank, even if 
they are invariant. 


8. We shall assume, in what follows, that y(0)—0 and that 
y,(0)=1. According to § 2, this will not cause any loss of generality. 
We consider an algebraic differential equation 
(8) Zag (u) us... ult — m" B(x) uf. 


with the a’s, and f, rational, with the terms of = all of one weight, 
say w, and with ¢ an integer. 
We prove the 


Lemma. If, for every positive integral p, S(x) satisfies (8), then 
y(x) satisfies the equation 
tn r+t-—w of 


(9) Jey (u) up... uy = a2" "ys, 


tn which a ts a constant. 
As 
a‘ x . z 
azt 8 (Se) — m7 8(S)> 


we find, multiplying in (8) by m-“?, that the equation 


(10) Scug (u) us... uf — mrt” g (3) uf 


m? 


is satisfied by S(2/m?) for every p. 
Suppose first that £(z) is not identically zero, and let B(x) = 2¢4 (2) 
where d(x) is analytic. and not zero, forz=0. . 


44* 
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Let y(u), a polynomial, be a common denominator for the functions «,, , 
so that «= y%/y with y,(u) a polynomial. We write (10) 


(11) J 7g (4) 0S... wt me mPCT ER tg (5) y(u) ur. 


As y(m? x)= S[y(zx)] we have, for x sufficiently small, if we denote 
the inverse of y(x) by y~?(z), 


(12) 8(5)~9 [m9 (S)]- 
Now, as y,(0)= 1, we have, for z small, 

y-'(z)=2+2° H(z), 
with H analytic. Hence 


zx 


m? y- (S)=2+ 5k, P); 


where K = x*H(z/m?) approaches zero with x, uniformly with respect 
to p. Then, by (12), for z small, 


5(5) =y(z)+ = L(z, p), 


where L approaches zero with zx, uniformly with respect to p. We sub- 
stitute this result in (11) and find, for z small, 


(13) Z7o(v)¥s--. y+ — Me, p) 
— morse 20d (=) (y(y) yz + EP?) 


where M and N approach zero with z, uniformly with respect to p. 

We see now that g cannot be less than r+¢—w. For suppose 
that it were, and take a small +0 for which y, and y(y) are not 
zero. As p increases, the first member of (13) would approach a finite 
limit, whereas, because |m|> 1 and 6(0) +0, the second member would 
become infinite. Thus g>r+t—w. 

If q=r+t—w, we find, on letting p increase, that y (x) satifies (9) 
with a=4(0). If g>r+t—w, we find y(z) to satisfy (9) witha=0. 
Finally, if 6 = 0, the second members of (10), (11) and (13) disappear 
and y(zx) satisfies (9) with a= 0. This settles the proof. 

9. Lemma. Let the equation 


(14) Sag (u, m? x) up’... uy" —= m'? Bly, x) uz, 
with each «, and 8; rational, with no « identically zero, and with each 
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term of X of weight w, become an identity in x and y, for every p, 
when u=S(y).°) Then y(x) satisfies an equation 

(15) =, Ag) (u) up... us"= ax’ uf, %) 

with every A(u) rational and not identically zero, where, in =,, no rank 
appears which does not also appear in >. 

Let each a,.(u,2) be expressed as the quotient of two relatively 
prime polynomials. One, but not both of these polynomials may be 
divisible by x. In any case, each a, is of the form x%a,.(u, x) where 
a. (y, 0) is neither identically zero nor identically infinite. 

Suppose first that (y,2z) is not identically zero. Let f(y, x) 
= 2'b(y, 2) where b(y,0) is neither identically zero nor identically 
infinite. 

For certain of the functions «,., g is a minimum, say v. We divide 
by x in (14), finding 
(16) mS, ag(u,m? x) ug... uy*+ 25, = m2" b(y, x) uy, 


where no term in 2, becomes infinite for every y when x= 0. 
Suppose first that s=v. We write A,(w)=a,(u,0), B(y) 
= b(y,0) and put x = 0 in (16), finding that every S(y) satisfies 


A, (u) uh... uf =m?" Bly) ul. 


Applying the lemma of § 8, we find y(z) to satisfy (15) with 
j=r+t—v—w. If s>v, y satisfies (15) with a=0. We cannot 
have s<v, else, multiplying by x°-* in (16) and putting z=0, we 
would find S, or B to vanish identically. Finally if 8 =0, y satisfies (15) 
with a= 6. 

We observe that if r+ w, (15) cannot be an identity in w. 

10. Lemma. Let y(x) satisfy an equation*®) of ordern > 1, whose 
rank is not of the form y,y;. Then y(x) satisfies a second equation, 
of smaller rank than the first one. 

Let y(a) satisfy an equation (4) of order n >1, whose rank, not 
of the form y, y{, is 


(17) TS 9.°°° % 


of weight w and degree d. When z is replaced by m?~x and (5) is used, 
(17) will yield, among other terms, the term 


a, @-1 ga an w-n 
(18) up 5,5," BS: 8°99, > 
*) Here y is an independent variable and u, = d"u/dy". 
*) Here the differentiation is with respect to z. 
*) The term “equation” will generally mean algebraic differential equation. 
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of smaller rank and greater degree than (17). A term of (4) will yield 
a term of the rank of (18) if and only if it is of weight w and con- 
tains y,. But no term other than (17) will yield a term in y, y?" 
whose coefficient has a rank with respect to S*) as high as that of (18). 


Hence, according to § 7, if B(y, x) is the coefficient of y, y~" in (4), 


1 
then either y(z) satisfies an equation of lower rank than (4) or a relation 


(19) ZS %@(S, mz) Sy... S*—= B(y, x) Sf, 


with no « identically zero, must hold identically in y and x. According 
to § 6, the weight of each term of = with regard to S will be the degree 
of y, yy", which exceeds d. If S is replaced in (19) by y, the rank of 
each term of = will be smaller than (17). 


By §9, y(zx) satisfies an equation like (15) whose rank is smaller 
than (17). ° As the two members of (19) are of unequal weights, this 
equation will not be an identity. 


Lemma. Let y(x) satisfy an invariant equation in which the term 
of greatest rank is of weight w and degree d. If this equation contains 
terms of degree less than d, then y(x) satisfies an equation of the first 
order. 

Of the terms of degree less than d, let «(y,x)y®... ys, of degree 
d, and weight w,, have the highest rank. This term will be the only one 
which will yield a term in y®... y%. We have thus 

a(S, x) So =m?” a(y, r) 8%, 
so that, by § 9, y(a) satisfies an equation of the first order. 

Lemma, If y(x) satisfies an equation of rank y,y;, with n> 3, 
then y(x) satisfics a second equation, of smaller rank than the first one. 

If the given equation is not invariant, the second equation certainly 
exists. Let the given equation be invariant. By the lemma which precedes, 
we may limit ourselves to the case in which every term is of degree at 
least r-+-1. Among the terms yielded by y, y; is 


1 
m~Patnn Ss SI!  o- yi” - 


Any other term which yields y,_,y"** is of weight n+ r and of degree 
r+1 orr+2. If of degree r+ 1 it is of the form «(y,z)y,_,y, yf", 
and if of degree r+ 2 it is of the form B(y, z)y,-:y{*'. Hence 


[n+ @(S, m? x)] Sy Si + B(S, m? x) S7** = B(y, x) Si”, 
and, unless c= —n, B=0, y(x) will satisfy an equation of order 2 or 1. 


*) What is meant by this expression is obvious. 
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Suppose then that «(y,2z)—-—mn. Among the terms yielded by 
y,¥; is 


(21) “c— D) m-?™*? gs Sl yeyft*?. 


The only other term of the given equation which will yield a term in- 
volving both S and y as (21) does is —ny, ,y,ys-, which gives, 
when n> 38, 

(22) —nm-?**) §,_, Siggy". 


As n> 3, the coefficients in (21) and (22) are not negatives of each 
other, so that y(a) satisfies an equation of order n—1 at most. This 
proves the lemma. 

11. We are going to show that if y(x) satisfies an algebraic diffe- 
rential equation, it satisfies an equation of one of the following three 
types: 


(A) yy = x) A(y) 
(B) ¥,=A(y)y tax y, 
(C) 2 — 592 =Aly) ys tax *y?. 


In these equations, A is rational, @ constant and n and j integral. 


It will turn out finally that y(a) satisfies an equation of type (A). 
Types (B) and (C) enter because they do not give relations in S of 
smaller rank than themselves. 

The work of the preceding section shows that if y(2) satisfies an algebraic 
differential equation, it satisfies an equation of rank y,y{, y, y{ or yj. 

We shall prove first that if y(x) satisfies an equation of the first 
order, then y(x) satisfies an equation of type (A). 

Of all equations of the first order for y(z), let 
(23) yf +a, (y,z)ypP +... +0, (y, 2) =0 
have a minimum degree. Then «, is not identically zero and (23) is 
invariant. We have thus 

8? np 1 
«, (8, ma) aly)” 
so that, by §9, y(2) satisfies an equation of type (A). 

We now prove that / y(x) satisfies an equation of rank y, y{, then 
y (xz) satisfies an equation of one of the types (A) or (B). 

Let the given equation be invariant. Among the terms yielded by 
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yey, is m*"* 8, 8’ y!**. If another term yields the rank y‘**, it is 
of the form a(y,x)y"**. Thus 


1 
S28] + a(S, m? x) 8{** = a(y, x) S8{*", 


so that, by §9, y(a) satisfies an equation of the first order, or one of 
the form 


(24) ¥,—A(y)y; =az'y,. 
If, when a+ 0, j is not —1, (24) will not be invariant, and y(z) will 
satisfy an equation of the first order. This completes the proof. 

Finally, we show that if y(x) satisfies an equation of rank y, y! , 
then y(x) satisfies an equation of one of the types (A), (B) or (C). 

Let the given equation be invariant. We may limit ourselves to the 
case in which every term is of degree at least r+-1. Among the terms 
yielded by y,y! is 3m~?"*” §, 8’ y,y"**. The only other terms which 
give y,y,"* are one of the form «(y,x)ys y; 
B(y, x)y,y,**. Unltss c=—% and B=0, y(x) will satisfy an equa- 
tion of order 2 or 1. 

Suppose that «c= — $ and B=0. Among the terms yielded by 


rt and one of the form 


95 3 oe 
(25) ww -ZHK 
is . 
m~?"*" (9, 97 ae 5S: te tg 
Because S=0, the only term other than those of (25) which will give 
r+3 


y’** is one of the form y(y,x)y/**. We will have 


88, — $8: + (8, m? x) 8! = p(y, 2) 8, 


from which it follows that y(z) satisfies an equation of the first order, 
or one of the type 


8 . 
(26) ¥,¥,— 5% —Al(y)yf =ae’ yl. 


If, when a+0,j is not — 2, (26) is not invariant and y(z) satisfies 
an equation of the first order. This completes the proof. 

12. It can be shown by simple differentiations and eliminations that 
if y(z) satisfies an equation of type (A) or type (B), it also satisfies 
one of type (C). 

We have thus to determine the circumstances under which y(z) 
satisfies (C). We write (C) 


(27) 2 (4) -4 (4) =a)! +5. 
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We shall prove that there exists a positive integer p such that 
a=(p*— 1)/2p°. 

If a=0, we take p=1. Suppose that a+ 0. Because y,(0)=—1, 
the first member of (27) is analytic for x—0. Thus, to offset a/z*, 
A(y) must have a pole for y=0 at which its first term is — a/y*. 

According to § 3, there is a finite b, distinct from zero, such that 
y(b)=0. If y(x) has p zeros at b, then A(y)y; will have a double 
pole at  =b with first term —ap*/(x — b)*. Hence the first member 
of (27) must have a double pole at z= b, that is y,(b)=0. 

As y,(x) has p —1 zeros at b, the coefficient of 1/(a—b)* in the 
first member will be 


—(p—1)—4(p—1)*. 


Equating this result to —ap*, we find the stated expression for a. 

We now put 

e=u?, y(x)=2(u), 
and (C) reduces, after some calculation, to 
3 % 2 4 
(28) aut ae ~ ¥ (Gus) — 402) (Z)- 

Now (28) is a type of equation satisfied by the automorphic func- 
tions. If Z7(u) is one of its solutions, its general solution is seen to be 
Z([A(u)|, where 4(u) is any linear fractional function. It follows that 
any branch of the inverse of z(u) is a linear function of any other 
branch *°). 

There exist thus an infinite set of linear functions 4(u) such that 
z[{4(u)]|=2(u). Each such 4(u) must be an integral function, au-+ b, 
else z(u) could not be meromorphic. 

Let w(z) and u’(z) be two branches of the inverse of z(u), analytic 
in some area in the z plane, and such that |u’|> |u| in that area. 
Such branches evidently exist. Let u=—au'+b. Then we cannot have 
b=0. Otherwise, we would find that z(au)=2z(u) with |a|<1, and 
that z(w) assumes values infinitely often in the neighborhood of the origin. 

1 


As z(m?u) == R[z(u)] and z(u) = 2(u’) = 2z[(u —b)/a], we have 


2(m? u) = R[s(au+b)) —s[m? (au +b)} 
bm? —1)], 


1 
-_ ? 
Zz [m u + = 
”) This fact and the fact that z(w) is meromorphic imply in themselves that 
z(u) is one of the periodic functions listed below. Cf. Koebte, Math. Ann. 67 
(1909), p. 165. The method followed here leads more quickly to our results. 
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1 

Hence, b(m? —1)/a, which is not zero, is a period of z(u). 

Referring to § 2, we see now that if a Poincaré function with R(x) 
not linear satisfies an algebraic differential equation, it is obtained from 
a periodic Poincaré function by replacing x by some rational power 
of x™.) 

In a paper published some time ago**), we determined all periodic 
Poincaré functions. We proved that if y(mz)=—R[y(zx)] with R(z) 
rational, with |m|>1, and with y(x) a non-constant periodic mero- 
morphic function, then y(x) is a linear function of one of the functions 
e*#, cos(ax +B), g(z+ A); when g,—0, g*(z+f); when 9,—0, 
y' (2+ B) and g*(x-+- 8). Here « is arbitrary while § has to be chosen 
so as to give the functions rational multiplication theorems. In each 
case there are a finite number of possibilities for 8 of which 0 is one. 
For a detailed statement, we refer the reader to our above mentioned 
paper. 

We have thus reached the result stated in the introduction. 

The periodic functions just enumerated, and the functions obtained 
on replacing z in them by any rational power of z, all satisfy equa- 
tions of the type (A). 


12) Rational, rather than integral, because z(u) may have a multiple zero at 
the origin. 
1) Trans. of the Am. math. Soc. 23 (1922), p. 10—25. 


(Eingegangen am 10. 4. 25.) 
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Uber quantentheoretische Kinematik und Mechanik. 


Von 
W. Heisenberg in Géttingen. 


Die vorliegende Arbeit soll eine zusammenfassende Darstellung der 
Grundziige einer neuen physikalischen Theorie geben, die den Versuch 
unternimmt, durch eine genaue Diskussion der Frage nach den prinzipiell 
beobachtbaren GréBen die Gesetze der fiir Atomsysteme giiltigen Kinematik 
und Mechanik aus der Erfahrung herzuleiten; es sollen also in dieser 
Theorie die Grundpostulate der Quantentheorie, die in der Bohrschen 
Atomtheorie zu so auSerordentlichen Fortschritten in unserem Wissen iiber 
den Bau der Atome gefiihrt haben, in einfache mathematische Verbindung 
gebracht werden mit jenen hinsichtlich der Kinematik und der Mechanik 
abgednderten Raum-Zeitvorstellungen der Quantentheorie. Da die Theorie 
auch zu einer interessanten Anwendung mancher in der Physik bisher 
wenig gebrauchten mathematischen Methoden gefiihrt hat, so mag eine 
Darstellung der Theorie in dieser Zeitschrift berechtigt erscheinen. 

Die physikalischen Grundlagen der im folgenden darzustellenden Theorie 
wurden, zusammen mit der mathematischen Formulierung der kinemati- 
schen und mechanischen Grundgleichungen gegeben in einer Arbeit des 
Verfassers'); die Durchfiihrung dieser Ansitze und der mathematische 
Ausbau der Theorie gelang Born und Jordan*), ein Teil der von Born 
und Jordan abgeleiteten GesetzmaBigkeiten und andere neue Folgerungen 
der Theorie wurden unabhingig angegeben von Dirac*), der weitere mathe- 
matische Ausbau der Theorie wurde verdffentlicht in einer gemeinsamen 
Arbeit von Born, Jordan und dem Verfasser*); die physikalische Bedeu- 
tung der von Born, Jordan und Dirac angegebenen Vertauschungsrelationen 


1) W. Heisenberg, Ztschr f. Phys. 88 (1925), 8. 879. 

*) M. Born und P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 84 (1925), S. 858. 

*) P. Dirac, Proceedings Roy. Soc. London 109 (1925), 8. 642. 

*) M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 35 (1926), S. 557. 
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(vgl. § 2) behandelte Kramers®); schlieBlich gelang es Pauli*), die Ge- 
setze des Wasserstoffatoms aus der neuen Theorie herzuleiten. 


Unsere Erfahrungen iiber die GesetzmaBigkeiten des Atombaues 
schépfen wir zunichst aus zwei Quellen: den Strahlungsphinomenen und 
den Untersuchungen iiber StoBvorgiinge: die Gesetze der Warmestrahlung 
haben Planck zur Einfiihrung der Quantenhypothese veranlaSt, Einstein 
zeigte die Anwendbarkeit dieser Hypothese auf den lichtelektrischen Effekt ; 
durch Versuche iiber den Zusammensto8 von «- und f-Partikeln mit Atomen 
gelangten Lenard und Rutherford zur Vorstellung vom Kernatom. Durch 
Zusammenfassung aller Erfahrungen iiber die GesetzmaBigkeiten des Atom- 
baues gelang es Bohr, die optischen AuBerungen der Atomgesetze in Verbin- 
dung zu bringen mit der Vorstellung vom Kernatom und dadurch die wich- 
tigsten Fortschritte in unserem Wissen iiber die Bedeutung des periodischen 
Systems der Elemente und iiber alle Gesetze der Atomstruktur zu erzielen. 
Trotz dieser Erfolge stie8 die quantitative Deutung der optischen Erfahrungen, 
also insbesondere die Berechnung der Serienspektra der Elemente auf un- 
iiberwindliche Schwierigkeiten; iiberdies forderten die Strahlungsphinomene 
an sich schon eine tiefgehende Revision unserer Raum-Zeitvorstellungen 
bei ihrer Anwendung auf die Vorginge in den Atomen’). Diese Sachlage 
legte den Schlu8 nahe, daB zwar zweifellos die Grundpostulate der Quan- 
tentheorie und das Bohrsche Korrespondenzprinzip, denen wir ja fast allen 
Aufschlu8 iiber die Struktur der Atome verdanken, schon eine sinngemiBe 
Beschreibung der Erfahrung darstellen, daB aber die speziellen Rechen- 
regeln der bisherigen Theorie, die zur Deutung der Balmerserie gefiihrt 
hatten, noch nicht die richtige Darstellung der GesetzmaBigkeiten des 
Atombaues enthalten kénnten. 


Wenn man mit Bohr die Annahme macht, daB die Balmerserie den 
einer periodischen Bewegung eines Elektrons entsprechenden Strah- 
lungsvorgang reprisentiert, so sté®t man auf die bekannte grundsitz- 
liche Schwierigkeit, daB das Spektrum jeder beliebigen periodischen 
Bewegung ein Spektrum fquidistanter Linien sein muB (alle Frequenzen 
sind als harmonische Oberténe ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz), 
wahrend die Baimerserie eine Linienfolge mit Haufung der Linien an 
einer endlichen Grenze darstellt. Anscheinend kann man dieser Schwierig- 


*) H. Kramers, Physika 5 (1925), S. 369. 

®) W. Pauli jr., Ztschr. f. Phys. (Im Erscheinen.) 

(Die hier von *) bis *) zitierten Arbeiten werden wir im folgenden als (1. c. *)), 
(L. c. *)) usw. anfiihren.) 

*) Fiir die allgemeine Diskussion dieser Probleme vgl. insbesondere N. Bohr, 
Vortrag vor dem MathematikerkongreB in Kopenhagen, Sept. 1925. Nature 116 
(1925), 8S. 845. Naturwiss. 14 (1926), S. 1. 
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keit nur auf zweierlei Weise entgehen: entweder nimmt man an, da8 das 
Strahlungsspektrum nichts mit dem mathematischen Spektrum der Bewegung 
des Elektrons im Atom zu tun habe, oder aber, man verlaBt die Gesetze 
der klassischen Kinematik bei der Deutung der Atomprobleme. Die 
erstere Alternative scheint kaum méglich im Hinblick auf die groBen Er- 
folge, welche die klassische Strahlungstheorie bei der Beschreibung opti- 
scher Phainomene erzielt hat. Die zweite Alternative fiihrt zum Problem, 
die wirklichen Gesetze der quantentheoretischen Kinematik aus den Er- 
fahrungen abzuleiten; dieses Problem ist der Gegenstand der hier darzu- 
stellenden Theorie. 


§ 1. 
Quantentheoretische Kinematik (1. c. *)). 


Die grundlegende Erfahrung, die im folgenden zur Ableitung der 
kinematischen Gesetze der Quantentheorie notwendig ist, bietet das 
Rydberg-Ritzsche Kombinationsprinzip. Es besagt, daB jede Frequenz 
y(nm) des beobachteten Spektrums darstellbar sei als Differenz zweier 
»Terme“ 7, und 7, und da8 umgekehrt jede Differenz zweier Terme aus 
der Gesamtheit der Terme als Frequenz einer beobachtbaren Spektrallinie 
auftreten kann, daB also gilt 


v(nm) = T, — T,, 
v(nk)+(km)=y(nm), 


wo die »(nk), »(km) und »(nm) beobachtbare Frequenzen des Spek- 
trums bedeuten. 


(1) 


Aus den optischen Phinomenen kann ganz allgemein geschlossen wer- 
den, da8 zu den prinzipiell beobachtbaren GréBen gehdrt: die Frequenz 
und die zu dieser Frequenz gehérige Amplitude und Phase. Es soll sich 
zunichst handeln um ein Problem von einem Freiheitsgrad, also um ein 
Elektron, das lings einer Geraden innerhalb gewisser Grenzen periodisch 
schwingen kann. Die Elongation des Elektrons heiBe x. Diese GréBe x 
wiirde in der klassischen Theorie in eine Fourierreihe nach ¢ zerlegt wer- 
den kénnen: 


(2) z= a(n, t) = 5S) x(n),-e27tr rt, 

wo n eine Konstante und t die Nummer der Oberschwingung bedeutet. 
Die einzelnen Glieder dieser Reihe 

(3) x(n), e2rtr(n)rt 


wiirden direkt die als beobachtbar hervorgehobenen GréBen Frequenz, 








686 W. Heisenberg. 


Amplitude und Phase zusammenfassen. — Aus dem Erfahrungsgesetz (1) 
folgt als sinngemaSe Erweiterung dieser klassischen Auffassung, daB bei 
einer wirklichen Beschreibung der atomtheoretischen Phinomene an Stelle 
der GréBen (3) Ausdriicke der Form 


(4) a(nm) etztrinm)é 

treten miissen. Eine Zusammenfassung solcher GréBen z(nm) zu einer 
Summe analog der Gleichung (2) scheint hier zunichst nicht sinnvoll. 
Man wird vielmehr die Frage nach der Zusammenfassung der GréBen (4) 
zunichst offenlassen miissen und den Sinn der GréBen (4) so ausdriicken: 
Die Elongation x wird reprdsentiert durch die Gesamtheit 

(5) x: (x(nm)e2*trinme) 


Mit dieser Aufstellung wire aber offenbar physikalisch wie mathema- 
tisch nichts gewonnen, wenn man nicht zugleich angabe, wie die Bezie- 
hungen solcher Gesamtheiten lauten, die den Beziehungen zwischen Fourier- 
schen Reihen in der klassischen Theorie analog sind. 

Denken wir uns also eine zweite GréBe y (z. B. etwa die Entfernung 
des Elektrons von einem gegebenen Punkt im Raum), die ebenfalls klas- 
sisch in eine Fourierreihe 
(6) y= y(n, t) = Sy(m), etatrinvert 


entwickelbar ware. Quantentheoretisch wiirde man auch hier wieder aus 
(1) und aus der Tatsache, da8 Frequenz, Amplitude und Phase fiir y 
prinzipiell beobachtbar sein diirften, schlieBen, daB y reprisentiert wird 
durch eine Gesamtheit: 


(7) y:(y(nm) e®*trms), 


Allgemein wird man — und dies soll auch fiir Systeme von beliebig 
vielen Freiheitsgraden gelten — jede zu dem betreffenden Atomsystem 
gehérige quantentheoretische GréBe z, sofern nur ihr klassisches Analogon 
in eine Fourierreihe entsprechend (2) entwickelbar ist, darstellen durch die 
Gesamtheit 


(8) z:(z(nm) e®*irinme) | 

Die denkbar einfachste kinematische Fragestellung ist offenbar die: 
Gegeben seien die x und y reprisentierenden Gesamtheiten; welche Gesamt- 
heit stellt «-+y und welche zy dar? 

Die naturgemiSe Anwort lautet offenbar (1. c. *)): 


x+y: ((z + y) (mm) e®*Frimmt): xy: ((zy) (mm) e®*Fr Om), wobei 


(9) (a + y) (nm) e®*#rmmet — [x (nm) + y(nm)] e&™érinmit 
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(10) (ay) (mm) e®*trinmye — S2(n k) y (km) e2*#lr mk + v(emie 


=: J2(n k) y(k m) e2ziv(am)t 


Die erste (9) dieser Relationen leuchtet ohne weiteres ein, die zweite 
scheint eine sinngemiBe Folge von (1); in Analogie zur entsprechenden 
klassischen Formel wird man nimlich erwarten, daB auf der rechten Seite 
von (10) eine Summe steht von Produkten je zweier Glieder der Reihen (5) 
und (7), wobei diese Produkte der Summe simtlich die gleiche e-Potenz 
enthalten sollen. Dies ist nach (1) naturgem&8 durch Gleichung (10) zu er- 
reichen. Da fiir alle zum selben Atomsystem gehérigen Gesamtheiten der ex- 
ponentielle Faktor e***”™™)' derselbe ist, so kann man ihn der Einfachheit 
halber weglassen und die bisherigen Resultate in den Formeln zusammen- 
fassen : 


x:(x(nm)) 
a eer 
(12) (x-+y)(nm) =x(nm)+y(nm). 
(13) (xy)(nm) = S2(nk)y(km). 


Diese in (11), (12), (13) enthaltenen Rechenregeln entsprechen voll- 
stindig den aus der Theorie der linearen Gleichungen wohlbekannten fiir 
Matrizen giiltigen Rechenregeln (1. c.*)). Man wird also eine quanten- 
theoretische Gré8e mit einer (iibrigens unendlichen) quadratischen Matrix 
vergleichen kénnen. Fiir ihre Multiplikation gilt bekanntlich das distribu- 
tive und das assoziative Gesetz: 

(14) z(x+y)=zx+2zy, 

(15) (xy)z=x(yz), 

aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz; also im allgemeinen: 
xy +yx; die Forderung xy — yx =0 diirfte zum Spezialfall der klassi- 
schen Theorie zuriickfiihren. 

Irgendeine Funktion f (x, y, 2) wird nach (12), (13) quantentheoretisch 
dann definiert werden kénnen, wenn ihr klassisches Analogon in eine 
Potenzreihe nach x,y,z... entwickelbar ist. 

Zur Vervollstandigung der kinematischen GesetzmaBigkeiten sei noch 
hervorgehoben, daB die Relationen (5, 12, 13) auch (in etwas modifizierter 
Form) noch Giiltigkeit behalten, wenn die zugrunde gelegte Bewegung 
nicht als periodisch betrachtet werden kann (1. c.*)). Es tritt dann klas- 
sisch an Stelle der Fourierreihe das Fourierintegral; dem entspricht es, 
da8 in der Matrix (x(mm)) die Indizes n und m auch kontinuierliche 
Wertebereiche durchlaufen kénnen; die Summe der rechten Seite von (13) 
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wird in diesen kontinuierlichen Wertebereichen durch ein Integral zu er- 
setzen sein. 

AuBer der fiir quantentheoretische GréBen giiltigen Algebra haben 
noch die Operationen der Differentiation fiir die Formulierung der mecha- 
nischen GesetzmaBigkeiten eine entscheidende Bedeutung. Allerdings wird 
sich spiater herausstellen, daB der Proze8 der Differentiation nur kiinstlich 
in die Theorie eingefiihrt werden kann und da8 eine andere Operation 
(vgl.§ 3) das naturgemaBe Analogon zur Differentiation der klassischen 
Theorie darstellt. Wir werden im folgenden fiir die Differentiation nach 
der Zeit in einfacher Analogie zur klassischen Theorie annehmen: 


Wird eine quantentheoretische GréBe z dargestellt durch die Gesamtheit 
z:(z(mm)e****("mt) oder einfacher (z(nm)), 
so wird die GréBe Z = rid reprasentiert durch: 
Z2:(z(nm) 2a y (nm) e®*tr (mmr) 
oder einfacher: 
(16) zZ:(2atv(nm)z(nm)). 


Der Differentialquotient einer Funktion f(x,y, z...) nach einer der 
durch Matrizen reprasentierten quantentheoretischen GréBen x,y,z... wird 
am einfachsten definiert werden kénnen durch: 


(17) a (fez oe) ni Wits f(ata-ty,z--)-f(4,y,2-.-) 


y a0 « 





wobei « eine Konstante, 1 die ,,Einheitsmatrix bedeutet 1:(1(nm)), bei 
der alle Glieder auBerhalb der Diagonale Null sind, waihrend die Diagonal- 
glieder simtlich den Wert 1 haben: 


1(nm)=46,,,= 


1 fir n=m 
0 fir n+m. 
Die Differentiation geniigt offenbar den Beziehungen: 


a 
Ato) = 2+H, 


Ox 
(17a) ae f9)= so +s 3. 


Durch die Annahmen (5), (12), (13), (16), (17) scheinen simtliche 
Rechenoperationen fiir quantentheoretische GréBen definiert. Es entsteht 
die weitere Aufgabe, auf der Basis dieser kinematischen Relationen eine 
Quantenmechanik aufzubauen. Der leitende Gesichtspunkt dabei wird wieder 
entsprechend Bohrs Korrespondenzprinzip der méglichst enge Anschlu8 an 
die klassische Theorie sein miissen. 
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§ 2. 


Quantenmechanische Vertauschungsrelationen. 


Die Rechenregeln, die in der bisherigen Theorie bedingt-periodischer 
quantentheoretischer Probleme iiblich waren‘), lassen sich folgendermaBen 
kurz skizzieren: Entsprechend den Gesetzen der Hamilton-Jacobischen 
Mechanik suche man (unter Vernachlassigung der Strahlungskrifte) als 
kanonische Variable die Winkelvariablen w,(w, ...w,) bei einem Problem 
von f (Freiheitsgraden) und die kanonisch-konjugierten Wirkungsvariablen 
J, (J, ...d,) auf. Die w, sind lineare Funktionen der Zeit w, = »,¢ + 9,, 
die J, sind Konstante der Bewegung und geniigen der Gleichung 

0H 
= ad, 
(H = Hamiltonsche Funktion). Dem Korrespondenzprinzip wurde Geniige 
geleistet durch die Annahme, da ein stationirer Zustand charakterisiert 
sei durch J, = n,-h (h bedeutet die Plancksche Konstante, n, eine ganze 
Zahl), dann stimmte gerade die quantentheoretische Bohrsche Frequenz- 
bedingun 
re »(nm) = > He 
(H die Energie) im Limes h==0 und fiir hohe Quantenzahlen mit der 


klassischen Beziehung aH 


~~" 


iiberein. 

Unter Benutzung dieser durch die letzten Beziehungen angedeuteten 
Korrespondenz soll jetzt das Verhalten des quantentheoretischen Ausdrucks 
xy —yx fiir hohe Quantenzahlen untersucht werden (1. c.*)). Im Grenz- 
fall hoher Quantenzahlen wird man entsprechend dem Ubergang zur klas- 
sischen Theorie (vgl. (2)) als Naherung setzen diirfen x(n,n — a) =2(J)a, 
wo J, = n,-h oder, was praktisch hier dasselbe bedeuten soll, J, = (n,-+-«)h. 

Wir befinden uns also in einem Gebiet, wo die Unterschiede zwischen 
Anfangs- und Endbahn relativ gering sind; in diesem Gebiet werden die 
Resultate der klassischen Theorie, wie die der bisherigen Quantentheorie 
naiherungsweise richtig sein. Daher kann man die n, als Quantenzahlen, 
die J, als Wirkungsvariablen der klassischen Theorie, «, als die Nummer 
der Oberschwingung deuten. Wir denken uns also, wie schon durch die 
Bezeichnungsweise angedeutet, die Indizes n entsprechend den bisherigen 
quantentheoretischen Rechenregeln als f-dimensionale Mannigfaltigkeit von 
»Quantenzahlen* n,(n, ...m,) geordnet. 


*) Vgl. z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien. 4. Aufl. Braunschweig, 
Vieweg, 1924. M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik. Berlin, Springer, 1924. 
Mathematische Annalen 95. 45 
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Dann ergibt sich: 
(19) z(n,n—a)y(n—a,n—a—f)—y(n,n—f)2(n—f,n—a—f) 
= {z(n,n—«a)—a2(n—f,n—a—f)}y(n—a,n—a— 8) 
—{y(n,n—B)—y(n—a,n—a—f)}a(n—B,n—a—B) 








ar), dy (J) 
rh: Sh ad, *y (J)p, — @, 7 a °2 (Jar). 
Nun ist aber 
(20) 26 By-y (I)suretaten ls — 5 {y(I)p, etatente}, 


wo die w, wieder die zu den J, kanonisch konjugierten Winkelvariablen 
bedeuten. 


Daraus folgt mit (19): 
' oe i ee Ld 
(21) lim (xy -y¥*)=55 . J, Ow, dd, ra) 


im Grenzfall ,hoher Quantenzahlen“ oder limh=0. In den 2, y der 
rechten Seite ist durch die Schreibweise ausgedriickt, daS man hier von 
den Matrizen der Quantentheorie zu den Fouriergliedern der klassischen 
Mechanik iibergehen kann. Denn im eben betrachteten Grenzfall ent- 
spricht je ein Glied der Matrix einem Fourierglied der klassischen Mechanik 
und kann naherungsweise diesem gleich gesetzt werden. 

Die Summe der rechten Seite von (21) stellt das Jacobische Klammer- 
symbol] dar: 

dz 0 éy Ox dx @ dy Oz 

(22) (29) =D (5, tah dm) > (Fp Fm 
Wo p,,q, irgendwelche kanonische Variable bedeuten. Fiihren wir nun als 
quantentheoretische Klammersymbole die Ausdriicke 


oni 
(23) (x,y) ==" (xy — yx) 

ein, so 148t sich Gleichung (21) schreiben: 

(21a) lim (x, y) =[2, y] fiir hohe Quantenzahlen. 


In der klassischen Theorie gelten fiir die [z, y] die Beziehungen: 
a) [e+y,2]=[2,2]+[y,2], 
(24) b) [2, y| =—T[y, 2), 
e) [zy,z]) =[z,2]y+2[y,2]. 
Ferner gilt 


ee” 
(25) [9,.9,)=9; [p,, p,] = 0; [Pt] =e ={ 4 ir r=s 


0 fiir r+s. 
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Wegen der Gleichungen (24) lat sich klassisch .das Symbol [z, y] aus- 
driicken durch [q,,9,], [p,, P,], [P,»9,], wenn x und y als Potenzreihen 
in p und gq darstellbar sind. 

Die quantentheoretischen Klammersymbole zeigen nun eine weitgehende 
Analogie zu den Jacobischen Symbolen der klassischen Theorie. 

Es gilt naémlich wegen (14) und (15): 

a) (x+y,z)=(x,z)+(y,2), 
(26) b) (x,y) =—(y, x), 
ce) (xy,z) =(%, Z)y+x(y,2). 

Wieder kann hier, wenn x und y nach Potenzen der p und g ent- 
wickelt werden kénnen, (x, y) ausgedriickt werden durch die elementaren 
Symbole 

(Pr Pe)s (G+ Qs)» (Pr Ve) 
Diese enge Verwandtschaft der klassischen Symbole [z, y] und der 


quantentheoretischen (x,y), zusammen mit Gleichung (21a) legt die fir 
alles folgende fundamentale Annahme nahe (1. c. *), *), *)): 


(27) (PrsPs)= 93 (959,) = 95 (Pps 9) = 5,0: 
Durch diese Hypothese ist die Korrespondenzbeziehung (21) gesichert und 
eine vollkommene Analogie der (x, y) zu den [x, y) hergestellt. 

Die Gleichungen (27) entsprechen korrespondenzmaBig den ,,Quanten- 
bedingungen“ der bisherigen Quantentheorie. Da8 die Hypothesen (27) 
wirklich als neue unabhingige Annahmen erlaubt sind, da8 sie also keine 
Widerspriiche enthalten und die Lésungen des gestellten Problems ein- 
deutig bestimmt machen, soll in § 5 gezeigt werden. 

Man kénnte auch quantentheoretisch die Symbole [x, y] gema8 Glei- 
chung (22) einfiihren. Diese Symbole geniigen dann den Gleichungen (24a, b) 
und (25); Gleichung (24) ist wegen der Nichtgiiltigkeit des kommutativen 
Gesetzes in der Quantentheorie nur dann erfiillt, wenn z eine lineare Funk- 
tion der p und gq ist. 

Es folgt aus dieser Uberlegung ohne weiteres der Satz: Ist z eine 
lineare Funktion der p und q, so gilt: 

(28) [x, Z] = (x, 2). 

Es stellen aber, wie schon oben betont, die quantentheoretischen [x, y] 
nur kiinstliche Bildungen dar (was z. B. aus der allgemeinen Nichtgiiltig- 
keit von (24¢c) hervorgeht); das sinngem&éBe Analogon zu den klassischen 
[x,y] sind die Symbole (x, y). 

Den Gleichungen (27) (1. c. *), *), *)), die man als quantenmechanische 


Vertauschungsrelationen bezeichnen kann, mu8 in der Quantenmechanik 
45* 
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eine viel allgemeinere Bedeutung zukommen, als den ,,Quantenbedingungen“ 
der bisherigen Theorie. Die Quantenbedingungen der bisherigen Theorie 
waren nur auf mechanische Probleme von bedingt-periodischem Charakter 
anwendbar und dienten dort dazu, aus der kontinuierlichen Mannigfaltig- 
keit méglicher Lésungen eine diskrete Anzahl quantentheoretischer Lésungen 
auszusondern. In der hier darzustellenden Theorie sind die Relationen (27 ) 
notwendig, um dem Problem der Integration der Bewegungsgleichungen 
einen eindeutigen Sinn zu geben, sie sollen fiir alle denkbaren Lésungen 
erfiillt sein, unabhingig davon, ob die Lésungen selbst periodischen oder 
nichtperiodischen Charakter tragen. Zugleich erscheinen die Gleichungen (27 ) 
als die exakte Formulierung des Bohrschen Korrespondenzprinzips. Ubrigens 
lassen die Relationen (27) noch vom Standpunkt der Dispersionstheorie 
aus eine einfache physikalische Interpretation zu (1. ¢. *) und °)). 


§ 3. 
Die kanonischen Bewegungsgleichungen; Energiesatz und 
Frequenzbedingung. 
Zur Definition eines mechanischen Problems geniigt in der klassischen 
Theorie die Angabe der Hamiltonschen Funktion H(p,q). Die Bewegungs- 
gleichungen lauten dann: 


. aH : éH ° . 
(29) P= ji =z, Cer mo —[Hm); = [Hm )- 
Es scheint die einfachste Annahme, diese Gleichungen direkt in die 
Quantenmechanik zu iibernehmen (vgl. 1. c. *~*)): 


: = 


; A H . é 
(30) P, = — Gq, = LA: Pa: % = dp, (H,q,] 
oder vgl. (28): 
(30a) B. = (A, p,)s = (A %)- 


Auch hier ist zu betonen, daB der Gleichung (30a) vor (30) der Vor- 
zug gegeben werden mu, da (30a) keine Differentialquotienten nach p 
und g enthalt. In (30) und (30a) wurde auSerdem bisher noch die Zu- 
satzannahme gemacht (I. c. *)), daS fiir ein gegebenes Problem die Energie- 
funktion H in kartesischen Koordinaten quantenmechanisch dieselbe Form 
haben solle, wie in der klassischen Theorie. Der physikalische Sinn dieser 
Zusatzannahme ist folgender: Die Form der Hamiltonschen Funktion ist 
im Prinzip durch Versuche mit freien Elektronen, durch StoBversuche usw. 
unabhingig vom Spektrum experimentell priifbar. Handelt es sich dabei 
z. B. um Versuche mit sehr schnellen Elektronen, so kann man, wie bis- 
her. naherungsweise die Gesetze der klassischen Mechanik der Bestimmung 
von H zugrunde legen. Bei der Extrapolation der gefundenen Funktion H 
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auf die Fille, in denen die klassische Theorie nicht mehr naherungsweise 
giiltig ist, wird die Form der Energiefunktion dann erhalten bleiben miissen 
(und daher gleich der Form der ,,klassischen“ Energiefunkticn sein), wenn 
nur Produkte von vertauschbaren GréBen in H vorkommen. Dies ist im 
allgemeinen in einem kartesischen Koordinatensystem der Fall, da in ihm 
die Energie additiv in zwei nur von den Variablen einer Sorte abhangige 
Teile H,(p) + H,(q) zerfallt. 

Wir werden im folgenden die Gestalt der Hamiltonschen Funktion H 
ganz offen lassen und annehmen, da8 sie durch Experimente oder quanten- 
mechanische Uberlegungen irgendwie gefunden sei. 

Dann kann aus den quantenmechanischen Gleichungen (30) die zeit- 
liche Konstanz von H sowie die Bohrsche Frequenzbedingung abgeleitet 
werden, wie folgt (1. c. *), *), *)): 

Fiihrt man eine quantentheoretische GréBe W ein, die mit den Ter- 
men 7, der Gleichung (1) zusammenhingt nach der Formel 


7h fir n=m, 
(31) W(nm)—{ 0 AR ih 
so folgt aus (1), (16) allgemein: 
(32) x = 22* (Wx — xW)=(W, x). 


Die Bewegungsgleichungen (30), (30a) gehen also direkt iiber in 
(W, 9.) =(H,9,); (W—H,q,)=9; 
(W.p,)=(H,p,); (W—H,p,)=0. 

Da H eine Funktion der p und q ist, so folgt 

(W—H,H)=0; (W,H)=0 


(33) 


oder wegen (32): 

(34) 

und wegen (33): 
(H(nn) — H(mm))q(nm) =(W(nn) — W(mm))q(nm), 

d. h. (vgl. (31)) 


(35) H(an)— Hmm) _ y (nm). 


H=0, 
H = konst. 





Die Gleichungen (34) und (35) enthaltea den Energiesatz und die 
Frequenzbedingung der Quantenmechanik (1. c. *), *), *)). Diese Resultate 
bedeuten, daB die in der hier vorzutragenden Theorie enthaltenen quanten- 
mechanischen Gesetze bereits eine sinngemaBe mathematische Formulierung 
der Grundpostulate der Quantentheorie erméglichten. Es mu8 noch det 
Beweis nachgeholt werden, daB die Werte H(nn) allgemein sowohl eine 
diskrete wie eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit bilden kénnen; dann sin 1 
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alle Aussagen der quantentheoretischen Grundpostulate in der hier zu be- 
schreibenden Theorie enthalten. 


§ 4. 
Kanonische Transformationen. 


In der klassischen Mechanik ist ein System neu einzufiihrender 
Variabler P,Q dann kanonisch, wenn fiir dieses System gilt: 


[P., P,) = 0; [Q,, Q,) = 0; [P,,Q,] = 4,,- 

Ein ganz analoger Satz gilt in der Quantenmechanik (I. c. *) und ‘)): 

Wenn ein System neuer Variabler P,Q den Bedingungen geniigt: 
(36) (P,, P,) = 0; (Q,, Q,) =0; (P., Q,) = 4,,, 
so gelten fiir dieses System die kanonischen Gleichungen (30), voraus- 
gesetzt, daB die Energie H nach Potenzen der P,Q entwickelbar ist. 

Zum Beweise bemerken wir, daB sich bei Giiltigkeit von (36) das 
Symbol (H,P,) bzw. (H,Q,) einerseits gemaB (32), (34), (35) inter- 
pretieren 1a8t als P, bzw. Q,, andererseits nach (28) als 


[H,P.J=-3; [4 Q]—+ 3. 


Es entsteht jetzt das Problem, die allgemeinste kanonische Trans- 
formation der Quantenmechanik anzugeben, welche die Variablen p,, 9g, 
in neue Variablen P,, Q, iiberfiihrt. 

Eine sehr allgemeine derartige Transformation, welche die Gleichungen(27) 
invariant l4Bt, lautet (1. c. *)): 

P Tue Sp, $s", 


37 

ci peer 

wo § eine ganz beliebige quantentheoretische GréBe bedeutet. Aus der 
Giiltigkeit von (27) und (37) folgt in der Tat (36). DaB (37) auch die 
allgemeinste kanonische Transformation darstellt, konnte bisher nicht 
bewiesen werden. 


Aus (37) folgt noch, wenn f irgendeine nach Potenzen von p,g . 
entwickelbare Funktion bedeutet: 


(38) f(PQ)=Sf(pq)S~*, 
wobei f(PQ) aus f(pq) dadurch hervorgeht, daB p,q unter Beibehaltung 
der Funktionsform f durch P,Q ersetzt werden. 

Die Wichtigkeit der kanonischen Transformationen beruht auf folgen- 
dem Satze: Sei p°, g? irgendein System von Variablen, das den Gleichungen 


(27) geniigt, so kann das Problem der Integration der Bewegungsglei- 
chungen (30) zuriickgefiihrt werden auf das andere Problem (I. c. *)): 
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Es ist eine Funktion $ so zu bestimmen, daB 
(39) SH(p°, g°)S-* = W= konst. 
zu einer Diagonalmatrix wird; hierin soll H(p°,g°) aus H (p,q) hervor- 
gehen, indem p,q durch p®,g® unter Beibehaltung der Funktionsform H 
ersetzt werden. 

Ist eine solche Funktion § gefunden, so erhilt man durch die Gleich- 
ungen: se 
(40) te 

%=S QpS~* 

direkt die Lésungen der Bewegungsgleichungen (30). (39) stellt das quan- 
tenmechanische Analogon dar zur Hamilton-Jacobischen partiellen Differen- 
tialgleichung. 

S entspricht in gewisser Weise der Wirkungsfunktion der klassischen 
Mechanik. Wir werden im folgenden (39) als die fiir das mechanische 
Problem ,,charakteristische Gleichung“ bezeichnen. 


§ 5. 
Lésung der charakteristischen Gleichung (1. c. *)). 


Wir nehmen im fogenden irgendwelche Matrizen p°, g°, die den Ver- 
tauschungsrelationen (27) geniigen und sonst vdllig willkiirlich gewahlt 
werden kénnen, als gegeben an. 

Es wird z. B. zunichst am einfachsten sein, fiir die p?, g? (k=1,...,f) 
die Koordinaten eines Systems von f ungekoppelten harmonischen Oszilla- 
toren zu nehmen. Dann sind die Gleichungen (27) saimtlich fiir die p®, g°® 
erfiillt und wenn eine Transformation (39) angegeben werden kann, so ist 
dadurch auch der Beweis der Widerspruchsfreiheit von (27) nachtriglich 
erbracht. Diese Wahl der Koordinaten von f ungekoppelten Oszillatoren 
als p®,qg° entspricht in gewisser Weise der Einfiihrung von Normalkoordi- 
naten J, w in der klassischen Theorie; doch mu8 hier gleich hervor- 
gehoben werden, daB ein direktes Analogon zu diesen Normalkoordinaten, 
also quantentheoretische Variable, bei denen die Variablen der einen Art 
konstant, die der anderen Art lineare Funktionen der Zeit sind, in der 
Quantenmechanik noch nicht gefunden ist. 

Der eigentlichen Lésung von (39) soll eine kurze Diskussion der 
Eigenschaften der in der Quantentheorie gebrauchten Matrizen voraus- 
geschickt werden. Alle physikalischen GréBen miissen reell sein. Dem 
entspricht es, daB die quantentheoretischen GréBen stets durch Hermitesche 
Matrizen dargestellt werden. Eine Matrix g ist dann vom Hermiteschen 
Typus, wenn g(nm)=q(mn). (* bedeutet Ubergang zur konjugiert kom- 
plexen GréBe). Trotzdem wird sich gelegentlich die Einfiihrung auch all- 
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gemeinerer Matrizen als niitzlich erweisen. Jedenfalls aber miissen GréSen 
wie p,q, H stets durch Hermitesche Matrizen dargestellt sein (1. c. *) u. *)). 

Die quantentheoretischen Matrizen sind stets unendlich; d.h. die An- 
zahl der durch Indizes n, m charakterisierten Zustinde ist stets unendlich. 
Dies folgt z. B. aus der Gleichung 


(41) p.9,—9-P, => (Pp, (nk) 9, (kn) — 9, (nk) p, (km)) = so. 
k 


Ware die Anzahl der Zustinde endlich, so wiirde die Summation iiber 
alle Zustiinde n der Gleichung (41) auf der linken Seite offenbar Null 
geben, da es bei einer endlichen Summe auf die Reihenfolge der Glieder 
nicht ankommt und sich daher die Glieder paarweise fortheben. 


(42) 2 J [p,(nk)q, (kn) — 9,(nk)p,(kn)] =0, 
wahrend die rechte Seite >: a sicher einen endlichen Wert hat; also 


enthalt die Annahme einer endlichen Anzahl ,,stationaérer Zustande‘ einen 
Widerspruch. 

Zu jeder Matrix a:(a(nm)) gehdrt eine bilineare Form (l. c. *)): 
(42) A(st)= Sa(nm)s,t,, 

nm 

zweier Reihen von Variablen s,, ¢,. 

Ist die Matrix von Hermiteschem Typus, d. h. 
(44) a(nm)=a*(mn) oder a=a* 
(* bedeutet Ubergang zur konjugiert komplexen GréBe; mit ~ bezeichnen 
wir diejenige Matrix, die aus der urspriinglichen durch Vertauschung der 
Indizes hervorgeht*)), so nimmt die Form A(st) reelle Werte an, wenn 
man fiir die ¢, die zu s, konjugiert komplexen Werte setzt. 
(45) A(ss*) = Sa(nm) 8,8. 

Nach diesen Vorbemerkungen behaupten wir: Das Problem der Auf- 
lésung der charakteristischen Gleichung (39) ist identisch mit dem Pro- 
blem, die zu der Hermiteschen Matrix H (p°g°):(H(nm)) gehérige Form 


S A(nm) by 5m 


auf Hauptachsen zu transformieren (I. c. *)). 
In der Tat, wenn eine orthogonale Transformation y der s, in neue 
Variable ¢, gefunden ist: 


(46) 8, = Lv(in)t,, 
. i 





*) Diese von der iiblichen abweichende - Bezeichnungsweise ist hier eingefiihrt, 
um mit den zugrunde liegenden Arbeiten (l. c. *) u. *)) hinsichtlich der Bezeichnung 
in Ubereinstimmung zu bleiben. 
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SS v(nl)v* (nl) = 1, 

(47) . 
Sv(nl)v*(ml)=0 fir n+m, 
? 

d. h. v-v* =1, 

derart, da8 gilt: 

(48) SS A(nm) 8, 8n = 5 W(nn) tats, 
nm n 


so gibt die Annahme y=S§ direkt die Lésung von (39). Denn es gilt 
dann (vgl. (46), (47)): 


(49) v=S, #*=S-', 
W(nn)= 3 H(lk)v(nl)o* (nk), 
(50) fa ar: 
W=v-H-¥* =S-H-S-?. 


Die Energiewerte W, = W(nn) der stationiren Zustiinde erscheinen 
also direkt als die Higenwerte der Hermiteschen Form H(nm). Aus der 
Theorie dieser Formen kann man daher das Resultat entnehmen, da8 zu 
einer unendlichen Hermiteschen Form — und mit einer solchen hat man 
es hier stets zu tun — im allgemeinen diskrete und kontinuierliche Folgen 
von Eigenwerten gehéren. Das Termspektrum der Physik ist daher iden- 
tisch mit dem mathematischen Spektrum der Hermiteschen Form, be- 
stehend aus Punkt- und Streckenspektrum. 

Was die Frage nach der Existenz der Lésungen (46), (47), (48) be- 
trifit, so ist der Beweis hierfiir geliefert nur fiir den Fall beschrinkter 
Formen*®): Ist eine beschrankte unendliche Hermitesche Form: 


SH (nm) 8, 8% 


gegeben, so gibt es stets eine orthogonale Transformation, welche diese 
Form iiberfiihrt in: 


(51) ZH (nm) sn 8m = SW tat + J W(p)t(p)t* (9) dg. 


Fiir die genauere Diskussion der Frage, was zu verstehen sei unter 
einer orthogonalen Transformation fiir den Fall, da ein Streckenspektrum 
auftritt™’), und fiir die Frage des Verhaltens der Lésungen p, q in solchen 
Fallen verweisen wir auf die betreffenden Arbeiten (I. c. *)). 

Die in der Quantentheorie vorkommenden Formen H(nm) werden 
wohl im allgemeinen nicht zur Klasse der ,,beschrinkten Formen“ ge- 


1”) Siehe z. B. D. Hilbert, Grundziige eirer allgemeinen Theorie der linearen 


Integralgleichungen. 
4) Vgl. z. B. E. Hellinger, Crelles Journal 186 (1910), S. 1. 
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héren. Wir nehmen im folgenden an, daB sich die Resultate bei diesen 
allgemeinen Formen nicht wesentlich von den hier aus der Theorie der 
beschrinkten Formen iibernommenen Ergebnissen unterscheiden. 

Die Hauptachsentransformation (51) kann prinzipiell durch folgende 
Methode aufgefunden werden: 

Man sucht Lésungen der linearen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten: 


(52) Wo,— 2 H(bi)o,—0. 


Diejenigen Werte von W, fiir die solche Lésungen existieren, sind die 
Eigenwerte der Hermiteschen Form H(nm). Seien W, und W,, irgend 
zwei Eigenwerte, so gilt 


a) W,v,, — SA(kl)v,, =90, 
i 
5: 
(53) b) Wn vin — 5 H(kl) vi, = 0. 
i 
Multipliziert man (53a) mit vj,,, (53b) mit v,, und summiert iiber k, 
so folgt wegen des Hermiteschen Charakters von H: 


(W, — W,,) 3 ven iin = 0. 
k 


(54) Normiert man dann die v noch durch 
PS Ven Vin —_ 1, 
z 


so gilt v}* = 1 und v stellt die Transformationsfunktion S dar (vgl. (49)). 
Die Wichtigkeit der Gleichung (51) beruht wesentlich darauf, daB es 
Methoden gibt, die Eigenwerte der Form H(nm) zu bestimmen, ohne die 
Transformation v wirklich aufsuchen zu miissen. Im Falle Hermitescher 
Formen von endlich vielen Variablen sind die Eigenwerte Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung. Bei Formen unendlich vieler Variablen kann men 
das Verfahren von Graeffe und Bernoulli’*) benutzen. Die bisher nach den 
hier geschilderten Methoden behandelten Probleme, insbesondere die 
Paulische Theorie des Wasserstoflatoms (l.c.*)) scheinen allerdings zu 
zeigen, daB andere speziellere Methoden zum Aufsuchen der Eigenwerte 
erheblich dem eben angefiihrten allgemeinen Verfahren iiberlegen sind. 
Bei der Transformation (51) kann der Fall mehrfacher Eigenwerte W,, 
auftreten; d.h. zu einem bestimmten W, gibt es mehrere linear un- 
abhingige Lésungssysteme v,,, der Gleichung (53). Dieser Fall ist analog 
zum Problem der Entartung in der klassischen Theorie; in der klassischen 
Theorie tritt Entartung ein, wenn eins oder mehrere der », verschwinden; 


#2) Vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik. Berlin, Springer, 
1925, 8. 15. 
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dem entspricht hier nach (33), da8 zwei oder mehrere W, einander gleich 
werden. 

Sei bei einem r-fachen Eigenwert ein System vf)... vf), von Lé- 
sungen der Gleichung (53) gegeben, so kann man durch lineare Kombi- 
nationen der v,%, beliebige neue Lésungssysteme v,” erzeugen, die nur der 
Bedingung (54) (Invarians der Summe dvi, tn gegen die oben ge- 

e=i 
schilderten Transformationen) unterworfen sind. Dem entspricht es, da 
die Lésungen p,q (vgl. (40)) 


P,.= VPE v*, p, (in) = Py Up Pe (ht) nt 
(55) a 
=v", q, (In) = a Uy Ge (hi) Ong” 
unbestimmt werden. Durch Wahl eines anderen Systems linear unab- 
hiingiger v,;” kann man von (55) wesentlich verschiedene Lésungen er- 

halten. 


Dagegen sind die Quadratsummen 


S py (In) pi (In) 
(56) os 
2 q, (In) gz (in) 


wieder invariant gegen diese genannten Transformationen der vi? unter 
sich (1. ¢.*)). 

Die eben geschilderte Unbestimmtheit der Lésungen (55) beim Auf- 
treten mehrfacher Eigenwerte entspricht ganz der Unbestimmtheit, die in 
der klassischen Theorie bei Entartung stets auftritt. Die Invarianz der 
Quadratsummen (56) hat empirisch bei der Diskussion der sogenannten 
spektroskopischen Stabilitét eine wichtige Rolle gespielt. 

Die Vielfachheit eines Eigenwertes W, bestimmt das statistische Ge- 
wicht des zu dem betreffenden Energiewerte gehérigen stationéren Zustandes. 

Durch die Gleichungen (53), (54) werden auch bei nicht entarteten 
Systemen (Nichtauftreten mehrfacher Eigenwerte) die Lésungen v,,, nur 
bis auf einer Faktor vom Absolutbetrage 1 der Form e*‘”*-%») bestimmt 
sein. Ebenso sind auch die Lésungen p(nm), g(mm) nur bis auf Fak- 
toren der Form e*‘=-?=) bestimmt. Es bleibt also fiir jeden stationaren 
Zustand eine Phasenkonstante willkiirlich. Aus Analogie zur klassischen 
Theorie kann man vermuten, daB, abgesehen von dieser Unbestimmtheit, 
die Lésungen p,q bei nichtentarteten Systemen eindeutig durch die Be- 
wegungsgleichungen und die Bedingungen (27) bestimmt sind. Ein Be- 
weis fiir diese Vermutung ist bisher nicht erbracht worden. 
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§ 6. 
Stérungstheorie (1. c.*)). 


Die Méglichkeit der Lésung der Bewegungsgleichungen durch Lésung 
der charakteristischen Gleichung (39) fiihrt auch zu einer Stérungstheorie, 
die der Stérungstheorie der Hamilton-Jacobischen Mechanik weitgehend 
analog ist. 

Nehmen wir an, die Energiefunktion H sei gegeben als Potenzreihe 
nach einem Parameter /: 


(57) H(pq) =H,(pq) + 4H,(pq) +4°H,(pq) +... 
Sei ferner eine Liésung p®, g° des durch H, charakteristischen ungestérten 
Problems gegeben derart, da8 H,(p°q°) = W, eine Diagonalmatrix wird 
und fiir p®, g° die Gleichungen (27) erfiillt sind. 
Dann suchen wir eine Funktion $ 

{ P,=Spys 4 


58 
( | a,=Sqgs* 


so zu bestimmen, daB 


(59) SH(p°,q°)S"'=W 

eine Diagonalmatrix wird. Wir versuchen den Ansatz 

, $=1+4S8,+4°S,4+..., also 
(99) inthe Jods 
und 

(61) W= W,+2W,+2°W,4+.... 


Dann ergibt (59) durch Vergleichung der einzelnen Koeffizienten von 
4, 2°, ... auf beiden Seiten die Naherungsgleichungen zur Bestimmung von S$: 
Hy (p°q°) = W, 
S,H, — H,S,+H, = W, 
(62) ) S,H,—H,S,+H,S;—S,H,S,+ S,H, —H,S,+H,= W, 


S,H,—H,S, +F,(Hy..-H,, 8...8,_,) = W,. 


Fiir den Fall, daB das Ausgangssystem nicht entartet ist, lassen sich 
diese Gleichungen ohne weiteres auflésen: Die erste Gleichung (62) ist 
von selbst erfiillt. Fiir die anderen bildet man den zeitlichen Mittelwert 


(63) F.=W, oder F.(nn)=W,(nn), 
und findet dann ohne weiteres die Lésung: 
(64) 8, (mn) = <2") (1 — dy,)- 


hv, (mn) 
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Ist das Ausgangssystem entartet, sei z. B. ein r-iacher Eigenwert vor- 
handen: 


W,(n+1,n+1)= W,(n+2,n+2)=—...=W,(n+r,n+71), 
so ist der Ansatz (60) zweckmaBig zu ersetzen durch den folgenden: 
$= $,(1+48,+4°S,+...), 

S* = (1-248, +2°(S)— 8) +...) 80", 
wo §S, eine Matrix bedeutet, die der Gleichung geniigt 


(65) 


(66) S, 3 = 1. 
Dann liefern die ersten Naherungsgleichungen: 
S, Hy So = Wo; 
o) So (S, My — Hy S;) So? + SoM, So = W, 


Die erste Gleichung (67) sagt aus, daB §, zeitlich konstant sein soll 
(Hy = Wp, also S,W,— W, S,= 0), d.h. daB es nur Glieder der Form 
S,(n+1,n+1), 8,(n+1,n+ 2),...,8,(n+1,n+1r) 
B(s4-B,041) 2. ee WS Bae 


ets © @ 2 Oo & © €' 2 Se 2” Oe. BA eee eee 


(68) 


und Diagonalglieder (wegen (66)) 


| S,(m, m)|=1 (m+n+1,...,.n+1) 
enthalt, aber keine Glieder der Form §,(kl), wo k,l (k+1) Indizes 


sind, von denen einer nicht in der Reihe n+1,n+2,...,n-+- 9 ent- 
halten ist. 


Aus der zweiten Gleichung (67) ergibt sich durch zeitliche Mittel- 
bildung iiber die ungestérte Bewegung 
(69) SoA, Sy*= W;, 
wobei H, offenbar wie S, Glieder der Form 
H,(n+1,n+1), H,(n--1,n+2)...H,(n+1,n+r) 
(70) “* ¢ 6 8 ore 0 tye me oe &) @ wie <a eee oe 
B{a +7, 042). vw. bw o 8d 6s ae 


und solche H,(m, m) enthiilt. 
Es folgt also nach (67) 


H,(m,m) = W,(m, m), 


wenn m keine Zahl der Reihe n+1,...,n-+ 1 ist. 








72) 
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Zur Bestimmung der iibrigen W, (n +1, » +1) bis W,(n+1r,n+1) 
kann man wieder das Verfahren der Hauptachsentransformation (§ 5) an- 
wenden. 


Man suche die Lésungen der linearen Gleichungen mit r Unbe- 
kannten §;,: 
k=n+1,....n+9f 
l=n+1,....n+r 
auf. Dieses System wird lésbar sein fiir r Werte von W, die sich aus 
der Gleichung r-ten Grades 


(W,—H,(n+1,n+1)] —H,(n+1,n+2)...—H,(n+1,n+r) | 


(71) W,8,— 2 H,(k1)S,=0 


—AH, (n+ 2, n+1) (W— H,(n+2, n+2)]...—H,(n+2,n+1r) 
—H,(mt+r,n+1) ........ (W, —H,(n+r, n+r)] 
bestimmen. 


Die zu diesen r Werten W, gehérigen Lésungen S, geben dann analog 
zu (50) die noch fehlenden Komponenten von S, und die Lisung von 
(69) an. 

Ist die Bestimmung von W, und §S, durchgefiihrt, so geschieht 
die Berechnung von S, ganz analog zu Gleichung (64); verschwindende 
Nenner treten in der rechten Seite von (64) jetzt nicht auf, da wir in 
(69) nur iiber die Frequenzen der ungestérten Bewegung gemittelt und 
die zu den verschwindenden Frequenzen »(n+-1,n-+ 2) usw. gehérigen 
Glieder in (69) getrennt behandelt haben. 


Das wesentlichste Ergebnis der quantentheoretischen Stérungstheorie 
scheint uns, daB die bekannten Konvergenzeigenschaften der klassischen 
stérungstheoretischen Reihen, die zu den beriichtigten Schwierigkeiten des 
Dreikérperproblems Anla8 geben, sich in den entsprechenden quanten- 
theoretischen Reihen (64) wahrscheinlich nicht wiederfinden. Zwar tritt 
auch in (64) die Frequenz »(mm) im Nenner auf. Aber diese Frequenzen 
kénnen im allgemeinen nicht durch Wahl hinreichend hoher geeigneter 
n,m beliebig klein gemacht werden. 

Das Termspektrum wird ja im allgemeinen, wie beim Wasserstoff- 
problem, eine Haufung der Terme und Grenze im Endlichen haben. Daber 
wird es zwar méglich sein, durch Wahl zweier Terme in der Nahe der 
Grenze die »(m, m) klein zu machen, doch dies entspricht nur der be- 
kannten Tatsache, daB die Perioden der weit auSen liegenden Bahnen 
sehr lange werden und hat mit jener Konvergenzschwierigkeit nichts zu 
tun. Um den Unterschied zwischen klassischer und Quantentheorie deut- 
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lich zu machen, zeichnen wir jeweils zwei die Terme bzw. die Frequenzen 
reprasentierende Punktreihen untereinander. 

Der klassischen Theorie entspricht es, wenn die Punkte der Reihe 


aiquidistant gewahlt werden, da die Frequenzen der Oberschwingungen 
ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz sind. 











1. Klassisch: 
; 7 i i i i =o i | 
T T T T T — = 2 1 
i i 4 — = < 1 —— ' =t 4 
7 Ls ' , ' a La 7 ' 

2. Quantentheoretisch: 
4 t- +——+—H# 

+ t t+——+—+-++H- 





Quantentheoretisch tragen wir die Punkte in einer etwa den Wasser- 
stofitermen entsprechenden Reihe auf. Das Auftreten sehr kleiner Nenner, 
d.h. kleiner Kombinationsfrequenzen wird dann in der Figur dadurch 
veranschaulicht, daB zwei Punkte entsprechender Reihen sehr genau iiber- 
einander stehen. Nun leuchtet es anschaulich ein, da8 man in der Reihe 1, 
wenn man die Reihe beliebig weit nach rechts verfolgt, immer wieder 
Punktpaare finden wird, deren Punkte sehr genau iibereinander liegen, und 
zwar bei Nichtkommensurabilitat der Grundfrequenzen beliebig genau. In 
der Reihe 2 aber ist es ebenso anschaulich evident, da8 nirgends zwei 
Punkte sehr genau iibereinander liegen. Es gibt hier eine kleinste Kom- 
binationsfrequenz. 

Allerdings sind auch quantentheoretisch die Verhiltnisse in Wirk- 
lichkeit komplizierter, als die Figur sie darstellt, da wegen des konti- 
nuierlichen Termspektrums Kommensurabilitéten auftreten kénnen; auch 
werden neue Komplikationen entstehen, wenn die Haufungsstellen der bei- 
den Punktreihen 2. zusammenfallen. Obwohl wir also von einer strengen 
Theorie der Konvergenzeigenschaften der quantentheoretischen Reihen (59), 
(60), (61) weit entfernt sind, scheint es doch wohl nicht zu kiihn, wenn 
wir die Vermutung aussprechen, da8 alle im Endlichen verlaufenden 
Bahnen der Quantentheorie auch periodischen Charakter tragen und daB 
die Schwierigkeiten des Dreikérperproblems in der quantentheoretischen 
Mechanik unbekannt sind. 


§ 7. 
Die Impulssitze der Quantenmechanik; Kritik der Theorie. 


Sei ein aus f Massenpunkten bestehendes System gegeben, wobei die 
kartesischen Koordinaten der Punkte mit x,, Yy, 2,3 Ps,» Py,» Ps,» be 
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zeichnet werden sollen (k=1,...,/), so folgt aus den Bewegungs- 
gleichungen (30), daB fiir ein abgeschlossenes System gilt: 


(73) P. = Py =p, = 9, 
wobei ’ t f 
P. = = Pay} Py = = Px’ P, Be oP 


Denn auch in der Qantentheorie kann die potentielle Energie bei ab- 
geschlossenen Systemen nur von den relativen Koordinaten x;— x,... 
abhangen. 

Ein analoger Satz 1a8t sich fiir die Komponenten des Drehimpulses Mi: 


M, — 2 VePe, - 2.Py,) 
(75) M, = 2 (2,Pe, — %eP.,) 
M,= = (%,Py, — VPz,) 


aufstellen. Da namlich die Energiefunktion in kartesischen Koordinaten 
additiv in zwei Teile H=H,(p)-+ H,(q) zerfallt, die jeweils nur von 
den Variablen der einen Sorte abhingen, so wird nach (30) jedes Glied p 
eine Funktion der g allein, jedes Glied g eine Funktion der p allein. 
Also zerfallt der Wert von M., M,, M,, wenn wir die p,g aus (30) ein- 
setzen, nach (75) additiv in zwei Teile 


(76) M,=f,(p) + fa(q) usw. 


Da aber alle p untereinander, sowie alle g untereinander nach (27) ver- 
tauschbar sind, so wird der Ausdruck (76) Null unter denselben Be- 
dingungen, wie der entsprechende Ausdruck in der klassischen Theorie. 
Daher sind bei abgeschlossenen Systemen die M,,M,, M, zeitlich konstant. 

Es kann wohl als ein wichtiger Erfolg der hier kurz dargestellten 
Theorie angesehen werden, da sie einerseits durch alleinige Benutzung 
der beobachtbaren Frequenzen, Amplituden und Phasen eine enge Analogie 
erméglicht zur klassischen wellentheoretischen Beschreibung der Strahlungs- 
vorginge (vgl. die Bohr-Kramers-Slatersche Theorie der Strahlung), da8 
sie andererseits wegen der Giiltigkeit der Erhaltungssiitze (Energie und 
Impulssatz vgl.§ 3 und $7) auch mit der Einsteinschen Lichtquanten- 
theorie nicht in Widerspruch zu stehen scheint; es ist ferner befriedigend, 
daB die Grundpostulate der Quantentheorie im formalen Schema dieser 
Theorie einen sinngeméBen mathematischen Ausdruck finden**). 


3) Es mag hier darauf hingewiesen werden, daB die Theorie auch eine Reihe 
von Erfahrungstatsachen zu beschreiben gestattet, die nach der bisherigen Theorie 
nicht gedeutet werden konnten. Vgl. 1. c. *); °). 
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Doch mu8 die hier beschriebene Theorie noch als unvollstandig 
angesehen werden. Der eigentliche geometrische oder kinematische Sinn 
der Grundannahme (5) ist noch nicht restlos geklart. ine erheb- 
liche Schwierigkeit liegt besonders darin, daB die Zeit in der Theorie 
scheinbar eine andere Rolle spielt und formal anders behandelt wird als 
die raumlichen Koordinaten. Der formale Charakter der Zeitkoordinate in 
dem mathematischen Gebaude der Theorie geht besonders deutlich aus der 
Tatsache hervor, da in der Theorie bis jetzt die Frage nach dem zeit- 
lichen Ablauf eines Ereignisses keinen unmittelbaren Sinn hat und daB 
der Begriff des friiher oder spiter kaum exakt definiert werden kann. 
Trotzdem wird man diese Schwierigkeiten nicht als Einwand gegen die 
Theorie aufzufassen brauchen, da das Auftreten eben solcher Schwierig- 
keiten nach dem Wesen der fiir Atomsysteme giiltigen Raum -Zeitverhilt- 
nisse durchaus zu erwarten war. 


Gottingen, den 21. Dez. 1925, Institut fiir theor. Physik. 


(Eingegangen am 21. 12. 1925.) 











Uber die fandamentalen Identitiiten 
der Invariantentheorie. 


Von 


B. L. van der Waerden in Amsterdam. 


Einleitung. 


Die Invarianten eines endlichen oder unendlichen Systems von Linear- 
formen in kogredienten und kontragredienten Variablen x und u’ kann 
man nach dem ,,ersten Fundamentalsatz der symbolischen Methode“ voll- 
staindig angeben: sie bauen sich auf aus ,,Klammerfaktoren“ ( Determinanten) 


und ,,Linearfaktoren“ (a’ b) = > a’”>®. Zwischen diesen bestehen alge- 
1 


braische Identitéten, und es handelt sich im folgenden um die Angabe 
eines Fundamentalsystems von Identitaten, aus denen sich alle iibrigen 
durch Addition und Multiplikation mit beliebigen Invarianten ableiten 
lassen. 

Um das Problem schiarfer zu fassen, bilden wir einen Polynombereich 2 
von endlich oder unendlich vielen Unbestimmten, denen spiter die oben 
charakterisierten einfachsten Invarianten zugeordnet werden. Diejenigen 
Polynome aus 2, die identisch (in den Formenkoeffizienten als Unbe- 
stimmte ) verschwinden, wenn man fiir die erstgenannten Unbestimmten diese 
Invarianten einsetzt, bilden ein Ideal in 2, und es handelt sich um eine 
Basis fiir dieses Ideal'). Beschrinkt man sich auf endlichviele Un- 
bestimmte, so hat das Ideal nach dem Hilbertschen Basissatz eine endliche 
Basis; die Anzahl der Elemente dieser Basis ist bei wachsender Anzahl 
der Unbestimmten zwar nicht beschrinkt, aber E. Pascal hat bewiesen*), 


1) Diese Auffassung hat E. Noether vertreten (Die Endlichkeit aes Systems der 
ganzzahbligen Invarianten binirer Formen, Gétt. Nachr. 1919). Sie gestattet eine 
prazise und einfache Ausdrucksweise. 

*) E. Pascal, Memorie d. R. A. d. Lincei (4) 5 (1888). Fiir des binaére Gebiet 
siche Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie II, S. 132; fiir das 
ternire E. Study, Methoden zur Theorie der terniren Formen, Leipzig 1889, 8. 75. 
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daB die Anzahl der Typen, die in der Basis auftreten, beschrinkt ist, 
nimlich gleich 5. Es sind dies die Typen J/,,..., I], (2, § 1). 

Ich werde fiir den Pascalschen Satz einen neuen Beweis erbringen, 
der, wie ich glaube, begrifflich einfacher ist als der Pascalsche. Der Be- 
weis liuft so, daB8 alle Polynome modulo den fiinf Typen durch gewisse 
normierte Polynome ersetzt werden, von denen gezeigt wird, daB sie ver- 
schwinden, wenn die zugeh6rigen Invarianten verschwinden. Die normierten 
Polynome entstehen aus den gegebenen ausschlieBlich durch Permutation 
von Symbolen, Multiplikation mit rationalen Zahlen und Addition. Aus 
diesem Grunde kann die Normierung geschehen mit rein gruppentheo- 
retischen Hilfsmitteln, namlich durch eine von A. Young*) angegebene 
Methode, die, wenn man auf Invarianten iibergeht, die bekannte Reihen- 
entwicklung einer Form nach Polaren von Normalformen ergibt *‘). 


Die namliche Methode wird uns in den Stand setzen, auch fiir gewisse 
Teilbereiche von 2, die fiir manche Anwendungen von Wichtigkeit sind, 
die Basisfrage zu lésen, und zwar wird sich auch fiir diese die Typenzahl 
als beschrankt erweisen. 


Geht man von Linearformen auf beliebige Formen in 2, y,...; 
u’,v’,... tiber, so kann man nach der symbolischen Methode jeder In- 
variante der Urformen eine Invariante von Linearformen, und somit 
auch ein Polynom aus & zuordnen. Die Zuordnung ist nicht eindeutig, 
denn wenn man in den Invarianten der Linearformen die ,,équivalenten 
Symbole“ permutiert, so andert sich die zugehérige Invariante der Ur- 
formen nicht. Durch eine Normierung kann die Zuordnung aber eindeutig 
gemacht werden, und so wird die Frage nach einer Basis fiir das System °) 
aller Polynome aus 2, denen eine verschwindende Invariante entspricht, 
auf die entsprechende Frage fiir Linearformen zuriickgefiihrt *). 

Das gleiche gilt fiir Formen, die auBer den Variablen z, y,...; 


, , 


u’,v’,... noch Koordinaten von Linien, Ebenen usw. im projektiven Raum 


%) Proc. London Math. Soc. 83, S. 97—146. Die niimliche Formel ist von 
J. A. Schouten von neuem abgeleitct worden, unter Zufiigung weiterer Zerlegungen. 
(Proc. Ac. Amsterdam 27 (1919), 8. 1277. 

*) Reihenentwicklungen spielen in allen bisherigen Beweisen des zweiten Funda- 
mentalsatzes (von Gordau, Study und Pascal) eine groBe Kolle, Pascal verwendet 
weiter noch die ,Transformation“ «’->x,,2,,...,%,—1- Es wird sich im folgenden 
zeigen, daB man mit der Reihenentwicklung allein auskommt. 

5) Dieses System ist jetzt kein Ideal, weil das Produkt zweier symbolischer 
Ausdriicke (Polynome aus 2), von denen jeder eine ,,wirkliche Bedeutung‘ (als In- 
variante der Urformen) hat, nicht immer eine solche hat. 

*) Die Notwendigkeit dieser Normierung, die iibrigens sehr leicht auszufiihren 
ist, ist, soviel ich wei8, nur von Grace und Young (Algebra of Invariants, Cambridge 1903, 
8. 868) betont worden. 


46* 
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der z™ ...2™ enthalten, da man diesen Formen alternierende Formen in 
z,y,.--; w’,v’,... zaordnen und die damit geleistete Zuordnung der 
Invarianten wieder eindeutig machen kann’). Man hat dabei die Wahl, ob 
man z. B. einer Linearform in Linienkoordinaten eine Bilinearform in 
Punktkoordinaten zx, y, oder eine Multilinearform in uj, uj,..., u,—g zU- 
ordnen will. Macht man beides abwechselnd, was in manchen Unter- 
suchungen niitzlich ist, so ist natiirlich die Eindeutigkeit der Zuordnung 
wieder zerstért, und man mu8 von neuem nach Mitteln suchen, zu ant- 
scheiden, ob zwei Polynome aus Q die gleiche Invariante darstellen, d. h. 
es entsteht von neuem die Basisfrage. Auch jetzt ergibt sich eine end- 
liche Typenzahl, namlich sieben Typen (§ 1, JJ, bis JZ,), die von 
R. Weitzenbéck schon aufgestellt worden sind *). 

Fiir einige Teilbereiche von 2 wird die Basisfrage in § 4 gelést 
werden. Besonders hervorzuheben ist der spater zu definierende Teil- 
bereich Q,, weil man praktisch immer mit Polynomen aus Q, rechnet. 
Die in § 4 gegebene Basis fiir div Identitéten in Q, ist bis jetzt noch 
nicht bekannt; der Typus J7,, (§1, 7) ist, wenigstens im allgemeinen 
Fall, neu. 

Auch auf andere als projektive Invarianten lassen sich die Methoden 
anwenden; den Fall der Drehungsinvarianten behandelt § 6. Auch hier 
bietet sich Gelegenheit zu einigen Bemerkungen iiber die formale Seite 
der Invariantensymbolik. 

Die nétigen Vorbemerkungen iiber die formale Seite der symbolischen 
Rechnung, eine schirfere Fassung der Probleme, eine Erérterung der in 
§§ 2—5 zu beweisenden Siatze und ihres Zusammenhangs, werden in § 1 
gegeben werden. Fiir den Leser, dem es nur auf die Resultate ankommt, 
wird es geniigen, §1, §5 und teilweise §6 zu lesen. Doch diirfte § 2 
auch an sich von Interesse sein. 


§ 1. 
Problemstellung; Allgemeines iiber die symbolische Methode. 


1, Es werde ein fester Kérper P zugrunde gelegt, der den Kérper 
der rationalen Zahlen umfaBt. Unter P-Polynome werden verstanden 
ganze rationale Funktionen von endlichvielen Unbestimmten mit Koeffi- 
zienten aus P. 

Eine Jnvariante eines Systems von Formen in den n-aren Variablen 


”) Dieser Satz, der den Grund bildet fiir die verschiedenen Methoden, auch 
Formen in Linienkoordinaten usw. und ihre Invarianten symbolisch darzustellen, ist 
wohl] nur von H. Wey! (Rendiconti Palermo 48, S. 29) ausdriicklich formuliert worden. 

*) Vgl. FuBnote *). 
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z,Yy,...; u’,v’,... ist ein P-Polynom der Koeffizienten dieser Formen, das 
Invarianteneigenschaft hat gegeniiber unt modularen linearen Transformationen 
der Variablen, wobei die gestrichelten Variablen kontragredient zu den 
ungestrichelten transformiert werden, und die Transformationskoeffizienten 
Unbestimmte sind bis auf die Unimodularititsrelation. Aus dieser Defi- 
nition erhellt schon, da8 der Invariantenbegriff nur definiert ist fiir Formen 
mit unbestimmten Koeffizienten, oder héchstens, was hier indessen nicht 
vorausgesetzt wird, fiir Formen, deren Koeffizienten Unbestimmte sind 
bis auf ein invariantes Gleichungssystem; unter einer Invariante einer 
speziellen Form wird verstanden der Wert, den eine Invariante der un- 
spezialisierten Form annimmt, wenn man hinterher fiir die Koeffizienten 
ihre spezielien Werte einsetzt. 


Der ,,erste Fundamentalsatz der symbolischen Methode“ lehrt, daB 


man jeder Invariante J zweier endlicher oder unendlicher Reihen von 
Linearformen in x und w’: 


> ai” a’, > uj 2” 
a a 


ein P-Polynom K in ,,Klammerfaktoren“ (zp, x», ...2p,), (tg, Ug, +--+ Upp) 
und ,,Linearfaktoren“ (uj2,) = (a,j) zuordnen kann, und da8 umgekehrt 
jedes Polynom K in Klammerfaktoren und Linearfaktoren durch die 
Substitutionen 











Y 
(%,%,--.2,)=| : > 
alt. 
= (a). rfa) 
(1) (25 ty) = 3m uy, 
@ (n) 
, , , up ne Mp 
(ty Ug --- Me) =| : : 
us? of 








in eine solche Invariante J iibergeht °). 

Es sollen im folgenden die ,,Klammerfaktoren“ und ,,Linearfaktoren“ 
immer Unbestimmte bedeuten, und die in ihnen auftretenden Symbole 
2;, 2 nichts weiter als Indizes dieser Unbestimmten. Diese Symbole 
werden unterschieden in kogrediente (ungestrichelte) und kontragrediente 
(gestrichelte). Zwischen den Unbestimmten werden die Beziehungen: 


*) Im Fall der Invarianten gegeniiber allgemeinen linearen Transformationen, 
der als Spezialfall in unseren Betrachtungen enthalten ist, sind die Polynome K 
»Gewichtsbedingungen‘ unterworfen. 
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(x, %,%,.--) = — (@,2,%,...) = — (4, 2,2,...) —..., 
(tp tg Up...) = — (Ug Uy ty...) = —(upuruy...)—... 
angenommen. Der Bereich der P-Polynome in diesen Unbestimmten sei Q. 
Eine Gleichheitsrelation K=— L, wo K und L Polynome aus Q sind, 
ist immer im Polynomsinn zu verstehen. Es kénnen also K und L sehr 
wohl die gleiche Invariante darstellen, ohne daB K=L. Wenn K und L 
die gleiche Invariante darstellen, so wollen wir schreiben K — L. *) 


2. Um den von E. Pascal bewiesenen ,,zweiten Fundamentalsatz zu 
formulieren, setzen wir: 
, 
TT, = (a; ... Sq) (n+ Ma) — (M1... Bea Maya Te41--- Bq) (Bz My), 


IT, = (2, ... Sq) (Zn4+1--- Zan) — 3 (Hy .+ Bp Bags Lion --- Ln) (Ti Taze-+- Zn), 
s 


IT, = (uj.. + Un) (Un+2 2) — 3 (uy... Ua Unga Ui 4a. ++ Un) (Ug az), 


IT, = (uj... tn) (Unga --- Uda) — SS (Ui oes Uden Ung Uden one Up) (UG Unga +s Men)» 
' 


| (Wz). ++ (ay Um) 
TT, = (2, ...2%_)(Uj.-.U,) — : 








(xa ttf) «+: (aes) 


Es seien alle Polynome, die aus J7, entstehen durch Einsetzen von anderen 
Symbolen z, statt z,,2,,..., oder uj statt uj, uz,..., ebenfalle mit ZI, 
bezeichnet. Dann lautet der Satz: 

I. Aus K = 0 folgt K = 0 mod (JI,,..., I],) und umgekehrt, wenn K 
ein Polynom aus Q ist. Dabei soll unter: mod (J/,, ..., IJ;) verstanden 
werden: modulo einer endlichen Anzah] Polynome von den Typen J/,,..., ZI, 
namlich allen denjenigen, die die gleichen Symbole wie K enthalten. 

Dieser Satz macht es méglich, ohne den Bereich 2 zu verlassen, zu 
entscheiden, ob zwei Polynome K und L aus 2 die gleiche Invariante 
darstellen. Die Bedingung dafiir lautet nimlich K = L mod (J/,, ..., IJ,). 

Der zweite Teil des Satzes ist klar, weil J7,—0,...,1],+0. Fir 
den ersten Teil werde ich (§ 3) einen neuen Beweis erbringen. 

Die zu entwickelnde Methode wird uns dann in den Stand setzen, 
eine Reihe von verwandten Problemen anzugreifen, naimlich die folgenden. 

3. In speziellen Untersuchungen ist man oft in der Lage, aus der 
symbolischen Darstellung eines Invariantensystems alle kogredienten 


*) R. Weitzenbick (Wiener Berichte 122; Invariantentheorie, Groningen 1923) 
verwendet hier das Zeichen =, das ich vermeide wegen der méglichen Verwechslung 
mit dem Kongruenzzeichen. Das Weitzenbécksche Zeichen = fiir ,triviale Identitat“ 
konnte hier durch = ersetzt werden. 
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Klammerfaktoren, oder auch alle Klammerfaktoren, hinauszuwerfen. Dar- 
aus entspringt die Aufgabe, auch fiir zwei Polynome ohne diese Klammer- 
faktoren zu entscheiden, ob sie = sind, ohne den Bereich der Polynome 
ohne diese Klammerfaktoren zu verlassen. Setzt man: 


| (ay uf)... (ay uhes) | 
Ti, = oe) 

(Guo Uz) +. (Musa Un+1) 
so wird in §3 gezeigt werden: 

Il. Aus K = 0 folgt K = 0 mod (J/,, I/,, I,) im Bereich der Poly- 
nome von 2 ohne kontragrediente Klammerfaktoren und umgekehrt, wenn 
K ein Polynom aus diesem Bereich ist. 

Ill. Aus K = 0 folgt K=0 mod (JI,) im Bereich der Polynome aus 
Q ohne Klammerfaktoren und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus 
diesem Bereich ist. 


Die zweiten Teile dieser Sitze sind auch hier unmittzlbare Folgen 
von JT, = 0, II, = 0, IT, +0 (§3 Hilfssatz 3). Die ersten Teile sind neu. 

4. Von jetzt an beschrinken wir uns auf solche Invarianten, die in 
den Koeffizienten aller auftretenden Formen homogen sind. Die zugehdérigen 
Polynome aus 2 sind dann ,,homogen in allen Symbolen“, d.h. jedes 
Symbol kommt in jedem Gliede gleich oft vor. Da jede Invariante sich 
als Summe von homogenen Invarianten schreiben léBt, so ist die Be- 
schrinkung keine wesentliche. 

Die Satze I, 11, IIT lassen sich leicht erweitern auf Invarianten von 
nicht-linearen Formen, deren Koeffizienten unabhangige Unbestimmte sind**), 
Stellt man namlich eine solche Form f dar als symbolisches Produkt von 
Linearformen: 


f— (aj a,) (as x)... (ag ay) (a, uf)... (ay up)” 
= (bi a)... (bgay)* (by uh)... (Buf) =.. 


so kann man jeder Invariante J von f durch den Aronholdschen ProzeB 
eine Invariante J, dieser Linearformen zuordnen, die durch den ProzeB 
eindeutig bestimmt ist, und daher die norméerte zu I symbolisch-gehérige 
heiBen soll. Sie hat die Eigenschaft, die Potenzprodukte die vom Grade A, 
in dem aj“ und ,; in den a;” sind, oder entsprechend in b, c,..., linear 
zu enthalten, und in J iiberzugehen, wenn man fiir diese Potenzprodukte 
die entsprechenden Koeffizienten von f einsetzt. Jede andere homogene 


11) Vgl. etwa E. Study, Ternire Formen §, 81. 
#2) Auch wenn die Koeffizienten von f nicht unabhingig, sondern durch ein 
lineares invariantes Gleichungsesystem verbunden sind, ist die symbolische Dar- 
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Invariante J der Linearformen, die diese Eigenschaften hat, soll eine 
nicht-normierte zu J symbolisch-gehérige heiBen. Offenbar entsteht die 
normierte Invariante J, aus irgendeiner nicht-normierten J, indem man 
die in ihr auftretenden ,,aquivalenten Buchstaben“, etwa b,d,..., in allen 
méglichen Reihenfolgen durch a,b,... ersetzt, und die Summe SJ der 
so erhaltenen Ausdriieke, dividiert durch ihre Anzahl, bildet. Die Poly- 
nome aus 22, die tiberhaupt eine normierte oder nicht-normierte symbo- 
lische Invariante darstellen, bilden einen Teilbereich A, und sind charak- 
terisiert durch die Eigenschaft, daB die Symbole a{...aj, a,...a; ent- 
weder in jedem ihrer Glieder genau 4,...4,-, “,...,-mal vorkommen, 
oder fehlen, die bj... bj, b,...b; ebenso, usw. Ist K ein Polynom von A, 
so kann man durch Ersetzung der Symbole 6,d,... durch a, b,... in 
allen méglichen Reihenfolgen, ein Polynom as bilden, das zu einer nor- 
mierten Invariante =: gehért. 


Verschwindet nun J identisch, so verschwindet auch SJ identisch, und 
daraus folgt nach Satz I: 


SK=0 mod (J/,,..., H,) in Q. 


Das Umgekehrte ist klar. Fiir die Polynome aus A, oder Polynome K, 
die eine ,,unsymbolische Bedeutung“ J haben, und nur fiir diese, wird 
das Zeichen = definiert, niamlich: K = 0 soll heiBen J= 0 (identisch in 
den Koeffizienten a‘“*---*)), Unser Ergebnis la8t sich jetzt so ausdriicken: 

Ia. Aus K = 0 folgt 2 K= mod (J/,, ..., I,) in 2 und umgekehrt, 
wenn K ein Polynom aus A ist, und das Summationszeichen sich auf die 
Vertauschung dquivalenter Buchstaben bezieht. 


Entsprechend erweitern sich II und III zu Ila und IIIa, die ich 
wohl nicht anzuschreiben brauche. 


5. Enthalten die gegebenen Formen auBer Punktkoordinaten x und 
G,,_,-Koordinaten u’ auch Koordinaten von Linien G,, von Ebenen G,, usw., 
im n-aren Gebiete G,, so kann man die Formen erstens symbolisch zer- 


stellung der Invarianten miglich, weil die Form dann als lineare Kovariante einer 
Form mit unabhiangigen Koeffizienten dargestellt werden kann (vgl. 5, wo diese Dar- 
stellung im speziellen Fall einer alternierenden Form ausgefiihrt wird). Dieser Satz 
ist von E. Study (Ternire Formen §, 94) fiir das ternire Gebiet bewiesen worden, 
aber da die Voraussetzungen des Studyschen Beweises seitdem auch fiir das m-ire 
Gebiet nachgewiesen worden sind, so gilt der Beweis allgemein. Ein spiterer Beweis 
von H. Weyl (Rendiconti Palermo 48 (1924), S. 29), fiir den Spezialfall, daB f nur 
kogrediente Variablen linear enthalt, und daB die vorgegebenen linearen Gleichungen 
die Form s F=0 haben, wo s eine Summe von Vielfachen von Permutationen dar- 
stellt (vgl. § 2), ist ebenfalls leicht zu verallgemeinern. Einen noch etwas spezielleren 
Fall behandelt J. A. Schouten (Proc. Ac. Amsterdam 27 (1919), 8S. 1277). 
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legen in Linearfaktoren in diesen G,-Koordinaten. Wir wollen uns zu- 
nichst beschrianken auf solche Invarianten von Linearformen in G,-Koordi- 
naten, welche in den Koeffizienten aller auftretenden Linearformen linear 
sind (diese Beschrinkung wird in 9 wieder aufgehoben werden). Jeder 
dieser Linearformen kénnen wir eine alternierende Multilinearform in 
Punktkoordinaten 2,...2, oder G,-;-Koordinaten uj... u,-, zuordnen, 
z. B. im zweiten Falle: 


f= 5... Sp’ h DD... Sel al a... wl, 


Setzt man weiter symbolisch p**--:) = a (pe p...— pi p¥)...4-...), 
so wird jeder Invariante J der Formen f eindeutig eine Invariante J der 
Linearformen (p,u’),(p,u’),... zugeordnet, die normierte symbolisch- 
zugehérige. Eine nicht-normierte zu J symbolisch-gehérige Invariante soll 
eine solche g-fach lineare Invariante der Linearformen sein, die durch die 
Substitution p\” pi... =p?) in I itibergeht. Die normierte entsteht 
aus irgendeiner nicht-normierten, indem man die unteren Indizes der p 
in allen o! méglichen Weisen permutiert mit Vorzeichenwechsel bei jeder 
ungeraden Permutation, addiert, und durch g! dividiert. Die Polynome 
aus Q, die die nicht-normierten Invarianten darstellen, bilden einen 
Bereich A,, und sind dadurch charakterisiert, daB in jedem Glied die 
Symbole p,...p, genau einmal vorkommen. Ist K ein Polynom aus A,, 
so kann man durch Permutation der Symbole p,...p, ein Polynom rae 
bilden, da8B die normierten Invariante “a7 darstellt. Verschwindet J 
Sid 





identisch, so verschwindet auch 





;— identisch, und daraus folgt (nach 
Satz I, II oder ITT) TER 0 mod (J7,,..., I7,), oder mod (JI,, I7,, IT, ) 
oder mod (J7,), je nach der Struktur von K. 

Um das Zeichen oil + weglassen zu kénnen, wollen wir in Q zwei 


Polynome als gleich ansehen, wenn sie durch Vertauschung von zwei in 
einem Gliede vorkommenden Symbolen p;, p, oder pj, pj mit Vorzeichen- 
wechsel dieses Gliedes ineinander iibergehen. Dann folgt aus K = 0 in 
der Tat K=0 in Q nach dem betreffenden Modul, wenn K ein Polynom 
aus A, ist. 


6. Von der hier besprochenen (Studyschen)**) symbolischen Dar- 





8) Die Methode ist (nach einem miBgliickten Versuch von E. Waelsch, Math. Ann. 
87 (1890) S. 141) eingefiihrt worden von E. Study, Geometrie der Dynamen (1903), 
S. 185, angewandt und ausgebaut wurde sie von W. Reichel, Diss. Greifswald (1907) 
und anderen. Eine allgemeine und vollstindige Darlegung ihrer Prinzipien, wie sie 
hier in diesem Paragraphen 5, 7, 9 gegeben wird, diirfte aber bis jetzt fehlen. 
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stellung der Komplexe geht man zur Weitzenbéckschen ,,Komplex-Sym- 
bolik‘**) iiber, indem man in jedem Gliede eines Polynoms K von A, 
die zu einer Multilinearform gehérigen Symbole p,,p,,... so anordnet, 
da8 die Indizes in natiirlicher Reihenfolge stehen, und sie dann weglaBt. 
Dadurch erreicht man eine kleine Vereinfachung der Schreibweise, indem 
man z. B. (p*ab) statt (p, p,ab) schreiben kann**). Der Wortlaut unserer 
Sitze miiBte etwas veriindert werden, weil im Polynombereiche Q die 
Multiplikation nicht-kommutativ wird, und in jeder Identitét J7, dem- 
entsprechend die Reihenfolge p,p,... der Symbole hergestellt werden 
mu8, ehe man die Indizes wegla8t. Wir werden jedoch diese formale Ver- 
einfachung nicht verwenden, und die (begrifflich einfachere) Studysche 
Symbolik beibehalten. 


7. Soweit geben die @,-Koordinaten keine Schwierigkeit. Es tritt 
nun aber eine Komplikation ein durch den Umstand, daB8 man einer 
Linearform in G,-Koordinaten sowohl eine Multilinearform in Punkt- 
koordinaten als eine solche in G,_,-Koordinaten zuordnen kann, und da8 
es vorteilhaft ist, beides abwechselnd zu machen. Zum Beispiel: einen 
quaternaren linearen Linienkomplex stellt man abwechselnd dar durch die 
beiden Bilinearformen : 


Srp uu? und YS p' Pe? xy", 


(12) (84) 
= 9 


wo p usw. 


oder (?, Py X, 2X) == 2 (pix) (p2 x2) 
(uy Us pi ps) = 2( us p,) (Us Po) 
Allgemein bedeutet im n-aren die Verwendung von kogredienten und 
kontragredienten Komplexsymbolen zu gleicher Zeit nichts anderes als die 


Hinzunahme (im Gebiete der Koeffizienten) der unimodular-invarianten 
Relationen: 


(2) p"%e Poet ps1 n-@) 


WO @,...&-, die zu «,...@, algebraisch-komplementiare Indexgruppe ist. 
Der Bereich A mu8 nun erweitert werden: er soll alle Polynome aus Q 
enthalten, die in jedem Gliede entweder die Symbole p,...p,, oder die 
Symbole p;...p,-,, und zwar genau einmal, enthalten. 


Durch die Hinzunahme der Relationen (2) im Invariantenbereich 


4) R. Weitzenbick, Komplex-Symbolik (1908), oder besser Invariantentheorie, 
Groningen 1923, Kap. III. 

*®) Diese einfache Beziehung zwischen’ den beiden Schreibweisen ist wohl noch 
nicht hervorgehoben worden. 
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wird natiirlich auch die Relation — im Bereich A, erweitert, und es ent- 
steht von neuem die Frage nach einer Basis fiir die Polynome, die = 0 sind. 
Man sieht zunachst aus (2) unmittelbar, daB, wenn man setzt: 


[Tg = (pr.- + Pn—g%1-++%y) — (mM — @)! (pix)... (M5 0), 
Thy = (Wh... Whig Ph + Be) — O!(thP1) +» (Uh-p Pe) 
die Relationen gelten**): 


@ lim =o. 


Wir wollen den durch (2) oder (3) vermittelten Ubergang von Sym- 
bolen p’ zu Symbolen p oder umgekehrt einen ,,Phasenwechsel“ der 
Symbole p nennen, und z. B. sagen, daB im ersten Gliede von JJ, die 
Symbole p in kogredienter, im zweiten Gliede in kontragredienter Phase 
stehen. 

Es gilt nun nach dem Vorigen der Satz: 

IV. Aus K = 0 folgt K=0 mod (J/,,..., JI,) in Q und umgekehrt, 
wenn K ein Polynom aus A, ist, und wenn jede in K auftretende Rethe 
von Komplexsymbolen in allen Gliedern von K die gleiche Phase hat. 

Denn bei der Verifikation der Relation K = 0 spielen die Relationen (2) 
keine Rolle, also ist die in 6 gegebene Theorie anwendbar. 

Wenn man nun noch zeigen kann, daB jedes Polynom K einen anderen 
Polynom K’ mit der in IV verlangten Phaseneigenschaft kongruent ist 
mod (JI, ,..., JT,), so ist damit bewiesen: 

V, Aus K=0 folgt K=0 mod (J/,,..., IT,) in 2 und umgekehrt, 
wenn K ein Polynom aus A, ist*’). 

Um das zu zeigen wollen wir annehmen, in einem Gliede von K 
stehen die Symbole p in kogredienter Phase, und zeigen wie man sie in 
kontragrediente Phase bringen kann durch Addition von Vielfachen von 
II,, IT,, IT,, I,. Wenn alle p in Linearfaktoren stehen, so kann man 
mittels J7, unmittelbar Symbole p’ einfiihren. Wenn aber ein p in einem 
Klammerfaktor steht, so kann man mittels JJ, und JJ, sukzessive alle 
iibrigen p in diesen Klammerfaktor hineinziehen**), und sodann mittels J7, 
Symbole p’ einfiihren. Damit ist Satz V bewiesen. 


16) R. Weitzenbick, Invariantenthcorie 8. 76. 

17) Dieser Satz und der hier gegebene Beweis riihren im wesontlichen von 
R. Weitzenbiéck her (Wiener Ber. 122, 8S. 379, oder Invariantentheorie S. 99). Die 
Formulierung ist etwas abweichend, weil dort der direkte Phasenwechsel mittels 
I], =-0, IT, =0 zu den ,,trivial-identischen* Umformungen gerechnet wird, und dem- 
entsprechend nur J/,,..., JJ, in die Basis aufgenommen werden. 

18) Eine genaue Beschreibung dieser Rechnung gibt der Beweis des Hilfs- 
satzes 1, § 3. 
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8. Aus den zuletzt verwendeten Uberlegungen folgt auBerdem, daB 
man zu jedem Polynom K aus A, ein anderes Polynom K, = K finden 
kann, so daB in K, kein Komplexsymbol in einem Klammerfaktor steht**). 
Man kann sich daher fiir die Darstellung von Invarianten immer auf 
Polynome K, mit dieser Eigenschaft beschrinken. Der Bereich aller Poly- 
nome, die in ihren Klammerfaktoren keine Komplexsymbole enthalten, 
sei 2,; der Teilbereich der Formen von Q,, die eine ,,unsymbolische Be- 
deutung haben, oder der Durchschnitt von 2, mit A,, sei A,. Die 
Beschrinkung auf Polynome von Q, bietet fiir die Rechnung groBe Vor- 
teile, weil ja Linearfaktoren einfacher als Klammerfaktoren sind. Will 
man aber Polynome K aus A, mittels der Relationen JJ, =0,..., 17, +0 
umformen, so mu8 man im allgemeinen aus Q, heraustreten. Man ge- 
braucht aus diesem Grunde immer abgeleitete Relationen, wie z. B. im 
Quaterniren: 


(Pi91)(P2 Ga) = (91 Pr) (93 Pe), 
(Pi) (P54) (da ’) + (229%) (45 P)(Pa te’) + 5 (#™’)-(Digs)( D542) +0. 


Ich werde in § 4 ein vollstandiges System dieser Relationen ableiten, 
bestehend aus drei Relationstypen J, = 0, Ty = 0, I, = 0, wo: 
(ay Uz)» (@y Ue) (%1 Pi) «-- (1 Pa—e) 
Ty = (ts...) (Ui Ps) --- (eRe) — Gaoi| lap gaat 
(aq Uz)... (2p Mg) (Zn Pi) --- (Sn Pa—e) 
(U3 1). . «(Uy Pp) (te; 23)... (U5 Sno) 


, r ’ , 1 
Thy => (ws ee - Un) (pi 21). -(Pa-e Zn-o) — a! 








(uP) (Pe) (sy) (ne) 
Ty, = (2, D5). ++ (®a Pa) (Pas. 91) +++ (Patu Gu) (Gust Ui)-++ (Qure Up) 








(piuy) .-- (pimp)  (prgi) .-- (Pirgs-n-s) 
aye at | (Panne tt)- «+ Pannnaf) (Pune B)-+ «(Pape Sonn-#) 
(n—p—a)!(m—e—B)! | (a, uz)... (arms) (tigi) --- (aygh-u-s) | 

(wars)... (tauf) (agl) «e+ (@agh-w-e) 


Dabei wird gefordert, da8 die p in JJ, und in JI,, o-filtige, die p in 
IT,, (n — w — a)-faltige und die q in J7,, (u + £)-faltige Komplexsymbole 
sind, wahrend von allen iibrigen Symbolen nichts gefordert wird. Es soll 
gezeigt werden: 


1%) R. Weitzenbick, Invariantentheorie 8. 78—80. 
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VI. Aus K=O folgt K=0 mod (J/,,..., J,, I,,..., 1],,) in Q, 
und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus A, ist. 

VII. Aus K = 0 folgt K=0 mod (J/,, I, Il,, 7,, 7,,) im Bereich 
der Polgnome aus Q, ohne kontragrediente Klammerfaktoren und um- 
gekehrt, wenn K ein Polynom aus A, ohne kontragrediente Klammer- 
faktoren ist. 

VIII. Aus K=0 folgt K=0 mod (J/,, I,,) im Bereich der Poly- 
nome aus 2, ohne Klammerfaktoren, wenn K ein Polynom aus A, ohne 
Klammerfaktoren ist. 

9. Es ist nicht schwer, die Sitze IV—VIII von der in 5 gemachten 
Beschrankung auf lineare Invarianten von Linearformen unabhingig zu 
machen. Gesetzt erstens, die Jnvarianten seien nicht linear, aber immer 
homogen. Dann fiihren wir Aquivalente Linearformen ein: p‘*?:-- 
= q'#--) ==... und schreiben die Invarianten als lineare Invarianten 
dieser Linearformen; diese Darstellung kann (wie in 4) eindeutig gemacht 
werden durch Permutation und Addition (oder durch den Arnholdschen 
ProzeB); ist K eine beliebige Darstellung, so findet man wie oben (4): 
aus K=0 folgt ’K=0 nach dem in Frage kommenden Modul. Sind 
auBerdem die Formen nicht linear, so zerlegen wir sie symbolisch in 
Linearformen, fiir die aquivalente Symbole eingefiihrt werden; wie in 4 
schlieBt man wieder: aus K= 0 folgt 5 )K=0 nach dem in Frage 
kommenden Modul, mit zwei Summationen, weil man zweimal dquivalente 
Symbole eingefiihrt hat. 


§ 2. 
Gruppentheoretisches**). 


1. Definitionen. Seien 8, ...8,; die Permutationen der symmetrischen 
Gruppe von m Elementen z,...z,,. Seien Ky,...2,, Dz,...2, USW. irgend- 
welche GréBen, die von den Indizes z,...2,, abhingen. Seien 4, rationale 
Zahlen. Sei s,Kz,...2, diejenige GréBe, die aus K entsteht durch die 
Indizespermutation 3, . 

Wir fiihren nun die Summen s = 4, 8, + ... + 418m; zundchst als Ele- 
mente ohne Bedeutung ein. Eine Bedeutung soll aber haben ein Produkt s K, 
namlich : 


(a, &+ eee + Am: 8m!) Ke... 2m = Ay 8 K,,...0,+ eee + Ag: 8m: Ke,...2m° 


%) Fir den Inhalt dieses Paragraphen siehe A. Young, a. . 0., oder Grace and 
Young, Algebra of Invariants S. 351 (1903). Vgl. auch Frobenius, Berl. Ber. 1903, 
8. 328—358, und Weyl, Math. Zeitechr. 28 (1925), 8. 287 und 300. 
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Sind s und s’ zwei Summen der Form 4,8, + ... + Am: 8m:, 80 haben s(s’ K) 
und sK+<8’K offenbar die Form s”K=i,8,K+...+dy:8n:K. 
Definieren wir dieses s” als Summe bzw. Produkt von s und s’, so 
haben wir: 
(ss) K =s8(s' K), 
(s+s’)K=—sK+<s'K. 


Man iiberzeugt sich leicht, daB die Elemente s mit dieser Addition und 
Multiplikation einen nichtkommutativen Ring bilden, den ,,Gruppenring‘‘**) 
der symmetrischen Gruppe. Fiir die Permutationen 8,,..., 8; geht die eben 
definierte Multiplikation in die gewéhnliche iiber, nur da8 die rechts- 
stehende Permutation immer zuerst ausgefiihrt werden muB, entgegen der 
iiblichen Verabredung. 


2. Definitionen. Gewisse Ringelemente verdienen besondere Beachtung. 
Sei z,...2, ein Teilsystem von z,...2z,,. Dann bezeichnet s,,..., die 
Summe aller Permutationen der eymmotziachen Gruppe der p Elemente, 
und 83,...2, die algebraische Summe dieser Permutationen, wobei jede un- 
gerade Permutation mit dem Faktor (—1) multipliziert wird. Ist s eine 
Permutation der symmetrischen Gruppe {z,...2z,}, so ist offenbar 


8%5,...2,°8 = + 85,...2,, und daraus folgen die weiteren Beziehungen: 


, , , 

(5) 8z,...ap4¢ 82...» = P'8z,...2p.¢) 
. ’ on 
(6) 8x, 5 2,..-Bp 82, Sy fps +++ Epo = Os 

” ’ 
(7) 82, 2, 45...2p 9x, 2, 2p4,---p4q = 9+ 


3. Wir bilden die Produkte s K im folgenden nur fiir den Fall, daB K 
ein Polynom aus 2, d. h. ein Polynom in Klammerfaktoren und Linear- 
faktoren ist. Man sieht unmittelbar: 


(8) 83,...ep(Ta++- Lp Lpza-++ Sy) = P! (41... Lp Mpri-.-Tn)- 


Man kann fiir s;,...2,Kz,...2, lesen 5+ Kz,...2,, wo iiber alle Reihen- 
folgen der Indizes summiert wird. Das Zeichen s;,..,, tibernimmt zweck- 
maBig die Rolle der Determinanten- und Summationszeichen, die in der 
Einleitung auftraten. So z. B. kénnen die Polynome J/,...JI,, Il,, 
I],...1T,, geschrieben werden (vgl. Grace und Voung, 8. 349): 

m! TT, = 83... .2n,,(%1-++ Tn) (Sn42 Us)» 

ni II, = 85,..:Ga0, (Ma eee In) (ns 1+ - Zan), 

mn! Tl, = 84;...43,,(Ui--- Un) (Un+a 2%), 

m! TT, = 8u5...ug., (Ui ++ Un) (Untae++ Min), 


“) Diese Bezeichnung verdanke ich Fri. E. Noether. Andere Autoren sprechen 
von ,Gruppenzahlen“, haben aber fiir die Gesamtheit keinen Namen. 
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TT, = — 85... 2 (Uy Ly) «++ (Up By) + (Uy... Up) (p++. Bn), 
I, = Amaia — (n — @)!( (pin). -+(Pe%e), 
IT, = (Uy. ++ Un—o Pi-+- Po) — Q! (Ui Pr)---(Un-e Pe)» 

IT, = 832, ...25,,(Ui%1)--- (Uns. Sata), 

IT, = (2, ... 2%) (uj pr)... (Up Do) 


pine Gampyi tei- en (2 MA)» «(Zp Mp) (Zora Pi)--- (Sn Pa-e)s 


Ty = (Uj... .Ug)( Pi 2) --- (Pa-e Zn-e) 


1 ’ ’ , , 
— Fy Stine a (Uy Pr)--- (Up Do) (Up +1 %y)--- (Up Sa-e)s 


IT, = (2, pj)... (%a Pa) (Paris) - - atlas Gu) (Qua Ui) +++ (Que Up) 

"ee —sHiez BB)! P1-**Pn—w— ati -#@q (U1 Ps) (Wa D2) ---(Qn—n—p Za)» 
wo in den Linearfaktoren des zweiten Gliedes an erster Stelle stehen 
Uj... Us, Qi---Qn-~-g, und an zweiter Stelle p,... Pau», Z,-+-Xa- 

4. Das Zentrum des Gruppenrings**) bestehe aus denjenigen Ele- 
menten, die mit allen anderen vertauschbar sind. Aus einem Gruppen- 
elemcnt 8, entsteht ein Zentrumselement 5’s,, indem man zu 4, alle 
seine konjugierten Elemente addiert, und diese S's, erzeugen auch das 
ganze Zentrum, d.h. jedes Zentrumselement hingt von diesen linear mit 
rationalen Koeffizienten ab. Also gibt es so viele linear-unabhingige 
Zentrumselemente wie Klassen konjugierter Elemente; diese Anzahl sei w 
Zum Zentrum gehért das Einheitselement e. Das Zentrum ist nach 
Frobenius**) vollstaéndig reduzibel, d. h. es lassen sich Erzeugende e, ...¢,, 
finden, so daB: 





(9) Ca &g = 0 [a +B], 
(10) es = ea, 
(11) e= Se. 


Die Relation (11) wird uns fiir die Baa K von Q die Reihen- 
entwicklung geben: 


K= SK, 
1 


mit deren Hilfe die Beweise der Sitze des § 1 gelingen werden. Dazu ist 
es aber nétig, auf die von Young) aufgedeckte Struktur der Elemente e, 
einzugehen. 

* Diesen Ausdruck, der nach Analogie des Zentrums einer Gruppe wohl ohne 
weiteres verstindlich ist, verdanke ich ebenfalls Fri. E, Noether. 


%3) Berl. Berichte 1896, S. 993. 
*) a. a. 0., 8. 133—142. 
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5. Seien a,,..., @, positive Zahlen, und sei 
¢,2>a4,>...>4,>0 
1 
(12) en oe 


Dann kénnen wir die Elemente z, ...z,, (in m! Weisen) in ein Schema 
anordnen, so da8 in der »-ten Zeile Elemente «, stehen: 


Sg Myo sveves 2,» 
Pore S.» 
SB, -. Bye 


Man bilde nun die oben definierten Ringelemente s fiir die Zeilen, die 
8’ fir die Spalten des Schemas, und setze: 


, ’ 
Sa,...0, ™ 8... - 878; -.+ 8a, 


’ ’ 
= 85, ,...8, 2,2, oe S2,2,...2,°Sa2,, 2, 82,2 


a %" lint 
Vertauscht man die Elemente z,...2z,, in allen m! mdglichen Weisen, so 


gehért die nur von den Zahlen «,...«, abhingige Summe 


ba, ...0, = Sa, ...0, 


t. = ys 8a 
dem Zentrum an. Aus den drei leicht einzusehenden Tatsachen *): 
tatg=0 (a+ 8), 
ts + 0 
und: die Anzahl der ¢, (die Anzahl der Lésungssysteme von (12)) ist 
gleich w, folgt nun, daB die ¢, das Zentrum erzeugen, also insbesondere: 
(13) e= > A, ta 


(wo die Summation sich iiber alle Wertsysteme « erstreckt, die (12)) ge- 
niigen), und weiter, daB e, = A,t, die Frobeniusschen Einheiten sind. Die 
Werte der Zahlenkoeffizienten 4, sind von Young**) bestimmt worden, 
sind hier aber unwichtig. 

6. Die Anwendung der Entwicklnng (13) auf die Invariantentheorie 
beruht auf folgendem. 

Es sei K ein Polynom aus 2, das in gewissen kogredienten Symbolen 
z,...2%,, homogen linear ist (d.h. wo in jedem Gliede jedes Symbol z, 
einmal und nur einmal vorkommt). Wir setzen an: 


K=eK, e= Lista, ta = DS 8s, 


*) Ausfiihrlicher Beweis s. Young a. a. O., 8. 137. 
%*) Proc. London Math. Soc. 34, 8. 361. 


oder kurz 
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also 


(14) K=D4,.(S8K), *amK= 8... 8 8;...84, &. 


A 

Ist h > n, so hat 8{ = 82,2,...2, mehr als n Indizes; in § 3, Hilfssatz 2, 
wird gezeigt werden, da8 daraus folgt sj, 83, . ++5 8a, K=0 (mod J/,, I/,, ,). 
Dieses Polynom 38}, 83,...,8,K wird nun mit s,...8, multipliziert, 
d. h. seine Symbole werden permutiert und die permutierten Polynome 
werden addiert. Dabei geht die Eigenschaft, = 0 zu sein, mod (JI,, I,, I,) 
nicht verloren. Also ist s, K = 0 mod(JI,, I7,, IJ,), sobaldh>n. Be- 
zeichnet =’ die Summation iiber alle Wertsysteme a, ...«,, wo h<n, 
so folgt: 


(15) K= "1, 5, K mod(II,, I, I,), 
also insbesondere K — » "te 8, K 


Dies ist die Entwicklung, wie sie in der Invariantentheorie immer 
zur Verwendung kommt. Um zu zeigen, daB es eine Entwicklung nach 


Polaren ist, bemerken wir, daB, wenn H linearhomogen ist in z, ... z,: 
° a é 
(16) 8g, ..."p H,,... 2» = (2, xs) tee (2, 5) Ag s,...,2° 


Dabei ist unter (2, <) eine rein formale Operation im Polynombereich Q 


zu verstehen, welche darin besteht, daB in jedem Gliede von LZ in allen 
méglichen Weisen ein x durch 2, ersetzt wird, und alle so entstehenden 
Glieder addiert werden. Diese formale Polarenbildung entspricht offenbar 
der wirklichen Polarenbildung im Invariantenbereich. So entsteht im 
formalen Sinne auch s, K = 8, ... 8 (8{... 8% «,)K durch wiederholtes Polari- 
sieren aus einem Polynom Ly ...y, mit nur re n) kogredienten Symbolen: 


w= (05) (rd) (2h) (6) (8) nen 


wo Ly, ...u, aus 8;... 84, K dadurch entsteht, daB alle x der i-ten Zeile 
des Schemas aus 5 gleich y,; gesetzt werden. Da der PolarenprozeB (16) 
eindeutig ist, so folgt aus Ly ..y,—0 notwendigerweise s, K = 0, was fiir 
spitere Beweise von entecheidender Wichtigkeit ist. 

7. Um nun auch ein nichtlineares Polynom K, wo z. B. die Symbole 


z,-.+%) in jedem Gliede p, ... p,-mal vorkommen, entwickeln zu kénnen, 
bilden wir die Polare: 


é 0 a é 
ss. (1 35,) tsk (2, in) (2.41 35,) 72 (29,4. 4 70 Jac) x, 


entwickeln K, in eine Reihe 


K, =S be > (2% ay, 3) ( 5): ee (2 a Ly, ...y, mod (IT,, IT,, 11,) 


n OYr 
Mathematische Annalen. 95. 47 
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(wo Ly ...y, in eindeutiger Weise aus K,, also aus K abgeleitet wird), und 


setzen in dieser Formel 


2... = Lp, = 2%; 


Zp,+1 TH 2c 
So findet man eine Entwicklung der Gestalt: 


(17) K=S 4.5 (2 iz) (az)... 


= Zs; .. 


(*» 3.) Ly, ...¥, 


+} 2p, 


+. ax 2. 


mod (II, , IT,, ,). 


Den Polynomen L, ...,, entsprechen im Invariantenbereich sogenannte 
Normalformen*’). Daher ist die Reihenentwicklung (17) nichts anderes 
als die bekannte Entwicklung einer Form nach Polaren von Normalformen., 
was indessen hier nicht zur Verwendung kommen wird **). 


§ 3. 


Invarianten von Linearformen in x und w’. 


1. Definition. Ein Polynom K aus Q heiBt ,,homogen vom Grade »“ 
in irgendeinem Symbol z,, wenn in jedem Gliede von K das Symbol 


y-mal vorkommt. 


*") Das sieht man entweder ein, indem man die charakteristischen Differential- 


gleichungen 


(4% %e) (Ge 2) ... 
of, ... 0, KE, (4p 24) (4p 2») oe 
; (a, 2) (a, 2») eee 
mithin 
(4x91) (Qe yx) ... 
Ly... (4m) 4p ¥s) see 
(a9) (ae ye) 





a 
(m Foz) Em 
verifiziert, oder auch, indem man K, als Form in z, ... 


K,—> (a, 2) (ay %) .. 
Es wird dann mit den Bezeichnungen von 5: 


(ay 2,) 


(a, 2s) 


(ax ya) 


wes (ayn) 


(ay 2, ) : 


(4p Yn)|, 








+ (Gu Lm). 
(4) 21) +++ (1%) 
(ay 2%)... (Ge ae) 
(4:9) .-- (ar¥a) 
(ae91) ... (4: ya) 


=0 


[¢=1,.*.,h—1] 


Zz, symbolisch zerlegt: 





(4.20) ioe 


(4.9) ° 








wo jede folgende Determinante weniger oder ebenso viele Reihen hat als die vorher- 
gehende. Das ist aber die bekannte Gestalt einer Normalform. Vgl. J. Deruyts, 
@une théorie générale des formes algébriques (1900), 8. 98; E. Noether, Crelle 189, 
8. 118; spezieller E. Study, Ternare Formen, S. 54. 
4) Es sei noch bemerkt, da8 fiir h=n die durch Ly, .. 


eine Anzahl a, Faktoren (y, . 


7 wih 


- Yn) abspaltet, wie aus der obigen Forme! fiir Ty,.. 


(FuBnote *)) in Verbindung mit I, = +0 unmittelbar folgt. Stace Debtors canton 
bei der Polarisierung Klammerfaktoren in den 2 oder 2% Daher ist, wenn K eine 
Form in » Symbolen z, ...z, ist, (17) eine Capellische Entwicklung nach Potenzen 
von (%...2,). Vgl. Capelli, Math. Ann. 87,8. 1; dazu A. Young a. a. O.. S. 119. 
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Hilfesatz 1. Ist K ein in 2, ...2,,, homogen lineares Polynom 
aus Q, so gilt: 


8%,...2a,& =0 entweder mod(II,,1I,) oder mod(IJI,). 


Beweis. Es geniigt, den Satz zu beweisen fiir jedes Glied K, von K. 
Wenn in K, die z, ...z,,, nur in Linearfaktoren stehen, so ist s,,...,,, K, 
ein Vielfaches eines Polynoms J7,, und es ist nichts mehr zu beweisen. 
Ich nehme also an, der erste Faktor von K, sei ein Klammerfaktor: 


Ky = (2, «++ 29, +++ Yn_y) (Spgs +++) Lye 
Der zweite Faktor (z,,,...) kann entweder Linear- oder Klammerfaktor 
sein. Es ist nun: 
(#, +++, - - ¥n- p) (Zp 4a-- )D, 
= 2 (% vee Mig U4 Bay - ++ BH - ++ Yn-») (a...) DZ, 


— 3(% vee Wy Yy +s Yea Zyaa Vier +++ ny) (Y---) L,=0 mod(I,, 1), 


denn die linke Seite ist ein Vielfaches eines Polynoms JJ, oder I/,. Wir 
multiplizieren beide Seiten mit ¢#3,...,,,, wodurch die Kongruenz nicht 
gestért wird. Es kommt, wenn die letzte Summe auf die rechte Seite 
gebracht wird: 


(p + 1) 86, ... enn & 
= 2 88). 4nes (Ey +++ %yY;- ++ Ya Zp 41 Yi+a +++ Yn—p)(Yj-++) Dy mod (J7,, Il,) 


oder 
a ¢ 


i ’ 
= pS B,...tnvy (By+-+ Xp Ya > Yana Lpta Ysa -+* Yup) (Y--+) L, mod (I, I), 


In jedem Gliede der rechten Seite sind p-+1 Symbole z, in einem 
Klammerfaktor vereinigt. Setzt man das Verfahren fort, so kann man 
schlieBlich z,...2z, in einen Klammerfaktor vereinigen: 


85,... any, K = DS 85,... ans; (Fy +++ Fy) (Zyey ++) --- mod(IZ,, IT) 
= 0 mod (JI,, 7,). 


Bemerkung. p darf auch = 0 sein, daher: wenn in K mindestens 
ein kogredienter Klammerfaktor steht, so ist K=0mod(JJ,, JZ,), im 
anderen Falle K = 0 mod (TJ/,). 


2. Hilfssatz 2. Ist K ein in x,...2,,,(p >0) homogen lineares 

Py magnet 80 ist entweder 8, ...» K= eid oder, wenn 

K keine kogredienten Micemeriiieren “enthallt, 83... A= 0 mod (J7,), 
also in jedem Falle = 0 mod (JI, I,, II,). 

47* 
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Beweis. Aus (5) folgt 
, aS 1 , , 
85, ...8,4,% = (n+l)! $e, .-- B45 8s, ...2,,,K 
und die rechte Seite ist nach Hilfssatz 1 und der Bemerkung dazu entweder 
= 0 mod (JZ/,, I7,) oder = 0 mod (JI, ). 
Folge. Die Reihenentwicklung (14) kann zu (15) verscharft werden. 
Daraus folgt weiter (17) (s. oben § 2). 
3. Hilfssatz 3%). Hs ist 
II, = 0 mod (/T,, IT, ). 
Beweis. 


il, = Se. Gore (2 M3)... (n+1Un+1) 


= Fat 88+: tam (83,...2n(%1 Ui) --- (Zn Un)) (Zr Un+s) 


1 ’ ’ , , 
= Fal 81 + tne (2a eee Zn) (wy “*e Zn) (n+2Un4s) mod JT, 


= 0 mod (J/,, /7,). 
Folge. 
IT, = 0. 


4. Hilfssatz 4%). Aus K=0 folgt K=0, wenn K ein Polynom 
aus 2 ohne kontragrediente Klammerfaktoren ist, das héchstens n ko- 
grediente Symbole x, ... x,, enthdlt. 

Beweis. Sei K= K{(x,...2,), (uj2), (uj%q), ..-, (upa,)}. Sei 
zur Abkiirzung gesetzt (2,...2%,)—d; (ujzzy)=ajz. Man kann die 
n? GréBen x!’ ... 2%" als rationale Funktionen von d so bestimmen, daB 


} (1) (nm) 
Bq os By 
: =d. 
{ (nm) 
—... a 








s(n) 


Sodann kann man fiir jedes i [i =1,..., p] die n GréBen uj”... uj” als 
rationale Funktionen der Unbestimmten d,a,, bestimmen aus den 


n Gleichungen eer 
> uj Zt = aye {[kK=1...n], 
deren Determinante gleich d ist. Aus K = 0 folgt nun 
at... a" 


r| 
x 
K{d, a,,, +++, _}=0, ged. 


*%) Vgl. E. Study, Ternire Formen, 8. 82. 
) Vgl. E. Pascal, a. a. O., 8. 377. 





(a) _ (a) (a) _ (a) 
~aa a, on ee a|-o 





«a ( 
~ 


oder 
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5. Satz IT (§1). Aus K=O folgt K=O mod(H,,/I,,I1,) im 
Bereich der Polynome aus Q ohne kontragrediente Klammerfaktoren und 
umgekehrt, wenn K ein Polynom aus diesem Bereich ist. 

Beweis. Es sei K=0. Wenn K nicht homogen in allen ko- 
gredienten Symbolen ist, so miissen die homogenen Polynome, deren 
Summe KX ist, einzeln = 0 sein; ich kann mich also auf homogene Poly- 
nome beschranken. 

Fiir diese gilt die Entwicklung (17): 


K= SUD (2055) (29) ++ (2 app) Poem, 0G May Hay Me) 


wo statt der z wieder x geschrieben sind und wo 5” bedeutet: Summation 
iiber alle Lésungen von (12) mit hin. 

Ly,...y, enthilt nur h(<m) kogrediente Symbole. Aus K = 0 folgt 
Ly, ...y, =, weil Ly..y, aus 8;... 83, K, entsteht durch Gleichsetzung 
von Symbolen, und K, eine Polare von K ist. Aus L=0 folgt nach 
Hilfssatz 4: Ly,...¥, = 0, und daraus nach der obigen Reihenentwicklung 


K=0 mod (I1,, I,, I,). 


Die ganze Rechnung verlauft im Bereich der Polynome ohne kontragrediente 
Klammerfaktoren. Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung. Man kann Satz II sogar verschirfen: Aus K = 0 folgt, 
daB jeder homogene Bestandteil von K entweder =0 ist mod (JI,, JI,) 
oder mod (J7,) und umgekehrt. 

6. Satz III (§1). Aus K=O folgg K=0Omod(JI,) im Bereich 
der Polynome aus 2 ohne Klammerfaktoren und umgekehrt, wenn K ein 
Polynom aus Q ohne Klammerfaktoren ist. 

Beweis wie Beweis Satz II, auf Grund der zweiten Hialfte von 
Hilfssatz 2. 

7. Satz 1(§1). Aus K=O folgt K=0 mod(J/, ...II,) und um- 
gekehrt, wenn K ein Polyom aus Q ist. 

Beweis. Es sei Kx 0. Wie bei den vorigen Beweisen kénnen wir 
K homogen in allen Symbolen voraussetzen. Wenn in einem Glied von 
K ein kogredienter und ein kontragredienter Klammerfaktor auftreten, so 
kann man durch Addition eines Vielfachen von JJ, die beiden in Linear- 
faktoren verwandeln. Wenn nun in einem Gliede von K ebenso viele 
kogrediente als kontragrediente Symbole stehen, so ist dasselbe wegen der 
Homogenitat von K in allen Gliedern der Fall; dann bleiben nach Addition 
des Vielfachen von JJ, in keinem Gliede von K mehr Klammerfaktoren 
stehen, und nach Satz IIT folgs K=0 mod (J7,,J7,). Wenn aber ein Glied 
von K, und folglich alle Glieder, mehr kogrediente als kontragrediente 
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Symbole enthilt, so bleiben in jedem Gliede von K nur kogrediente Klammer- 
faktoren stehen, und nach Satz II folgt K=0 mod(JI,,J7,,J7,,11,). Im 
umgekehrten Falle wird dual dazu K=0 mod(JI,, J/,,17,,I1,). Mit 
Hilfe von Hilfssatz 3 schlieSt man in allen Fallen: K=0 mod (JI, ... JT, ) 
q. e. d. 


Bemerkung. Man kann Satz I, wie aus dem Beweise erhellt, ver- 
schirfen: Aus K=O folgt, daB jeder homogene Bestandteil von K ent- 
weder =0 ist mod(JI,, IT,, 11,) oder mod (JT,, I7,, 1I,) und umgekehrt. 


8. Wie in §1 gezeigt, folgen aus den Siatzen I, II, III weiter die 
Satze Ia, IIa, IITa, IV, V. 


§ 4. 
Invarianten von linearen Komplexen. 


1. Zusammenfassung und Erweiterung der Definitionen § 1 (5, 7, 8). 
Zwei Polynome aus 2, die Komplexsymbole p,; oder pj enthalten, werden 
gleichgesetzt, wenn sie durch Vertauschung von zwei in einem Gliede vor- 
kommenden Symbolen p,;,p, (oder pj, pj) mit Zeichenwechsel dieses 
Gliedes, ineinander iibergehen, z. B. (p; uj) (p_ us) = — (pe uj)(p, ug). Ent- 
halt ein Polynom KX in jedem Glied die Komplexsymbole einer jeden 
Reihe p,...p, entweder alle genau einmal oder doch die damit verkniipften 
Symbole p;...p,-,. genau einmal, aber nicht beides, so ist K ein Polynom 
aus A,, und hat eine — ee Bedeutung, d. h. geht durch die 
Substitutionen (1) und p\” p’... p” = p*--® in eine homogene lineare 
Invariante J iiber. Ist J= 0 indolgs der Relationen (2) und p-..% 
= — p¥%«---9 usw., so schreiben wir K = 0. 

Q, besteht aus denjenigen Polynomen, die in ihren Klammer- 
faktoren keine Komplexsymbole enthalten. Die Siatze, die in §3 fiir Q 
bewiesen sind, gelten nicht ohne weiteres fiir 2, ; z.B. gilt I7, = 0 mod (J7,, I) 
(Hilfssatz 3 § 3) nicht mehr in Q,. Aus diesem Grunde ist das Il, in 
der Basis des Satzes VII nicht iiberfliissig, — A, ist der Durchschnitt 
von 2, mit A,. 

Die Phase der Symbole p in einem Gliede eines Polynoms von A, 
ist kogredient, wenn sie ungestrichelt, kontragredient, wenn sie ge- 
strichelt sind. 

Die Summen 2g und Z(n—@), gebildet fiir die einzelnen Glieder 
eines Polynoms aus A,, wo summiert wird iiber alle Komplexsymbole 
Py---Pe Oder Pj... Pa-2 Ohne Riicksicht auf die Phase, sind fiir alle 
Glieder gleich, ebenso wie die Anzahlen 5 und 4’ des in einem Gliede 
vorkommenden kogredienten bzw. kontragredienten gewohnlichen Symbolen. 
Bezeichnet 5° die Summation iiber alle Komplexsymbole kogredienter 
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Phase, 2’ die iiber alle Komplexsymbole kogredienter Phase in einem 
Gliede, so ist 6+ 5°o die Totalzahl der kogredienten, 5’+ =’ (n — @) 
die der kontragredienten Symbole in einem Gliede. Ihre Differenz, die 
natiirlich von Glied zu Glied wechseln kann, werde mit ¢ bezeichnet: 
e=d+ 3° e—d'— 5’ (n—9). 
Wenn in einem Gliede keine Klammerfaktoren vorkommen, so ist «= 0. 
In diesem Falle ist 
8+ Se—s S0>s—8'— F(n—g). 
2. Hilfssatz 1. Es ist JJ, 0, I,,=0. 
Beweis. Aus den drei Gleichungen 
IT, = (21... &q) (4; ..- Mg Py.» Pare) 
— 8%,...0_(% UM). (2p Ue) (Ze+1 Pi)+-- (2n Pa-e)> 
IT, = (Uj,.. Ue Pi- +» Pa-e) —(m — @)! (Uy pi). -- (Ue Pe)» 
(n—o)! I], = (n = @)! (a, * + %q) (Ui P,)- . - (6 Pe) 
— 8%,...2q (21 Uy) + - (%_ Uy) (Zo+1 Pi)--+(Ln Dae) 
folgt 


(n — 9)! II, = Il, — (x,...x,) IL, 
und daraus 
IT, = 0. 
Dual dazu verliuft der Beweis von J/,, = 0. 


Bemerkung. Diese Relationen gestatten es, aus einer symbolischen 
Darstellung einer Invariante jeden ko-(kontra-)gredienten Klammerfaktor 
wegzuschafien, solange noch ko-(kontra-)grediente Komplexsymbole vor- 
handen sind. 


8. Hilfssatz 2. Es ist J/,,=0. 
Beweis. Setzt man 


’ @® () (o) (p) (u) (¢k...0p...0) @ (u) 
8p, .-- Pao p—a%y*+-#a PA Pa +++ Pa—p—-a % oeeka =—f —>T; +++ Ta-us 


wobei die Operation 894... auf die p und z mit unteren Indizes aus- 
zuiiben ist, die oberen Indizes aber an ihrer Stelle gelassen werden, und 
wo der Pfeil symbolische Zerlegung darstellt, so folgt, wenn 2°" un- 
bestimmte Koeffizienten einer alternierenden Form sind, 


(r,.. *Ta-—u ™%)- = 854. Pp—yaty-®a” (Pr: ++ Pn-u-a%, ++eDBaM-- Mu) 
= (n — pw)! (py... Pa-p-a%y- ++ Fay +++ My). 


Geht man auf beide Seiten mittels 17, = 0 auf Linearfaktoren iiber, 
so kommt nach Division durch (n — )! 


(ri my)... (thm) = (m—M—e)! (Py ey). - «(Pa Za) (Pass Ma) +++ (Darn Mp) - 
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Multipliziert man jetzt beide Seiten mit «! und geht mittels J7, — 0 wieder 
auf Klammerfaktoren iiber, so kommt 


CE 4A ee 
= (m — wp — a)! (pi a,)... (pita) (Parr--- Datu M-++Ramp)- 
Da die x’"1"""»-») Unbestimmte sind, so folgt aus dieser Gleichung, 
da8 die Minoren aus den ersten « Zeilen der Determinanten, die durch 


die Klammerfaktoren der beiden Seiten dargestellt werden, einander gleich 
sind. Daraus folgt weiter: 


(95 . Fp My. MEGS - ++ Ga-n—p) 
= (nm — w— @)! (pp ay)..-( Peta) (Darr + ++ Paty Ui -+- UPQ ++ -Gn-u-f) 
oder 
(— 1)**""(u, eos Up see Qn—n-T% eee Tn) 
= (nm — w— a)! (pia)... (pata) (Pasr-+- Datu Ui --- UGQ-.-Gn—~—-Z)- 
Geht man rechts und links mittels 17, —0 auf Linearfaktoren iiber, 
so kommt 


ut(—1)"*" (usr)... (mgr) (at Tp+1)+++(Qn—n-p Tan) 
= (n—p—a)! (n—p—B)! (pi xy)..-(Ps%a)(Pa+rGs)-+-(Pa+ wMu)(UI Guta) +-(UPQu +A) 
oder, wenn man noch einmal die Bedeutung der r“*---“ benutzt, durch 
(n — 4 — a)! (nm — uw — B)! durchdividiert und die linke Seite auf Null 
bringt : 
O = (piay)... (pata) (Pass Ga) +++ (Pat Yu) (Ui Guta) ++» (UZ Iu+pe) 


—— RE mm $94 ---Pa—p—aty-Ba (MI Pr):  +(Gn-u-6%a) 


oder 0 = II,,. 


Bemerkung. Die Relation J/,,— 0 erlaubt es, ein Glied einer sym- 
bolischen Darstellung einer Invariante, wo Komplexsymbole p’ und 
Komplexsymbole g vorkommen und nur in Linearfaktoren vorkommen, 
so umzuformen, daB die Symbole p’ und die Symbole g ihre Phasen ver- 
tauscht haben. 

4, Satz VI(§1). Aus K=0 folgt K=mod(J/,,..., H,, U,,..., 1T,,) 
in Q, und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus A, ist. 

Beweis. Die Behauptung ,und umgekehrt“ folgt unmittelbar aus 
den Hilfssitzen 1,2. Es sei also K = 0. 

Man kann voraussetzen, daB K Komplexsymbole enthalt, weil im 
anderen Falle der Satz schon bewiesen ist. 

Wenn in einem Gliede von K ein kogredienter und ein kontra- 
gredienter Klammerfaktor auftreten, so kann man diese beiden durch 
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Addition eines Vielfachen von JJ, wegschaffen. (Da in dem betreffenden 
Glied mindestens eine Reihe von Komplexsymbolen p, ...p, oder p{... Dae 
vorkommt, so kann man das Wegschaffen der Klammerfaktoren auch er- 
reichen durch Addition von Vielfachen von JJ, und J1,,, indem man die 
Komplexsymbole zweimal ihre Phase wechseln 148t, wobei jedesmal ein 
Klammerfaktor verloren geht.) Weiter kann man durch Addition von Viel- 
fachen von J], oder JJ,, jeden kogredienten Klammerfaktor wegschafien, 
solange im gleichen Gliede noch kogrediente Komplexsymbole, und jeden 
kontragredienten Klammerfaktor, solange noch kontragrediente Komplex- 
symbole vorhanden sind. Ist K’ das so entstehende Polynom, so ist: 
K= K’ mod (J/,, UJ,, H,,) in Q. 

Sogar gilt scharfer: K = K’' mod (JI,, IJ,,) in Q,. Wenn aber K in 
jedem Glied mehr kogrediente als kontragrediente Klammerfaktoren hat, so 
gilt K = K’ mod (JI, IJ,); im umgekehrten Fall K = K’ mod (JI, I/,,). 

In einem Gliede von K’ stehen: 

a) Entweder keine Klammerfaktoren, also «=0, also nach 1: 
6+ 29-8’ >0>6—Z(n— 9) — 38’, 

b) oder mindestens ein kogredienter Klammerfaktor, wiahrend alle 
Komplexsymbole kontragrediente Phasen haben, also «> 0, =*o=0, 
=’ (n—@) = 2Z(n—¢Q), also nach 1: 5+ Z(n—e)—d5'>0, 

c) oder aber mindestens ein kontragredienter Klammerfaktor, waihrend 
alle Komplexsymbole kogrediente Phase haben, also e <0, =’(n — 9) = 0, 
=°o =o, also nach 1: 6+ 29—8'<0. 

Diese drei Ungleichungen schlieBen sich aus. Da aber die Werte von 
6, 6’, Zo, (n— ) in allen Gliedern die gleichen sind, so muB fiir alle 
Glieder Fall a), oder Fall b), oder Fall c) eintreten. 

Im Falle b) haben alle Komplexsymbole in K’ kontragrediente Phase, 
also spielen die Relationen (2) bei der Verifikation die Beziehung K’ =0 
keine Rolle, also 148t sich Satz II anwenden, dessen verschirfte Fassung 
($3, 5) ergibt: K= 0 mod (JZ,, /7,) in 2. Die hier auftretenden Poly- 
nome JJ,, JJ, und ihre Koeffizienten-Polynome haben wie K’ nur ko- 
grediente Klammerfaktoren und nur kontragrediente Komplexsymbole, 
miissen also zu 2, gehéren. Daher gilt die Kongruenz auch in Q,. 
Da weiter in diesem Falle K= XK’ mod (JI,, II,) in Q,, so folgt 
K =0 mod (J, I7,, I, I,) in Q,. 

Ebenso schlieSt man im Falle c): K= mod (JI, I/,, I,, I,,). 

Im Falle a) enthié’t jedes Glied ebenso viele kogrediente wie kontra- 
grediente Symbole. ich vergleiche zwei Glieder miteinander, z. B. das 
erste und das zweite Glied. Es kann vorkommen, da8 die Komplex- 
symbole p im ersten Gliede kogrediente, im zweiten kontragrediente 
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Phase haben. Dann mu8 es andere Komplexsymbole g geben, die im 
ersten Gliede kontragredient, im zweiten kogredient auftreten. Durch 
Addition von Vielfachen von JI,, gelingt es dann, das zweite Glied in 
eine Summe von anderen Gliedern zu verwandeln, in denen die Phasen 
von p und g so sind wie im ersten Glied. In dieser Weise kann man 
weitergehen, bis in allen Gliedern die Phasen aller Komplexsymbole mit 
denjenigen des ersten Gliedes iibereinstimmen. Ist K” das entstehende 
Polynom, so ist K’=K” mod(JI,,). Auf K” ist Satz III anwendbar 
(§1,5), der besagt K” =0 mod (JI,) in Q. Da alle Klammerfaktoren 
fehlen, so gilt diese Kongruenz auch in 2. Mithin ist in Q,: 


K'=0 mod (],, I1,,), 
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folglich 
K = 0 mod (J/,, I7,, IT,,, 1,;). 


Damit ist in allen Fallen der Satz bewiesen. Sogar kann man verschirfen: 

Aus K=0 folgt K=0 entweder mod (JI,, I], Il,, I],), oder 
mod (J/,, IT,, 11,, IT,9), oder mod (II,, IT,, I1,,, IT,,) und umgekehrt, wenn 
K ein Polynom aus A, ist. 

5. Satz VII (§1). Aus K = 0 folgt K=0 mod (J1,, J1,, I,, I7,, I7,,) 
im Bereich der Polynome aus 2, ohne kontragrediente Klammerfaktoren 
und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus A, ohne kontragrediente 
Klammerfaktoren ist. 

Beweis wie der vorige Beweis. Man findet die Verscharfung: 

Aus K=0 folgt K=0 in Q, entweder mod (JI,, JI,,/I,), oder 
mod (J7,, I7,, 17,,) und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus A, ohne 
kontragrediente Klammerfaktoren ist. 

6. Satz VII (§1). dus K=0 folgt K=0 mod (J/,, II,,) im Be- 
reich der Polynome aus 2, ohne Klammerfaktoren, wenn K ein Polynom 
aus A, ohne Klammerfaktoren ist. 

Beweis. Sei K=0. Dann befindet sich K von vornherein im Falle 
a) des Beweises von Satz VI, also folgt wie dort K = 0 mod (J/,, J/,,). 

7. Fir die Erweiterung dieser Satze auf nichtlineare Invarianten von 
nichtlinearen Formen siehe § 1, 9. 

Die allgemeinen Ausdriicke J7,, J7,,, JI,, umfassen Polynome von ver- 
schiedenen Gestalten, die zu speziellen Werten der Zahlen 9, «, 8, « ge- 
héren. Im nichsten Paragraphen sollen fiir das quaternire Gebiet die 
spezialisierten Identitéten explizite angeschrieben werden. 
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§ 5. 
Invarianten von quaterniren Komplexen. 


Im quaternaren Gebiet sind die Komplexsymbole mit 9 = 2 die wich- 
tigsten. Es sollen hier diejenigen Spezialfalle der Ausdriicke J7,,17,,, II,, 


10° 
zusammengestellt werden, in denen fiir alle auftretenden Komplexsymbole 
g=2. 


Setzt man in JZ, und J/,, a 2, so kommt: 


IT, = (2; 2 3X4) (ps Ui) (pi U2) — rth (x u")- (agv’)-(as pi) (x4ps), **) 


, 


TT 9 = (ui ug ugus) -(p, 21) (3 x2) — Fei wise (uz pr) (we Pe)- (wg 2s)-(Ug ag). **) 
In JZ,, kann yw die Werte 1, 2,3 haben, wahrend n=4,a+u= 2, 

B+p=2. Schreibt man J7{, statt J7,;, so kommt: 

TT}, = (pi 9s) (P29) — 5 thm" st cla i 

TT; = (21 pt)( ps q1) (G2 ut) + Z ithe: (i Pr) (Qi Pe) (9221), 

IT}, = (21 pi) (aps): (qui) (qs) — | 8p, p,.2,2,°( Wi Pi) (Us Pe)" (Gi 21) (ge x2) 


oder nach Ausfiihrung der Operationen s’, und mit einer kleinen Anderung 
der Bezeichnung: 


IT}; = (pigs) (39a) — (gi Ps) (g2p2), *) 
IT}, = (x pt) (phq)(qau’)+(u" ps) (pe gt) (gh 2) + 4(u’ x)-(9 P, )(45 Pas ™) 
IT}, = (x pt) (y ps)-(q1’)(qav’) — (u’ pr)(v’ pe)-(gi x) (g2y) 

— (u’ x)-(v’ pr)(p2gi)(gsy) + (0 x)-(u’ ps) (ps gt) (ge y) 

+ (u’y)-(v" pr) (pe gt) (ge) — (v’ y)-(u’ pr) (pe 93) (932) 

— 5 {(u’x)-(v' y) — (v'z)-(u" y)}-(pigs) (pi 92) 


§ 6. 
Drehungsinvarianten. 


1. Bei der Drehungsgruppe verschwindet der Unterschied von kogre- 
dienten und kontragredienten Symbolen: jeder Klammerfaktor oder Linear- 
faktor stellt, ohne Riicksicht auf Strichelung oder Nichtstrichelung seiner 


*) Fiir die Identitéten 17,0, I7,,+0 vgl. R. Weitzenbéck, Invarianten- 
theorie 8S. 78. 

*) Fir die Identitat 73, +0 vgl. R. Weitzenbick, Invariantentheorie 8. 76. 

%) Fiir die Identitat 17;, = 0 vgl. R. Weitzenbéck, Invariantentheorie S. 77. 
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Symbole, eine Invariante symbolisch dar. Es sei 4 der Bereich der Poly- 
nome in diesen Klammer- und Linearfaktoren. Zwischen JJ, und IJI,, 
II, und IZ, braucht in 4 nicht unterschieden zu werden. Beschrinken 
wir uns zunachst auf Invarianten von Linearformen, so ergibt sich der 
bekannte (Studysche) Satz"): 

,yAus K=O folgt K=0 mod (J/,, ZJ,) in 4 und umgekehrt“, mit 
unseren Methoden miihelos; und hier wie bei den projektiven Invarianten 
findet man sogleich mehr. 


2. In 4 ist 17, =0 mod (J7,). Denn aus 


85... ass 8p --0 Oe (21 Tn+1) (Za Tnz2)--- (Z— en) 
= 0! 85... 20,,(%1Fnt1)---(2_n Zan) = 0, 
und 
folgt 
nT, = 84, ... 2, ((21-+- Zn) (Sn41 --- Lan) —82,... 25 (21 Zn+1)( Le nye) --- (Ln Ten)] 
oder 


IT, = 85, ...2n,,(%2- ++ En) (Zn4i--- Lan) 


II, = 0 mod (II, ). 


3. Die Hilfssitze 1 bis 3 von § 3 gelten auch in 4. Der Beweis des 
Satzes 1 bleibt unverandert; nur ist der friiher ausgeschlossene Fall zu 
beriicksichtigen, daB zwei der Symbole z,...2,,; in einen Linearfaktor 
vereinigt sind: 

K, = (a, 2,) L,. 
In diesem Falle aber wird s;,..2,,,K = 0. 

Die Beweise der Hilfssitze 2,3 bleiben ganz unverindert. 

4, An Stelle von Hilfssatz 4 (§ 3) tritt der folgende Satz: 

Aus K=0 folgt K=0, wenn K ein Polynom aus 4 ist, das héch- 
stens n Symbole x,...z,, enthdlt, und das den Klammerfaktor (zx, ...z,) 
héchstens linear enthdlt. 

Beweis. Die linke Seite der Gleichung 
(x, 2,)-.. (2, 2,) 

(z,...2,)°—| : : = 0 

(2, 2,)--+(%%,) 

ist irreduzibel in 4. Bestinde nun, entgegen der Behauptung, eine lineare 
Gleichung in (z,...2,): 

K= K{(x,...%,), (a, %,), (44,2), -++,(%,%)} = 0, wahrend K+0, 


*) E. Study, Leipz. Ber. 49 (1897), S. 442. 
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so kénnte man (2,...%,) zwischen den beidcn Gleichungen eliminieren, 
und erhielte eine von (z,...2,) freie Relation: 

R= R{(x, 2,), (a, %q),--->(%,%,)} =0, waihrend R+0. 
Ich setze (x,2,)=a,,, und bringe die quadratische Form YS a,,yy® 

z 
auf eine Summe von n Quadraten: . 
SD ay yy = F(S xi? y)’, 
’ 
wo die z{’ rationale Funktionen der a,, sind. Es folgt a,,— S'2;’ 2}, 
i 

und dennoch R{a;,}-+- 0, was der Relation R = 0 widerspricht. 

5. Jetzt kénnen wir in der gleichen Weise wie friiher (§ 3) die Haupt- 
sitze beweisen. 

SatzIX. Aus K = 0 folgt K = 0 mod (JI,, IT,) und umgekehrt, wenn 
K ein Polynom aus A ist. 


Beweis, Sei K=0. Wie frither (§3,5), kénnen wir K in allen 
Symbolen homogen linear voraussetzen. Durch Addition von Vielfachen 
von J7, gelangt man zu einem Polynom K’ das in jedem Glied héchstens 
einen Klammerfaktor enthilt. Man entwickelt K’ in eine Reihe nach allen 


in ihm enthaltenen Symbolen z,...z,,: 


K'= 5’ 4.(5 8a K’) mod (J1,, I7,, I7,), 
oder nach unseren Hilfssitzen (2, 3): 
K’= 5 ia( 5 8. K’) mod (JI, IT, ). 


Die Glieder s, K’ sind Polaren von Polynomen Ly,...y, (4 <n), die in jedem 
Glied héchstens einen Klammerfaktor enthalten, und die —0 sind. Daraus 
folgt nach 4 Ly,...y, = 0, mithin s,K’ =0, mithin K’= 0 mod (J7,, II,), 
mithin K = 0 mod (/7,, J7,). 

6. Satz X. Aus K=0 folgt K=0 mod (II,) tm Bereiche der Poly- 
nome aus A ohne Klammer/aktoren und umgekehrt, wenn K ein Polynom 
aus diesem Bereich ist. 

Beweis wie oben, mit Hilfe der Reihenentwicklung 


K= 5 a(S 8. K) mod (7, ). 


7. Prinzipiell nichts Neues bietet die Verallgemeinerung von Linear- 
formen auf Formen beliebiger Ordnung mit unbestimmten Koeffizienten 
($ 1,4) oder auf alternierende Multilinearformen (§ 1,5). Die Betrachtung 
von Linearformen in G,-Koordinaten veranlaBt (wie in § 1,7) die Hinzu- 
nahme der Relationen: 


par = por, 
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Da nun aber bei der Drehungsgruppe die p’“’'*’ wieder als kogrediente 
Symbole aufgefaBt werden kénnen, so kann man bilden: 


wap...) __ ap...) —_ (af...) 


P P P 


usw. Die Symbole p haben also nicht zwei Phasen, sondern unendlich 
viele, die sich auf zwei zuriickfiihren lassen, wegen: 


(18) gn ‘tit (— 1)*@-@ p@F-?, 


Wir definieren I, so wie A, in § 4,1 als die Gesamtheit der Poly- 
nome aus 4, die eine unsymbolische Bedeutung haben (eine lineare In- 
variante darstellen), und definieren auch die Bereiche I, 4, und den 
Begriff der Homogenitét so wie in §4,1 die entsprechenden Begriffe 
definiert worden sind. 

Wie in §1,6 schlieBt man, da8 man mittels J7,= 0, 7,=0 alle 
Symbole beliebig oft ihre Phasen wechseln lassen kann, z. B. alle Striche- 
lungen entfernen. Folglich gilt: 

Satz XI. Aus K=0 folgt K=0 mod (J/,, /I,, I7,, II,) in 4 und 
umgekehrt, wenn K ein Polynom aus I, ist. 

8. Setzt man: 

IT, = (pi %,)-- - (Pa-e tn-e) — (— 1)**"°(p, 2,)-+-(Pn-e%n-e)s 
so folgt aus (18) unmittelbar /7,,=0. Schreibt man in J7, 2; statt uj, 
so kommt: 

IT, = (2...2e-ePi--+Pe) — 0! (2, P,) ++ (tame Pee)» 

IT, = (—1)**~" (pj... ppay...%e) 

—(—1)°*" 9! (a py’)... (%n-» Pa—e) mod (IT;:), 
(19) 1, =0 mod (J/,, J7,,). 

Wie man aus (19) sieht, gestattet die Relation J7,,=— 0 es, von den 
zwei sich dual gegeniiberstehenden Relationen J7, = 0, J7,= 0, eine auf 
die andere zuriickzufiihren. Man iiberzeugt sich leicht, daB in gleicher 
Weise: 

IT,, = 0 mod (J7,, IT,,) 

Aus Satz XI folgt jetzt mit Hilfe von (19): 

Satz XII. Aus K =0 folgt K =0 mod (J/,, IT,, I7,, IT,,) in 4 und 
umgekehrt, wenn K ein Polynom aus I, ist. 

9. Geht man jetzt durch Entfernung aller Klammerfaktoren, die 


Komplexsymbole enthalten, zu Polynomen aus 4, bzw. I, iiber, so ergeben 
sich die folgenden Satze: 
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Satz XIII. Aus K=0 folgt K=0 mod (I7,, I,, I,, I,, 1,,, I) 
in 4, und umgekehrt, wenn K ein Polynom aus I, ist. 

Satz XIV. Aus K=0 folgt K=0 mod (J/,, I,,, IT,,) tm Bereich 
der Polynome aus 4, ohne Klammerjfaktoren und umgekehrt, wenn K ein 
Polynom aus I, ohne Klammerfaktoren ist. 

Beweis von XIV. Sei K homogen und =0. Durch Addition von 
Vielfachen von J7,, kann man alle mehrfach gestrichelten Symbole ersetzen 
durch ungestrichelte oder einfach gestrichelte Symbole. Fiir das so ent- 
stehende Polynom K’ kann man die in § 4, 4 fiir den Fall a) angestellten 
Betrachtungen wiederholen (es tritt Satz X an Stelle von Satz III), und 
schlieBen K’= 0 mod (J7,, 7,,). Daraus folgt K = 0 mod (J1,, IT,,, 17,.). 

Beweis von XIII. Sei K homogen und =0. Enthalt K keine 
Komplexsymbole, so ist (nach Satz X) K = 0 mod (J/,, J7,). Im anderen 
Falle kann man mit jedem Gliede K, von K folgendermaBen verfahren. 
Sind die Komplexsymbole in diesem Gliede ungestrichelt, so kann man 
sie durch Addition von Vielfachen von JJ, zweimal stricheln. Sodann 
kann man mittels J7, einen Klammerfaktor entfernen, wobei eine Reihe 
von Komplexsymbolen einen Strich verliert. So kann man weitergehen, 
bis K, von Klammerfaktoren frei ist, mithin den Voraussetzungen des 
eben bewiesenen Satzes XIV erfiillt. Daraus folgt K, = 0 mod (J/,, I/,, 
IT,,, 1,,), wnd Satz XIII ist bewiesen mit der Verschirfung: Aus K ='0 
folgt, daB in A, jeder homogene Bestandteil von K entweder = 0 mod (I7,, IT, ), 
oder = 0 mod (J/,, IT,, I7,,, 17,4) ést. 


(Eingegangen am 29. 5. 1925.) 





Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie 
der Polynomideale. 


(Unter Benutzung nachgelassener Sitze von K. Hentzelt.) 
Von 
Grete Hermann in Géttingen. 


Die Ringbereiche, in denen die in der vorliegenden Arbeit auftreten- 
den Ideale definiert sind, sollen Polynombereiche sein. Ein Ideal soll 
gegeben heiBen, wenn eine Basis des Ideals bekannt ist, es heiBt berechen- 
bar, wenn sich eine Basis berechnen laBt. In dieser Arbeit soll es sich 
darum handeln, die fiir ein gegebenes Ideal m charakteristischen Ideale 
und Polynome zu beechnen. Die Berechnung stiitzt sich dabei auf die 
Ideal- und Eliminationstheorie, wie sie von E. Noether und K. Hentzelt 
entwickelt ist’). Fiir die benutzten Grundbegriffe verweise ich insbesondere 
auf die Zusammenstellung N. § 1. Einige Anderungen in den Definitionen 
und weitere Zusitze werden in § 1 dieser Arbeit gegeben. 

Die folgenden Rechenmethoden werden Berechnungen mit endlich 
vielen Schritien sein. Die Behauptung, eine Berechnung kann mit endlich 
vielen Schritten durchgefiihrt werden, soll dabei bedeuten, es kann eine 
ubere Schranke fiir die Anzahl der zur Berechnung notwendigen Opera- 
tionen angegeben werden. Es geniigt also z. B. nicht, ein Verfahren anzu- 
geben, von dem man theoretisch nachweisen kann, da es mit endlich 
vielen Operationen zum Ziele fiihrt, wenn fiir die Anzahl dieser Opera- 
tionen keine obere Schranke bekannt ist*). Die in der vorliegenden Arbeit 


1) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921), 8S. 24—66. 
K. Hentzelt, Zur Theorie der Polynomideale u. Resultanten, bearbeitet von E. Noether, 
Math. Annalen 88 (1922), S. 53-79, zitiert H.N. E. Noether, Eliminationstheorie 
und allgemeine Idealtheorie, Math. Annalen 90 (1923), S. 229-261, zitiert N. Fir 
die benutzten Begriffe der Kérpertheorie sei verwiesen auf E. Steinitz, Algebraische 
Theorie der Kérper, Journal fiir Mathematik 137 (1910), S. 167—309, zitiert St. 

*) Macaulay, der im Anschlu8 an die Laskersche Arbeit [Zur Theorie der 
Moduln und Ideale, Math. Annalen 60] Wege zur Berechnung der zu einem Ideal 
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auftretenden Schranken werden dabei speziell nur von der Anzahl n der 
Variablen, der Anzahl ¢ der Basiselemente des Ideals und dem Maximal- 
grad q dieser Basiselemente abhingen, sie sind unabhingig von den Ko- 
effizienten dieser Basiselemente. Mit Hilfe dieser Schranken, die angeben, 
bis zu welchem Grad die Variablen beriicksichtigt werden miissen, werden 
sich die Probleme zuriickfiihren lassen auf Probleme der Determinanten- 
und Elementarteilertheorie, die sich nach bekannten Methoden mit endlich 
vielen Schritten erledigen lassen. 

Den in §§ 6-8 gelieferten Methoden, mit denen sich alle fiir das 
Ideal m charakteristischen Ideale und Polynome berechnen lassen, miissen 
in §§ 2—5 einige vorbereitende Siatze vorausgeschickt werden. Das Auf- 
suchen der zu einem Ideal m gehérigen Primideale entspricht dem ein- 
facheren Problem der Zerlegung eines Polynoms in Primfunktionen und 
fiihrt auch darauf zuriick. § 2 wird deshalb zunichst die Zerlegung eines 
Polynoms in Primfunktionen behandeln. Die hier benutzten Methoden 
sind von Kronecker*) angegeben. Kronecker beschrinkt sich allerdings 
auf Kérper der Charakteristik Null, und in ihnen nur auf endliche alge- 
braische und transzendente Erweiterung des Primkérpers. Seine Methoden 
lassen sich direkt auf Kérper beliebiger Charakteristik, und zwar auf end- 
liche algebraische und endliche oder unendliche transzendente Erweite- 
rungen des Primkérpers ausdehnen. Fiir den Fall unendlicher algebraischer 
Erweiterungen mu8 man Steinitzsche Uberlegungen zu Hilfe nehmen. 

Die Siatze der weiteren Paragraphen sind idealtheoretisch. In §§ 3—5 
werden die Grundlagen zur Berechnung der oberen Schranken gegeben, die 
die spiateren Berechnungen erst erméglichen. Zunichst ist es notwendig, 
da8 die einfachsten Rechenoperationen der Idealtheorie, die Bildung von 
Produkt und Quotient, kleinstem gemeinsamen Vielfachen und gréBtem 
gemeinsamen Teiler mit endlich vielen Schritten durchgefiihrt werden 
kénnen. Die Methoden dafiir werden, sich, soweit sie nicht trivial sind, 
in § 3 als Anwendungen eines Hilbertschen Satzes‘*) ergeben. §§ 4 und 5 
bringen Kriterien fiir die Teilbarkeit eines Polynoms durch ein Ideal, und 





gehérigen Primideale und der Exponenten von Primiaridealen angibt, hat keine solche 
obere Schranke. Macaulay, On the Resolution of a given Modular System, Math. 
Annalen 74, Anmerkung*), S. 81. 

8) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen, 
§ 4, Journal fiir Math. 92 (1882), S. 1—122. 

*) Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen 36 (1890), 
8. 473—534. Der hier benutzte Satz ist ein Teil des Theorems 3 iiber das Abbrechen 
der Syzygienkette. Derselbe Satz steht auch bei Kénig [J. Kénig, Einleitung in die 
allgemeine Theorie der algebraischen GréBen]. Kénig benutzt dieselbe Methode wie 
Hilbert, geht aber falschlich von nur einer Gleichung aus, ohne zu bemerken, daB der 
Induktionsschlu8 doch auf ein Gleichungssystem fiihrt. 

Mathematische Annalen. 95. 48 
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zwar ist das in § 4 gelieferte Kriterium rein formal, die Teilbarkeit hangt 
von der Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems ab, das sich aus den 
Koeffizienten des gegebenen Polynoms und denen der Basiselemente des 
Ideals berechnen 1a8t. Es ist zur Anwendung dieses Kriteriums also nicht 
nétig, daB man den inneren Aufbau des Ideals kennt. Dagegen liefert 
der in § 5 gebrachte Hentzeltsche Nullstellensatz ein Kriterium, das zugleich 
inhaltlich Aufschlu8 iiber den Bau des Ideals gibt. Er gibt namlich eine 
Schranke fiir den Grad, in dem ein Polynom mindestens in den trans- 
zendenten Nullstellen des Ideals verschwinden mu8, um durch das Ideal 
teilbar zu sein. Wegen seiner begrifflichen Fassung ist dieses Kriterium 
gegeniiber dem in § 4 gegebenen schon an sich von eigenem Interesse; 
im speziellsten Fall kommt es auf den Noetherschen Fundamentalsatz 
der algebraischen Funktionen zuriick. AuBerdem aber wird sich zeigen, 
da8 die hier berechnete Zahl bereits eine obere Schranke ist fiir den 
kleinsten Exponenten von Primaridealen, die in einer Zerlegung von m 
auftreten kénnen. 

Als Anwendungen der Satze von §§ 2—5 ergeben sich nun in §§ 6—8 
die Berechnungen der wesentlichen Ideale und Polynome. § 6 liefert zu- 
nichst die Berechnung der Grundideale, bei der sich gleichzeitig die Be- 
rechnung von Norm und Elementarteilerform des Ideals ergibt. Damit 
sind die fiir die Eliminationstheorie wesentlichen Polynome berechnet, aus 
deren Zerlegung man die Nullstellen des Ideals erhilt. In § 7 werden 
Methoden zur Berechnung der zum Ideal m gehérigen Primideale ange- 
geben; diese werden komplizierter, wenn der fiir die Polynome des Ideals 
zugrunde gelegte Koeffizientenbereich ein unvollkommener Kérper ist, 
als im Fall des vollkommenen Kérpers. In § 8 wird schlieBlich gezeigt, 
wie man unter Anwendung des Hentzeltschen Nullstellensatzes zu jedem 
zum Ideal m gehérigen Primideal ein Primarideal findet, das in einer Zer- 
legung von m auftreten kann. Mit-diesen Primaridealen hat man natiirlich 
auch die isolierten Komponenten des Ideals. 

Die Satze von §§ 4 und 5, sowie Satz 6 in § 6 sind einem Manu- 
skript von K. Hentzelt entnommen. Hentzelt gibt sie dort allerdings nur 
in recht uniibersichtlichen Formeln, denen die begriffliche Deutung fehlt. 
Ich habe diese Fassung durch eine begriffliche ersetzt und die Schranken, 
deren Berechnung Hentzelt nur andeutet, explizit angegeben. Ferner war 
es beim Hentzeltschen Nullstellensatz nétig, die Behauptung durch Be- 
nutzung des Begriffs der transzendenten Nullstelle etwas zu erweitern. 
Hentzelt spricht nur von der Gesamtheit der algebraischen Nullstellen 
eines Ideals und hat so nicht die fiir das Folgende wesentliche Einteilung 
der Nullstellen nach der Dimension der Primideale. Die in den Hentzelt- 
schen Beweisen benutzte Methode des Reduzierens der Gradzahlen durch 
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eine regulire Determinante — d. h. durch eine Determinante, die ein 
regulares Polynom darstellt — hat Hentzelt aus dem Hilbertschen Be- 
weis, der in § 3 gebracht ist, iibernommen, so da die Beweise der Satze 
in §§ 83—5 ganz parallel laufen. Hentzelt bezweckte mit seinen Satzen 
nur die Erledigung der Fragen der Eliminationstheorie mit endlich vielen 
Schritten, er wollte Norm und Elementarteilerform eines Ideals berechnen. 
Wie die Anwendungen §§ 6—8 zeigen, lassen sich aber bereits alle fiir 
das Ideal charakteristischen Ideale unter Zugrundelegung seiner Siatze 
berechnen. 


§ 1. 
Grundbegriffe. 

Die Definitionen des zugrunde gelegten Bereichs, des transformierten 
Ideals, der Moduldarstellung des Ideals, seiner isolierten Komponenten, 
der Elementarteilerform und Norm, sowie die fiir Ideale giiltigen Zer- 
legungssatze sind gegeben N.§ 1, 1—3, 5—7, 9. 

1. Bezeichnungen. Es bezeichne [f] den Grad des Pelynome f(z,...%,) 
in allen Variablen; [f], den Grad von f in z,...2%. f%, 9, n® y usw. 
sollen nur von z,;...2z, abhangende Polynome edvatins. 

Bezeichnet P bein K6érper, und sind «, ...@, irgendwelche in 
einem Erweiterungskérper von P gelegene, in bezug auf P algebraische 
oder transzendente GréBen, so bedeute P(a,...«,) den aus P durch Ad- 
junktion der a,...«, hervorgehenden Kérper, P[«,...«,] den Ring der 
Polynome in «,...a@, mit Koeffizienten aus P. Ist P der den nicht 
transformierten Idealen zugrunde liegende Kérper, P der der transformierten, 
so ist mit diesen Bezeichnungen nach N. § 1, 1 


P= P(umy,--+ tyq)s 


wo die u,; die Transformationskoeffizienten bedeuten, wahrend sich die 
Ringbereiche R und R der nicht transformierten und der transformierten 
Ideale so schreiben lassen: 


R= Ply, +++ Yn) 
R — Plz, ... 2] = P(u,,... w,,)(z, .-. 2]. 


2. Die Dimension eines vom Einheitsideal o verschiedenen Prim- 
ideals sei nun im Gegensatz zu N. §1, 8 auf folgende Weise definiert: 
Der Restklassenring von § nach einem von o verschiedenen Primideal 
ist nach Definition ein Ring ohne Nullteiler, kann also zu einem Rest- 
klassenkérper Rt | f durch Adjunktion von Elementenpaaren erweitert werden. 
R |p ist Erweiterungskérper von einem zu P isomorphen Kérper (P). 
Der Transzendenzgrad » von §t|f in bezug auf (P) heiBt Transzendenz- 

48* 
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grad oder Dimension von f, und es wird 0<»<n. DaB diese Definition 
sachlich mit der von N. § 1, 8 iibereinstimmt, folgt direkt aus N. Satz 5. 
3. Die Definition der Grundideale soll sich nun sachgemi8 an die 
der Dimension der Primideale anschlieBen. Die isolierte Komponente des 
Ideals m, zu der alle zu m gehérigen Primideale n — o-ter und héherer 
Dimension und nur diese gehéren, heiBt das 9-te Grundideal g, von m. 
Es folgt sofort: g,., ist das 9 —1-te Grundideal von g,; g, ist mit 
seinem o-ten Grundideal identisch. Ideale, fiir die das erste von 0 ver- 
schiedene Grundideal mit dem Ideal identisch ist, haben nur zugehérige 
Primideale einer bestimmten Dimension. Nach N. Satz 8 und 10 stimmt 
auch diese Definition fiir transformierte Ideale mit der N. §1, 4 ge- 
gebenen iiberein, so da8 auch darauf zuriickgegrifien werden kann. 


4. Neben transformierten Idealen werden auch transformierte Moduin 
und Gleichungssysteme auftreten. Ein Modul aus Linearformen mit Ko- 
effizienten aus P[z, ...2,] heiBt transformiert, wenn er durch die Trans- 
formation y = U(x) und die Adjunktion der unbestimmten Transformations- 
koeffizienten zum Kérper P aus einem Linearformenmodul mit Koeffizienten 
aus P[y, ... y,] hervorgegangen ist. Ebenso heiSt ein lineares Gleichungs- 
system mit Koeffizienten aus P[z,...2,] transformiert, wenn es durch 
y=U(zx) aus einem linearen Gleichungssystem mit Koeffizienten aus 
P[y,...y,] hervorgegangen ist. Bei transformierten Moduln und Glei- 
chungssystemen kann stets die Existenz einer nicht verschwindenden 
Determinante, deren Rang mit dem von Modul oder Gleichungssystem 
iibereinstimmt, vorausgesetzt werden, die ein in bezug auf z; [¢ =1...n] 
regulires Polynom darstellt. Eine solche Determinante soll auch als 
regulire Determinante bezeichnet werden. 


Nach N. Hilfssatz 1 gehen Prim- und Primirideale durch die Transfor- 
mation y = U(x) wieder in Prim- und Primarideale iiber. Es gilt auch das 
Umgekehrte. Transformierten Prim- und Primiridealen entsprechen bei den 
nicht transformierten Idealen wieder Prim- und Primarideale. Es sei namlich q 
ein transformiertes Primarideal, G das entsprechende nicht transformierte 
Ideal. @ und } seien GréSen aus R, a und 6 die durch Transformation 
daraus hervorgehenden Polynome. Dann folgt aus 4-6 =0(q), b”==0(q) 
fiir jedes x, auch a-b=0(q), b°==0(q) fiir jedes x, es wird also a=0(q) 
und folglich auch @=0(q). @ ist also Primarideal. Ist q Primideal, 
und ersetzt man dementsprechend in diesen Uberlegungen x durch 1, so 
ergibt sich: @ ist Primideal. Da Teilbarkeiten beim Hin- und Hertrans- 
formieren erhalten bleiben, so gehen zugehérige Prim- und Primarideale 
in zugehérige iiber. Ferner wird die Dimension eines Primideals durch 
die Transformation nicht geaindert [vgl. N. FuBnote **)}. Nach N. Hilfs- 
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satz 2 kann man in der Darstellung eines nicht transformierten Ideals 
als kleinstes gemeinsames Vielfaches gréBter primarer Ideale die urspriing- 
lichen Komponenten einzeln transformieren, und erhalt so eine Darstellung 
des transformierten Ideals als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches gréBter 
primaérer Komponenten. Da die Dimension dieser Komponenten erhalten 
bleibt, so ist also nach der Definition des Grundideals das 9-te Grund- 
ideal des transformierten Ideals das transformierte Ideal des 9-ten Grund- 
ideals des nicht transformierten Ideals, denn die entsprechenden Prim- 
ideale gehen ineinander iiber, und ebenso gehen die isolierten Komponenten 
des nicht transformierten Ideals durch Transformation in die des trans- 
formierten Ideals iiber. 


Da sich nun der Ubergang vom transformierten zum nichttransfor- 
mierten Ideal mit endlich vielen Schritten ausfiihren l48t — Riickgiingig- 
machen der Transformation, Aufspalten der Basiselemente nach Potenz- 
produkten der Transformationskoeffizienten —, so kann man sich bei der 
Berechnung der Basiselemente der zu einem Ideal m gehérenden Prim-, 
Primar- und Grundideale und der isolierten Komponenten auf transformierte 
Ideale beschrinken. Sofern diese Ideale nimlich eindeutig sind, sind sie 
mit m auch transformiert. Die Primirideale sind die einzigen nicht ein- 
deutigen. Bei ihrer Berechnung wird also extra nachzuweisen sein, daB 
man transformierte Ideale bekommt. 


5. Die Elementarteilerform eines Primideals im vollkommenen und 
unvollkommenen Kérper. Der Kérper P heiSt vollkommen, wenn jede 
Primfunktion in ihm in einem geeigneten Erweiterungskérper in getrennte 
Linearfaktoren zerfallt, im entgegengesetzten Fall hei8t P unvollkommen. 
Es gilt der Satz: Die Elementarteilerform eines Primideals ist eine Prim- 
funktion, die eines Primirideals ist eine Potenz der Primfunktion, welche 
Elementarteilerform des zugehérigen Primideals ist [N. Satz 1]. Im voll- 
kommenen Ké6rper gilt die Umkehrung: Ist die Elementarteilerform eines 
Ideals Primfunktion, so ist das Ideal Primideal [N. Satz 13]. Im unvoll- 
kommenen Kérper gilt nur: Ist die Elementarteilerform eines Ideals [echte 
oder unechte] Primarfunktion, so ist das Ideal [echtes oder unechtes] 
Primarideal; es kann im unvollkommenen Kérper echte Primirideale 
geben, deren Elementarteilerform Primfunktion ist [N. § 6, Beispiel 2). 


§ 2. 
Polynomzerlegung in endlich vielen Schritten. 


Vorgelegt sei ein Polynom f(z,...2,) in einem Kérper P; es wird 
gefragt nach der Zerlegung von f in Primfaktoren in einem Erweiterungs- 
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kérper von P, und zwar nach einer Zerlegung mit endlich vielen Schritten. 
Durch die Kroneckersche Substitution 


qin-A) 
y4= é ? ») 


in der d gréBer gewahlt werden mu8 als der Grad von f, kann dem { 
eindeutig ein Polynom mit nur einer Variablen ¢ zugeordnet werden, 
derart, daB jedem Teiler von f ein Teiler dieses Polynoms entspricht. 
Wegen der eindeutigen Zuordnung der Polynome ist deshalb mit der 
Gesamtheit der Teiler des Polynoms in ¢ auch die Gesamtheit der Teiler 
von f bekannt. Man kann sich also auf die Zerlegung von Polynomen 
einer Variablen beschranken. Es wird sich zeigen, daB die Méglichkeit der 
Zerlegung abhingt von der Beschaffenheit des Kérpers, in dem zerlegt 
werden soll, Am einfachsten ist das Problem, wenn der Erweiterungs- 
kérper aus dem Primkérper durch Adjunktion endlich vieler algebraischer 
und transzendenter Elemente hervorgeht. Hier gilt der Kroneckersche 
Satz °). 

Satz 1. Voraussetzung. K sei Primkorper, z,[k=—1...m] sei 
transzendent in bezug auf K(z, ... 2,13 2g 44 +++ 23 GG); @ [F—1...0 
sei algebraisch in bezug auf K(2,...2,3 @--- G43 G44+--@,). 

Behauptung: In P= K(z,...z,,@,...@,) laBt sich jedes Poly- 
nom f(x) mit endlich vielen Schritten in Primfaktoren zerlegen. 

Beweis durch zweimaliges Anwenden der vollstandigen Induktion. 

1. 7=0. Der Fall m=0 muB verschieden behandelt werden, je 
nachdem die Charakteristik von K den Wert 0 hat oder eine Primzahl p 
ist. Im zweiten Fall ist der Beweis sehr einfach, da dann P= K nur 
endlich viele Elemente enthalt; im ersten Fall lauft der Beweis dem 
Schlu8 von n—1 auf nm ganz parallel, so daB er mit diesem zusammen 
gebracht werden kann. 

a) Es sei also zunichst m=1=—0; P= XK sei von der Charakteri- 
stik p, habe also nur p Elemente. Ist nun f(z) vom Grader, so brauchen 


als Teiler nur Polynome vom Grade g < 5 untersucht zu werden. Da K 
nur p Elemente hat, die als Koeffizienten dieser Polynome in Frage kommen, 


so gibt es nur p\lsl*) Polynome von einem Grad g <3: Dabei bedeutet 


5) J. Kénig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GréGen. 
Leipzig 1903, Kapitel II, §§ 3 und 4. 

*) Siehe FuBnote *), Kronecker beweist den Satz allerdings nur fiir den Fall der 
Charakteristik 0, wo endlich viele algebraische Erweiterungen in eine einzige zusammen- 
gefaBt werden kinnen. Die dabei benutzten Methoden lassen sich aber sofort auf den 
allgemeineren Fall iibertragen. 
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[£] die gréBte ganze Zahl <*. Diese Polynome kénnen einzeln mit end- 
lich vielen Schriften daraufhin gepriift werden, ob sie Teiler von f sind 
oder nicht. 

b) P enthalte unendlich viele Elemente, sei also entweder der Prim- 
kérper K von der Charakteristik 0, oder P = K(z,...z,,). Es bedeute (K] 
den in K gelegenen Ring, der dem Fring aller ganzen Zahlen isomorph 
ist, falls K von der Charakteristik 0 ist; andernfalls sei [K]}=K. Es 
sei [P] = [K][z,...z,,]. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann f(z) 
als GréBe aus [P][z] angenommen werden; ferner braucht man nach 
bekannten Satzen iiber primitive Funktionen nur die Teiler von f zu 
beriicksichtigen, die ebenfalls in [P][2] liegen. 

Es sei g <5. Wir fragen nach der Existenz eines Teilers p(x) vom 
Grade g. Es seien s,. +8 irgendwelche g -+-1 verschiedene Elemente aus 
[K][z,]. Ist K von der Charakteristik 0, so enthilt K bereits unendlich 
viele Zahlen, in diesem Fall sollen die s,...s, bereits GréBen aus [K) sein. 
Dann wird: 

== +... ; 
may P (%) = Y(8) 9o(x) +--+ Y( 8) 9 (2) 
(a—8)...(2—8—,)(2— 8 4,)-.. (2 —8,) 

(84 — 8) « - » (8¢— 81-4) (81 — 81 44)-+- (e— By) * 

Ist p(x) Teiler von f(x), so mu8 ¢(s,) Teiler von f(s,;) sein. Fiir p(s;) 
kommen aber nur endlich viele Werte in Betracht, die einzeln durch- 
diskutiert werden sollen. Ist m= 0, so ist f(s;) eine ganze Zahbl, deren 
endlich viele Teiler hingeschrieben werden kénnen. Da der Satz nach la 
fiir Primkérper der Charakteristik p bereits bewiesen ist, so ist hiermit 
der Fall m=1=0 vollstindig erledigt. 

Wir kénnen also annehmen, daB die Zerlegung eines Polynoms 
in [K]}[z,...z,,,] mit endlich vielen Schritten erreicht werden kann. 
f(s,) kann nun als GréBe in [K][z,...z,,] aufgefaBt werden als Polynom 
in z,, mit Koeffizienten aus [K]({z,...z,,,], laBt sich also nach der An- 
nahme mit endlich vielen Schritten in irreduzible Faktoren zerlegen. 

2. Angenommen der Satz sei bereits fiir /—1 algebraische Erweite- 
rungen bewiesen. «, sei algebraisch in bezug auf K(z,...z,,0,...0_,). 
Durch die Substitution x= y— u-«,, wo u eine Unbestimmte bedeutet, 
die zum Kérper adjungiert wird und die nach 1. bei der Zerlegung nicht 
stért, erreicht man es, daB f(y —we,) sicher explizite von a, abhingt. 
Man multipliziere f(y—wa,) mit allen Polynomen, die hieraus hervor- 
gehen, wenn «@, iiberall in f durch seine in bezug auf K (z,...z,,@,...@,_,) 
konjugierten Elemente ersetzt wird. Das Produkt ist ein Polynom, dessen 
Koeffizienten in K(z,...2,,@,...@,.,) liegen, das sich also nach Voraus- 





9;(x) = 
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setzung in diesem Kérper mit endlich vielen Schritten in irreduzible 
Faktoren zerlegen 148t. Die gréBten gemeinsamen Teiler dieser Faktoren 
und des Polynoms f(y —wa,) sind die Teiler von f(y — u-«,). Durch die 
Substitution y = x + ua, erhalt man daraus die gesuchten Teiler von f(z), 
die sich also mit vielen Schritten berechnen lassen, q. e. d. 

Der Fall, da8 zum Primkérper unendlich viele transzendente Ele- 
mente adjungiert sind, laBt sich sofort auf den eben betrachteten Fall 
zuriickfiihren. Das vorgelegte Polynom kann niamlich von diesen unendlich 
vielen Elementen nur endlich viele enthalten, und kein Teiler kann eins 
dieser transzendenten Elemente enthalten, das das Polynom selbst nicht 
enthalt, wenn man sich zum Zerlegen wieder auf [P][2] beschrinkt. Es 
geniigt also die Zerlegung vorzunehmen in dem Kérper, der aus dem 
Primkérper entsteht durch Adjunktion der erforderlichen algebraischen 
Elemente und der endlich vielen im Polynom auftretenden transzeudenten 
Elemente. 

Anders wird es, wenn unendlich viele algebraische Elemente zum 
Primkérper adjungiert sind. Hier gilt es nicht, daB ein im Polynom f(z) 
nicht vorkommendes algebraisches Element auch in den Teilern von f nicht 
vorkommen kann. Die Methoden des Kroneckerschen Satzes versagen hier. 
Es 1a8t sich aber eine Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren sym- 
bolisch in dem zu P gehérigen algebraisch abgeschlossenen K6rper durchfiihren. 

Zunichst ist es jedenfalls méglich, das Polynom in dem durch seine 
eignen Koeffizienten bestimmten Kérper in Primfaktoren zu zerlegen, da 
unter den Koeffizienten nur endlich viele in bezug auf den Primkérper 
algebraische Elemente auftreten. Nach Steinitz kann man nun stets eine 
Nullstelle j einer solchen Primfunktion g(a), fiir die also g(j) = 0 ist, 
symbolisch einfiihren, denn der durch Adjunktion eines solchen Symbols 
zum Koeffizientenkérper entstehende Bereich ist isomorph dem Restklassen- 
kérper nach der Primfunktion, also selbst ein Kérper. Wendet man dieses 
Verfahren endlich oft an, so erhailt man eine Zerlegung des Polynoms in 
Linearfaktoren, zu der bekanntlich bereits ein endlicher Erweiterungskérper 
ausreicht. Ist dieser nicht selbst einem Unterkérper des vorgelegten Kér- 
pers, in dem zerlegt werden soll, isomorph, so gilt das jedenfalls von 
einem der endlich vielen Zwischenkérper, die den méglichen Zusammen- 
fassungen in endlich viele Faktoren entsprechen. 


§ 3. 
Rechenoperationen der Idealtheorie. 


Der Satz des § 3 soll zeigen, wie mit endlich vielen Schritten die 
einfachsten Rechenoperationen der Idealtheorie durchgefiihrt werden kénnen. 
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Es handelt sich um das Bilden vom kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen 
und gréBten gemeinsamen Teiler, von Produkt und Quotient. Die Gesamt- 
heit der Basiselemente zweier Ideale bildet eine Basis des gréBten gemein- 
samen Teilers der beiden Ideale, die sich also sofort hinschreiben laBt. 
Ebenso ist die Basis des Produktes der beiden Ideale leicht zu finden. 
Sie besteht aus den simtlichen Produkten von je einem Basiselement des 
einen Ideals mit einem des andern. Schwieriger ist die Bildung der Basis 
beim kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und Quotienten. Die Methoden 
hierzu wird der Hilbertsche Satz liefern’). 

Satz 2. Voraussetzung. Hs seien f,; Polynome in x,...x, mit 
Koeffizienten aus P, also Gréfen aus P[x,...2,]. 

Behauptung. Fiir das Gleichungssystem 


frit t---+h,%, =9 


Rete: £8. £28 Bis e 


a se. 2 . 8 oe a ie 


fir % +++ +h.#,=9 


laBt sich mit endlich vielen Schritten ein vollstdndiges Lésungssystem 
berechnen, das ebenfalls aus Gréfen aus P[zx,...x,] besteht. Ist q der 
Maximalgrad der f,;, 80 tiberschreiten die Polynome des vollstandigen 
Lésungssystems nicht den Grad m(t, q,); dabei geniigt m der Reduktions- 
formel m(t,q,0)=0, m(t,g,n)=q-t+m(t*g,q,n—1). Es wird also 


m(t,q, n) = 500-0". 


Dabei ist unter einem vollstindigen Lésungssystem ein System von 
Lésungen des Gleichungssystems zu verstehen, von dem jede andere Lésung 
linear mit Koeffizienten aus P[2,...2,] abhingt. 

Beweis durch vollstindige Induktion. 


1. n=0: die Koeffizienten f;; und die gesuchten Lésungen z, sind 
Konstante, GréBen aus dem Kérper P. Das Gleichungssystem 1aBt sich 
bekanntlich in diesem Fall mit endlich vielen Schritten auflésen, das 
Problem ist auf ein solches der Determinantentheorie zuriickgefiihrt. Da 
iiherhaupt keine Unbestimmten auftreten, ist der Grad aller Polynome 0. 

2. Angenommen der Satz sei fiir n =r —1 [r > 0] bereits bewiesen. 
Es sel n=r. 


a) Das Gleichungssystem sei transformiert. Ohne Beschrinkung der 


Allgemeinheit kann man voraussetzen, da8 zwischen den Gleichungen keine 
linearen Beziehungen mehr bestehen, es ist also sicher t¢<s. Ist t=, 


") Auf die Méglichkeit der hier aus dem Hilbertschen Satz gezogenen Folge- 
rungen weist bereits Macaulay hin. Math. Annalen 74. 
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so ist z, =...=—2z,=—0 die einzige Lésung, bildet also ein vollstindiges 
Lésungssystem, der Satz ist fiir diesen Fall also bewiesen. 


Es kann also angenommen werden ¢ > ¢; ¢ ist der Rang von 
fia-++he 











fea +++ fee | 
Man setze 


he: + fe 





fet, «++ fey 





wobei #, ...%, irgendwelche ¢ verschiedene Zahlen der Reihe 1. .. s bedeuten. 
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB 


fiasssfe 
fer-+ + fee! 


wird, und daB D vom héchsten Grad »< q:t< m(t,g,r) wird, der 
unter den D,,..;, tiberhaupt auftritt. Da das Gleichungssystem transfor- 
miert angenommen ist, kann D als regulir in z, angenommen werden, 
d. h. der Koeffizient von 2z{' verschwindet in D nicht. Dann hat das ge- 
gebene Gleichungssystem die Lésungen: 


D=D,.4= + 0 








2 = Dessss..t woe Me = Dy. taas 0433 or =D; Mig=...=2,=0, 


2 = Daza.ts «20% = Dy teases Me SH +e HH = 0; =D, 


die die ausgezeichneten Lésungen des Gleichungssystems heiBen mégen. 
Die Polynome dieser Lésungen iiberschreiten den Grad yu nicht. Wegen 
der Regularitét von D in z, la8t sich mit Hilfe dieser Lésungen aus 
jeder Lésung eine andere (,...¢, ableiten, fiir die gilt: 

(r4ah <(D), =4;---(0),<e 
und es gelten die Gleichungen: 


Lh=fiit---+h0,=9, 


L=fiie,t---+h,o,=0. 


Bedeutet nun F;, die zu f,, gehdrende ¢t — 1-reihige Unterdeterminante 
von D, so wird 


., ¢ «+ ©» ¢ © Bw C OF © Beer Se Ss ££ © ao eS. Oe. 2. wee oe ee 
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Wegen 
[Diy ...d]a < B, 
[era], <e fiir A=1...8—4, 
[D),=# 
folgt daraus 
(¢),<s fir ¢=1...1, 
also gilt allgemein 
, (t),<s fir ¢=1...8. 
Es wird also 


Cy = ef) of? +... + af, 


t, = &% zg! amd +...+ em. 
Dabei sind die &{} gemaB der Bezeichnung § 1, 6 GréBen aus P[z,...2,] 
Man setze diese Ausdriicke in die Gleichungen |, =...=1,= 0 und ordne 
nach Potenzen von z,. Die Koeffizienten dieser Potenzen, die nur noch 
von 2,...%, abhangen, miissen dann einzeln verschwinden. Man erhilt 
also Gleichungen der Form 


Prigia +--+ +Piedsn = 0, 


oe +... gi eM 0. 

Dabei ist [y,;] Sq und u-s =o >t = wt <q-t*. Da fiir dieses Gleichungs- 
system n=r—1 ist, so 14Bt sich nach Voraussetzung mit endlich vielen 
Schritten ein vollstindiges Lésungssystem berechnen, dessen Elemente den 
Grad m(qt*,g,r—1) nicht iiberschreiten. 


g).. £9 sei eine Lésung dieses Gleichungssystems, dann ist 


f= Eat +... tah, 

= EP aft +... + ae 
Lésung des urspriinglichen Gleichungssystems, und umgekehrt laBt sich 
jede Lésung des vorgelegten Gleichungssystems modulo den ausgezeichneten 
Lésungen auf diese Form bringen. Zusammen mit den ausgezeichneten 
Lésungen bilden also die aus dem vollstaindigen Lésungssystem des von z, 
unabhangigen Gleichungssystems durch die angegebene Zusammensetzung 
mit Potenzen von z, gebildeten Lésungen ein vollstandiges Lésungssystem 
des vorgelegten Gleichungssystems, das sich somit mit endlich vielen 
Schritten berechnen laBt. Diese Lésungen iiberschreiten den Grad 

u+m(qt*,g,r—1)Sq-t+m(qgt?; g,r—1) = m(t, gq, 1r) nicht. 

b) Das Gleichungssystem sei nicht transformiert. Man transformiere 
es durch z= U(z’) und berechne nach a) das vollstaindige Lésungssystem 
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des transformierten Systems. Da nach Riicktransformation 2’ = U~* (zx) 
die Koeffizienten des Gleichungssystems wieder von den Unbestimmteu u,, 
unabhingig sind, so bilden die bei gleichen Potenzprodukten der u,, in 
den zuriicktransformierten Lésungen stehenden Faktoren ein vollstandiges 
Lésungssystem der vorgelegten Gleichungen, das sich also auch in diesem 
Fall mit endlich vielen Schritten berechnen 1é8t. Da beim Transformieren 
die Gradzahlen der Polynome nicht wachsen, so gilt auch hier die Grad- 
beschrinkung. q. e. d. 

Zusatz zu Satz2. Sind im Falle t=1 die Koeffizienten f, der 
vorgelegten Gleichung homogen in x,...% [(0<o<n), 80 kénnen die 
im vollstandigen Lésungssystem auftretenden Polynome als homogen in 
%1...% angenommen werden, die Gradbeschrinkung von Satz 2 bleibi 
bestehen. 

Beweis. z,...z, sei irgendeine Lésung der Gleichung, es wird also 


; f,%, +--- +f,2,=0. 
Es sei 


2,1 +--+ t+ 253, = 2, 
die Aufspaltung dieser Polynome in Summanden, die in bezug auf z,... 2, 
homogen sind, derart, daB je zwei dieser Summanden in z,...2, ver- 
schiedenen Grad haben. Dann ist f;-z,, homogen in bezug auf 2,...2,, 
f,- (Zen, + 22,) [ks + he] aber nicht. Spaltet man also die Gleichung 


f,2%, +... +f,2,=0 
in Bestandteile auf, die in z,...2, homogen, aber untereinander von ver- 


schiedenem Grad sind, so daB sie einzeln verschwinden miissen, so erhilt 
man Gleichungen der Form 


fatin, +--+ hater = 0. 


— gibt es so viele solche Gleichungen, da8 jeder der Summanden 
= 1...j, 
i F =1...8 

Die Systeme 2;,,...2,2, sind also Lésungen der Gleichung. Von ihnen 
hangt die Lésung z,...z, linear ab; sie ergibt sich durch Summation 
iiber diese Lésungen. Durch entsprechende Aufspaltung der in einem voll- 
stindigen Lésungssystem auftretenden Lésungen, die sich nach dem an- 
gegebenen Verfahren mit endlich vielen Schritten durchfiihren laBt, erhalt 
man ein vollstandiges Lésungssystem der Gleichung, das aus in 2... 2, 
homogenen Polynomen besteht und denselben Maximalgrad hat, wie das 


urspriingliche Lésungssystem, gq. e. d. 


| genau in einer Gleichung auftritt. 
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Anwendung von Satz 2. 


1. Berechnung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen [a,b] zweier 
Ideale a = (f,...f,) und b=(g,...g,) mit endlich vielen Schritten, 


Es ist 
c = 0([a, 6]) 


dann und nur dem, wenn 
c=0(a) und c=0(6) 
gilt, d.h. wenn 
c= d,f,+...+4,f,=e¢9,+---+4,9, 
ist. Es wird also in diesem Fall 
d,f,t+...+4,f,—¢,9, —.--—¢,9,=90. 


Nach Satz 2 1aB8t sich ein vollstandiges Lésungssystem dieser Gleichung 
berechnen. 
G5 0 0 bg Oygs 2G 


0 er a ees 


sei ein solches. Dann ist 


Cy =A hte +h = GiGi tees + ed 


Cy = yy fy tees + Nae hee = Curr t+ + eed, 
eine Basis von [a,b]. Es wird also: [a,b] =(c,...¢,). 
2. Berechnung des Quotienten a:b. 
Bekanntlich ist: a:6 = [a:(g,)...a:(g,)]. 


Nun ist 
c = 0(a:(g;)) 


dann und nur dann, wenn 
e-g,=d, f+... +4,f, 
c-9,;—d,f,—...—d,f, =0 


wird, wenn also 


ist. 
Nach Satz 2 laBt sich ein vollstindiges Lésungssystem dieser Gieichung 
berechnen. ¢;;...¢Cjm, seien die darin zu g; gehérenden Faktoren. Dann ist 
@: (94) = (C5) --- Cis) 


Die Basis von a:b =[a:(g,)...a:(g,)] laBt sich nach 1 ebenfalls mit 
endlich vielen Schritten berechnen. 
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§ 4. 
Gradbeschrinkung bei formalen Teilbarkeitssitzen. 

Satz 3 liefert nun ein Kriterium, mit Hilfe dessen man mit endlich 
vielen Schritten feststellen kann, ob zwei Ideale durcheinander teilbar sind 
oder nicht **). 

Satz 3. Voraussetzung. Mt—(l,...1,) sei ein Modul aus Linear- 
formen in z, ...z,, deren Koeffizienten Polynome f,; (x, ...,) aus P[z, ...2,] 
sind, die von z,...2, unabhdngig sind. Es sei |f,;) Sq und 


haf, + >-- +he% 
Es sei 1=0(M), also 
l=a,l,+...+4,],. 
Behauptung. Diese Darstellung kann so gewdahlt werden, dap 


[a,] S[2) + 2m(t; 9; n). 
Dabe* ist m(t,q,n) genau wie in Satz 2 definiert. 
Beweis durch vollstandige Induktion. 


1. n=O. In diesem Fall ist der Satz evident, da alle vorkommenden 
Polynome in den x vom Grade 0 sind. Es ist also sicher [a,] = [7] +-0=0. 


2. Angenommen der Satz sei fiir n—r-—1 bereits bewiesen. Es 
sel n=r; p sei der Rang von 














fiae++fis 
| BES 4 g 
Sicher ist p<t. Wie in Satz 2 setze man 
be-<s fat 
es Ni 
und nehme an 
fii -+-fay 
- « - -[eD»=D+0. 
for-++fy» 








**) Ein solches Kriterium bringt bereits Kénig durch die Auflésung der inhomo- 
genen Gleichung f, z,+ ...+/,2,=f unter Benutzung der Auflésbarkeit der homo- 
genen Gleichung, wobei der Induktionssohlu8 gema8 der Anmerkung 4 modifiziert 
werden mu8. Die in Satz 8 berechneten fiir das Weitere wichtigen Gradbeschrin - 
kungen bringt Kénig nicht. 
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a) Angenommen Jt sei transformiert, dann kann D als regular in 2, 
angenommen werden. Dann ist 
[(D),=[P)sq@+t. 
Bedeutet F,; die zu f,; gehdrende p —1-reihige Unterdeterminante 
von D, so enthalt I die Formen 


m, = F,,1,+...4+F,,1,=0(M), 


* £ TF [ON 6. 22 2 6 42 82 -S e. S @ 


m,= F,,1, +...+F,,1,=0(M) 


und zwar ist 
m, = D2 + Do+13...p2%p4i +--+ + Dae. “is 


My = D 2+ Dy... 9-1,941 241 +--+» + Di. -p—1,0 2+ 
Es wird [ F;,) <(t—1)-q; [4] Sq also [m,] <q-t, und zwar gilt das fiir 
jeden Term der Darstellung durch die J. 
Es sei nun g(z)=g,z,+...+ 9,2, eine Linearform in den z mit 
Koeffizienten aus P[z,...z,]. Wegen der Regularitét von D in 2, gibt 
es Polynome G; und j,;, so daB 


= G,+ Dj, 
wird fir i=1...p. Dabei wird 
[4], < [D] 
und es la8t sich zeigen, daB 
(4) Sa) S[9) 
wird, 


Zum Beweis nehme man an [j;] > [gi]. Es sei jg = jg1 + ..- + jem, 
die Aufspaltung von j; in homogene Summanden verschiedenen Grades 
und zwar sei [j;,]=[j;]. Es sei j{7(as...2,)=0 der Koeffizient der 
héchsten in j;; auftretenden Potenz von 2,. Es wird also j;; = i art... 
und [ji] =[j,] —*. Wegen der Regularitét von D in z, ist 


D=bal"+.... 
Dabei ist b+ 0 eine GréBe aus P. Es wird also 
= f™. of tt 4 Dd 
Dabei ist 
ki 


Glieder niedrigeren Grades. Also ist {+0 und [/”]—=[j,]—x. Ds 
[@,], <[D] ist, so ist ¢” in g, der Koeffizient von zj*’, und es ist 
[oe] = [ai *'”’-*] = [D} + [ie] > [D] + [91] S [91], die Voraussetzung 
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[7,)}>[g,] hat also zu einem Widerspruch gefiihrt. Es ist also, wie 
behauptet wurde, [j;] <[g,). 
Man kann setzen 
9(2)= (2) +. mi. 
Dabei ist 
G(z)=G,2,+...+G4,2,+ G,4:2% 41 +---+4,2,, 


und es. wird 
Pp 
[2'mii) S(9)+¢:tS[g)+m(t,9,r), 


und zwar gilt das fiir jeden Term der Darstellung durch die 1. Ist 
g(z) = 0(M), so ist wegen m, = 0 (Mt) auch G(z) = 0(M) und es braucht 
nach dem Vorigen der Satz nur noch fiir @(z) bewiesen zu werden. 

Aus 


folgt 


es wird also 


G(z) = 0(M) 
G(z)=a,l,+...+a,l, 


G; = a, fy +--+. +O fy: 
Da p der Rang von 9 ist, so ist 1,,, [(0<A<t— p] linear abhingig 
von J,...1,, falls 5 als Multiplikator zugelassen wird; also ist 


D-b41=0(h...b)- 


Wegen der Regularitét von D in bezug auf z, kénnen deshalb die a so 
gewahlt werden, daB 


[@p4i], <[D] wird fir 0<A<t—p. 


Nun ist 
P t p 
A GPx Day + & OX far Fae 
Dabei ist ‘ 
[ > far Par] St, 
{a,j,S([D), fir t—p+1...t, 
(G,],S[D), fir t—1...p, 
| [Fi,) Sa(t—1), 
also wird 
[a,],Sq-t, fir k—1...#, 
d. h. 


(a,], S2m(t; g; 1). 
Fiir r = 1 ist der Satz damit bewiesen. Es sei r>1; dann ist 


G(z)=0(%), 


wobei 


B= (hi ah...2fthsh;...2fh) 
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ein Modul aus Linearformen in 2; 2;2,...2f'z,...2f'z, ist mit Koeffi- 
zienten aus P[x,...2,]. Die Anzahl 7 der Basiselemente von ® ist q-t*. 
Da die Koeffizienten von 8 nur von r —1 Variablen abhingen, so gibt 
es nach Voraussetzung eine Darstellung 


G(z) =a" h+...+ap 2f'h, 


wobei 
(af?) < [@] + 2m(qt?; 9; r —1) 
gilt. Wegen 
P 
g=G +2 mi; 

und 
. [Sm,j;) S (9) +4-t 
ist nun 

(4) S[9)+49°#. 
Es wird also 


[ay] < [9] +9-¢-+ 2m(q-t*; 937 —1). 
Ordnet man die Darstellung von @(z) nach den / 
G(z)=a,l,+...+4,l,, 
so wird 
[a;) < max [ay”)] +9-t, 
d. h. es wird 
[a,) < (9) + 2q-t + 2m(q-t?; g; r —1) = [g] +2 m(t; 9; 1). 


b) Mt sei nicht transformiert. Der Satz gilt fiir den entsprechenden 
transformierten Modul. Da sich beim Riickgingigmachen der Transfor- 
mation die Gradzahlen nicht erhéhen, gilt der Satz auch im nichttrans- 
formierten Modul, q. e. d. 


Anwendung von Satz 3. 


Kriterium fiir die Teilbarkeit zweier Ideale durcheinander. 

Setzt man s=1 und laBt das in allen Elementen von Jt als Faktor 
auftretende z, weg, so geht Pt iiber in ein Ideal m = (/,...f,) aus Poly- 
nomen in z,...2,, und der Satz besagt: Ist g=0(m), so gibt es eine 
Darstellung 

9=9f, +--- +H» 


(9) S[g] + 2m(t, g, n) 


ist. Setzt man also fiir die g, Polynome vom Grad [g]-+ m(t,q,m) an, 
deren Koeffizienten Unbestimmte sind, so miissen die Gleichungen, die 


wobei 


t 
aus der Gleichung g = S/f,g, durch Koeffizientenvergleichung entstehen, 
i=) 


Mathematische Aanalen. 96. 49 
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auflésbar sein. Sind sie umgekehrt auflésbar, so ist g=0(m). Das frag- 
liche Gleichungssystem, auf dessen Auflésbarkeit es also ankommt, ist 
nun linear in den Unbekannten. Nach den Methoden der Determinanten- 
theorie li8t sich seine Auflésbarkeit also mit endlich vielen Schritten 
entscheiden. Fiir jedes einzelne Polynom aus P[z,...2,] kann man also 
mit endlich vielen Schritten entscheiden, ob es durch m teilbar ist oder 
nicht. Da nun fiir die Teilbarkeit eines Ideals durch ein anderes notwendig 
und hinreichend ist, daB die Basiselemente des ersten durch das zweite 
teilbar sind, so ist hiermit bereits ein Kriterium fiir die Teilbarkeit eines 
Ideals durch ein anderes geliefert. 

Spiter wird es wichtig werden, da8 man ein Gradiiberschreiten ginz- 
lich ausschlieBen kann. Satz 4 wird zeigen, daB es in der Tat eine Ideal- 
basis gibt, fiir die das méglich ist. 

Satz 4. Zu jedem Ideal m=(f,...f,) gibt es eine ausgezeichnete 
Idealbasis f.1---fo:, [@=1...n] derart, daB es zu jedem g =0(m) eine 
Darstellung 


to 
9= 29 foi 
gibt, wobei 
(9ilo = [Ge — [foile 
wird fiir g;+0. Diese Basis laBt sich mit endlich vielen Schritten 
berechnen, es wird [f,;] < m(1; q; n) = Sq". 
Beweis: Man setze her 
Fe (zots...ity)— are (7. .20; agar. te), 
so daB f, in x...2, homogen wird. Es sei g = 0(m), 
9 (92...) —= afte g (=... 22; ag41...t). 
Nach Satz 3 gibt es eine Darstellung 
9=¢,f,+.--+¢,f, 


[¢,]} S[g] + 2m(t, g, n) 


so daB 
ist. Folglich wird 
t = 
I= > xt; f;. 


Dabei sind die @; analog den /, und g, gebildet, die k, kénnen so gewahlt 
werden, da8 fiir mindestens ein ¢ der Exponent k, = 0 wird, und es wird 


kiq+2m(t,q,n). 
Also gilt we 


2m+¢q — 


ay™**g=0(f,...f,) in Plxoz,...2,]. 
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Gilt umgekehrt diese Kongruenz, so erhaélt man, wenn man 2, = 1 setzt, 
=0(m). 
Man bilde also nach den in Satz 2 angegebenen Methoden ein voll- 
stindiges Lésungssystem der Gleichung: 
a" **2 —2,7,—...—@f,=0, 
das nach dem Zusatz zu Satz 2 als homogen in 22,...2%, angenommen 
werden kann. In ihm sei X= for...2= fos, Es ist also 
n—1 
(fos) Sm(l1,q, n) = 50". 
Es sei i 
g=0(m), 
so folgt 
fe 
I= Zhe» 


dabei kénnen die g, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als homogen 
in 2,...%, angenommen werden. Da in dieser Gleichung alle Glieder 
homogen in z2,...2, sind, so kénnen die 9; so gewahlt werden, daB 


: . [Fele mai (Te ea [fotle 
wird, falls g; + 0 ist. 


Setzt man nun 2 —1, und geht dabei f,; aus f,; hervor, so wird 


m= (fer-+* fot.) 


es ist 
n-1 
[fos] Pr q**, 
und aus 
g = 0(m) 
folgt 
fo 
g —2 % fois 
wobei 


(9) =[9]e — [fotle 
wird fiir g,+0, q.e.d. 


§ 5. 
Der Hentzeltsche Nullstellensatz. 


Der Hentzeltsche Nullstellensatz bringt im Gegensatz zu dem rein for- 
malen Teilbarkeitskriterium von Satz 3 ein Kriterium, das angibt, wie 
stark ein Polynom in den Nullstellen eines Ideals verschwinden mu8, um 
durch das Ideal teilbar zu sein. Zum Beweis dieses Satzes sind drei Hilfs- 
sitze ndtig. 

49* 
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In den Hilfssitzen mu8 vorausgesetzt werden, da8 der den auftreten- 
den Idealen und Moduln zugrunde gelegte Kérper P [§1, 1] unendlich 
viele Elemente besitzt. Diese Bedingung ist sicher erfillt, wenn man P 
durch P(s), wo s transzendent in bezug auf P ist, ersetzt. In den Hilfs- 
siitzen soll deshalb P unendlich viele Elemente enthalten. Es wird sich 
zeigen, daB die Adjunktion von s fiir den Hentzeltschen Nullstellensatz 
keine Einschrankung bedeutet. 

Hilfssatz 1. Voraussetzung. Zs sei M=—(l,...1,) ein Modul 
aus Linearformen 
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= f%,+ hie + fi.%, 


= f,,2,+ 5 faite + his, 
[fis] Sq: e8 sei p der Rang von M. 

Behauptung. Nach einer linearen homogenen Transformation 
x=U'(x') der x,...2, mit Transformationskoeffizienten aus P, die 
eine nicht verschwindende Determinante besitzen, gilt: Besteht ©, aus der 
Gesamtheit der Linearformen g, fiir die es ein nur von x, abhdngendes 
Polynom k(x.) + 0 gibt, so daB k(2z,)-g =0(M), so gibt es ein nur von 
x, abhdngendes Polynom K(x,) +0, so dag 

1. K(2z,)G, = 0(M), 
2. [K(z,)] < M(t, 9, 2) 
wird. Dabei ist 
M(t,q,1)=4q°t, 
M(t, q,n) = M(q-t*,q,n—1). 
Es ist also 
(a—) 
M(t, g, n) =(q-t)* ,, 
Beweis durch vollstandige Induktion. 
l.n=1. @G,=—G ist der Gruadmodul von M.*) Es sei 








Da| fhe | 4 9, 
— 
Nach H.N. Satz 3 ist a 
D-@ =0(M) 


und es ist 


(D), S(D) Sq-t= Mit, q> 1). 


2. Angenommen der Satz sei bereits fiir n = r—1 bewiesen. Es sei 
n=r>1. Da P unendlich viele Elemente enthalt, kann man durch eine 
Transformation, die den in der Behauptung genannten Bedingungen geniigt, 


*) Die Definition des Grundmoduls ist gegeben N. § 1, 5. 
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stets erreichen, da8 D regular in x; wird. Zur Vereinfachung der Schreib- 
weise sollen im folgenden die Akzente an den x wieder weggelassen werden. 


ban a k(2,)-9 = 0(M). 
Wie in Satz 3 werde gesetzt 
9=9,2%,+.---+9,2, 
9, = G,+ Dj,, 
(4), S(D) s¢t, 
li) Slo) Sg) 


und 


so daB 


ist. Dann wird 
Pp 
g9= G+ Sm,j,; 
t=1 
dabei haben die m, dieselbe Bedeutung wie in Satz 3. Wegen m,=0(M) wird 
k(z,)G=0(M). 
[k(z,)G4GJ,Sq-t fir t=—1...p. 
k(z,)G=a,l,+...+4,],. 
Dann kann man genau wie in Satz 3 zeigen 
{aj)Sq:¢ fir ¢=—1...¢. 
k(2,)@ =0(8), 
wo % wieder den Linearformenmodul (1,...1,... afk), dessen Koeffi- 
zienten Polynome in z,...2z, sind, bedeutet. Nach Voraussetzung gibt 
es also nach einer Transformation von z,...z,, die mit der ersten zu- 


sammengesetzt werden kann, ein von der Wahl von g unabhingiges 
Polynom K(z,), so daB 


K(2,)@=0(8) 

(K(z,)] < M(q-t", q,r—1) 
wird. Es folgt ferner 

K(2z,)4@=0(M), 


Dabei ist 
Es sei 


Es wird also 


und 


also auch 

K(z,)g = 0(M), 
also auch 

K(z,)G, = 0(M) 
und es ist 


[K(x,)] < M(q-t*,q,r—1)= M(t, q, 1) 
q. e. d. 
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Zusatz 1 zu Hilfssatz 1. Jst M transformiert, so gilt die Be- 
hauptung, ohne da die spezielle Transformation durchgefiihrt ist. 
Beweis. sei durch y=U(z) aus M entstanden. Durch x=U'(z’) 
geht WM iiber in Mt’. Mt’ ist also aus Pt entstanden durch die zusammen- 
gesetazte Transformation y= UU'(x’)= V(x’). Zwischen den Transfor- 
mationsmatrizes bestehen also die Gleichungen 


V=U:-U’", U=Vou'", 


denn da U’ eine nicht verschwindende Determinante hat, ist die Trans- 
formation eindeutig umkehrbar. Nach diesen Gleichungen kénnen die 
Elemente von V und die von U gegenseitig durcheinander linear mit Ko- 
effizienten aus P ausgedriickt werden. Mit den Elementen von U sind 
also auch die von V Unbestimmte, und die Kérper P(w) und P(v) 
stimmen iiberein. Qt’ ist also ebenfalls der zu IQ gehdrige transformierte 
Modul, QM’ ist also mit Yt isomorph und unterscheidet sich von ihm nur 
durch die Bezeichnungsweise. Ersetzt man in 9’ die x’ durch die x und 
V durch U, so geht M’ in Mt iiber. Da der Satz fiir Mt’ bewiesen ist, 
gilt er also auch fiir M, q.e. d. 


Zusatz 2 gu Hilfssatz 1. Im Spezialfall s=1 lefert der Satz 
fiir transformierte Ideale eine obere Schranke fiir den Grad des Elementar- 
teilers n-ter Stufe. 


Beweis. In diesem Fall geht naimlich Yt iiber in ein Ideal m, da 
der in jedem Element auftretende Faktor z, als unwesentlich gestrichen 
werden kann. Y und somit auch m sei transformiert. Dann geht ©, 
iiber in das n —1-te Grundideal g,_, vonm. Ist nun #(z,) Elementar- 
teiler n-ter Stufe von m, so ist H(x,) der gréBte gemeinsame Teiler 
aller K(zx,), fiir die gilt 

K(x,) Gn—a = 0(m). *) 
Nach Hilfssatz 1 und dem ersten Zusatz ist also 


[E(x,)] S M(t, q, ). 

Hilfssatz 2. Voraussetzung. Hs seien &,,,...§&, irgendwelche 
in einem Erweiterungskérper von P gelegene Gréfen, sie médgen dem 
Kérper P adjungiert werden. Es seien definiert die Ideale 

m=(f,..-f,), @e([f,] fir ¢=—1...4, 
D = (p41 — Sets) C4, ..-5 (tn — Fn)™)s 
a =(m, dD). 





*%) Siehe N. § 1, 5. 
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Behauptung. Nach einer linearen homogenen Transformation 
a =U'(x’) der Form 


Y= Uy T+... + UX, 


rt, = 2 
mit Koeffizienten aus P, die eine nicht verschwindende Determinante be- 
sitzen, gilt: Bedeute g, die Gesamtheit der Polynome g, fiir die es ein 
nur von 2x, abhdngendes Polynom k(x,) gibt, so dap k(xj)-g=0(a), 
k+0, so gibt es ein nur von x, abhdngendes Polynom K(x;), so dap 
1. K(2j)-g,=0(a), 
n 
2. (K(z2)] S(t a0, If 4) 
wird. Dabei ist 


N(t,q, e, If «) = M(t- IT q,e)= ot Te”. 


Beweis. Es seien X, [u=1...8, S=TIle,| die Potenzprodukte 
Von (2% +1 — 9+1))+++s(%— na), bei denen der Exponent von (2; — é,) 
kleiner als e; ist. Man setze 


8 
fe XxX, = 2 Xs ares (2, 2% Le) (d) 


; sol ...t, pwml...8, tj, .=l...tJ8. 
Ist ¢ eine der Zahlen 1...¢-S, so sei 


k=Xifict-.. +Xsfss- 

Dann ist Pt = (1, ... 1,.3) der Linearformenmodul, in den m modulo b iiber- 
geht. %% werde so transformiert, wie es in Hilfssatz 1 angegeben ist. 
Der Akzent an den x werde wieder weggelassen. Da die Koeffizienten in 
M nur Polynome in 2, ... x, sind, bezieht sich die Transformation zu- 
nichst nur auf z,...%,. Sie kann durch die identische Transformation 
der 2)4,-..2%, zu 2=U'(x') erweitert werden. Nach Hilfssatz 1 gibt 
es dann ein nur von x, abhingendes Polynom K(z,), so dab 


K (x_)-G, = 0(M) 


[K(x,_)} S M(t-S,q,e)=N(t,g,e, 8) 


wird. FaSt man die Elemente von @, und Qt wieder auf als Polynome 
in 2,...2,, 80 gilt 


und 
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(G,, d) —_ (Ge. dD), 
(M,d) = (m, d) =a. 


K(X») (go, }) = 0(a). 


K (%_) Je = 0(a) 


Es wird also 
Also gilt erst recht 


q- e. d. 


Zusatz zu Hilfssatz 2. Ist m transformiert, so gilt die Behaup- 
tung, ohne daB die spezielle Transformation durchgefiihrt ist. 

Beweis. m sei durch die Transformation y= U(2z) aus m entstanden. 
Durch z = U'(x’) gehe m’, a’, d’ aus m, a, d hervor, a’=(m’,d’). Da 
nun in den Basiselementen von } nur 2,;,...2%, vorkommen, die nur 
identisch transformiert werden, so sind > und b’ isomorph. Wegen der 
Transformiertheit von m folgt, wie im Zusatz zu Hilfssatz 1 bewiesen 
wurde, dasselbe fiir m und m’. Da ferner die Isomorphie beide Mal durch 
Vertauschen der z mit den x’ und der Elemente von U mit denen von 
U-U" besteht, so sind auch a und a’ isomorph. Da der Satz fiir a’ bereits 
bewiesen ist, gilt er also auch fiir a, q. e. d. 


Hilfssatz 3. Voraussetzung. Zs sei 
m = (f,(a,....%,Y) +f, (@, --. 2 Y)) 


ein Ideal in P(y)[z,...2,], dabei sei y transzendent in bezug auf 
P(a,...2,]. me=(f,(a,...2%,§)...f,(@,...2,&)) set das Ideal in 
P[a,...2,], das aus m durch Vertauschen von y mit einem Element & 
aus P hervorgeht. Es sei k(z,...2,y)3=0(m). Ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit kénnen die Polynome f, [¢ =1...¢] und & als ganz in y 
angenommen werden, so da8 fiir jedes ¢ aus P die Polynome /,(z, ...2, &) 
und k(a,...2,&) definiert sind. 

Behauptung. Zs gibt ein & in P, so daf 
) k(a, ... 2, 8)=20(m,) 
rst. 

Beweis. 1. Zusammenhang zwischen Teilbarkeits- und Rangfragen. 

Es sei 

g(x, ...%, y) =0(m). 

Nach Satz 3 gibt es eine Darstellung 


g(z,.--%,y) 
= 9, (2, --. 2 Y) fy (2 --- 2 Y) + oe £O( 2, «++ Bey) fy (2, - ++ By), 
so daB [y,)<[g]+2m(t,g,n) ist. Dabei ist wieder g der Maximal- 
grad der f,(z,...2,y) in 2, ...2% 





— 


Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale. 761 


z, [o =1...8] seien die verschiedenen Potenzprodukte von z, ... z,, 
fiir die [z,] <[g] +q+2m/(t,¢,n) ist. ¢,[@ =1... 1] seien die verschie- 
denen Potenzprodukte von z, ...2,, fiir die [¢,] S[g] + 2m/(t#, g, n) ist. 


Wegen der Gradbeschrinkung der einzelnen Terme in der Darstellung 
von g kann man diese Darstellung auf die Form bringen: 


G (2, .+- 2,9) =F, (y) Fi (a --- 4) + ++ + Pee (¥) Fer (ts +++ 29): 


Dabei ist G(z,...z,y)=g(z,...2,y); die F,(z,...2,y) haben die Ge- 
stalt ¢,-f,(z,...2,y) und es sind die F, und @ linear in z,...z,. Da 
nun @ linear von den F; abhingt, so haben die Matrizes 


91(Y) fas (Y) «++ fee (¥) | fis (y) «++ fee (Y) 
Wk a 4s eters «8 und Be|i- .. + 2 2 2 


9.(Y) fur (¥) -++ faer (Y) | fas (¥) +++ eee (Y) 


denselben Rang. Dabei bedeuten g, und /,; die Koeffizienten von 2, in 
G baw. F;. 

Haben andererseits diese beiden Matrizes denselben Rang, so ist G 
linear abhingig von den F,; ersetzt man in G und F, wieder die z, durch 
die Potenzprodukte von z,...2,, 80 ergibt sich daraus g=0(m). Die 
beiden Matrizes haben .also dann und nur dann denselben Rang, wenn g 
durch m teilbar ist. Dieselben Uberlegungen gelten, wenn fiir y ein Ele- 
ment ¢ aus P gesetzt wird. An Stelle der y;(z,...z,y) treten dann 
Polynome ¢;,(z,...2,), die in 2,...2, denselben Gradbeschrinkungen 
geniigen. Es gilt also auch hier: g(z,...2,&) ist dann und nur dann 
durch m; teilbar, wenn die beiden Matrizes, die aus A und B durch die 
Substitution y = é hervorgehen, denselben Rang haben. 

2. Wegen k(a,... 2, y)3=0(m) haben die Matrizes A’ und B’, die 
analog den Matrizes A und B aus k(z, ...2,y) gebildet sind, verschie- 
denen Rang. In A’ gibt es also eine nicht verschwindende Determinante, 
deren Rang um 1 hoher ist als der von B’. Da nun P unendlich viele 
Elemente enthalt, so kann y in P so zu é spezialisiert werden, da diese 
Determinante von 0 verschieden bleibt. Ersetzt man y in A’ und B’ 
durch dies £, so behalten sie also verschiedenen Rang. Es wird also 


k(x, ...%,&)==0 (me) 























q. e. d. 


Mit den Hilfssitzen 2 und 3 14Bt sich jetzt der Hentzeltsche Null- 
stellensatz beweisen. 

Definition 1. Unter einem vollstdndigen Nullstellensystem eines 
Ideals m ist ein System von je einer Nullstelle von jedem zu m gehérigen 
Primideal zu verstehen, je vom Transzendenzgrad dieses Primideals. 
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Definition 2. Essei &{...¢ [¢=1...m] ein vollstandiges Null- 
stellensytem von m, dann heiBt 0; = (2x, — &°,..., a, — &) ein zu m ge- 
hériges Nullstellenideal. 


Aus der Definition folgt: 0, ist Primideal in 
R= Re... EH) = P(E... EM) [a ... we]. 
Satz 5 [der MHentzeltsche Nullstellensatz]. Voraussetzung. 
é... & [¢=1...m] sei ein volletandiges Nullstellensystem des Ideals 


m=(f,.-.f,). 0, [¢=1...m] seien die zugehdrigen Nullstellenideale. 
q sei der Maximalgrad der f,...f,. Hs se 


| 
24-1. (2m-#+1) 


a(t,e.)—04 0 Leo oF ~ 129 Pee. 
Behauptung. Aus 


g=O0(m,o7) im Re—R(E... 84) fiir f=1...m 


folgt stets 
g = 0(m). 


Hentzelt spricht den Satz nur fiir algebraische Nullstellen aus in der 
folgenden zweiten Fassung: 


Satz 5a. Voraussetzung. §,...&, sei ein beliebiges Wertsystem 
aus dem zu P gehorenden algebraisch abgeschlossenen Kérper. Es sei 


a=(z, —é,,..., 2, — &,). 


Behauptung. Aus 


g = 0(m, a*) 
fiir jedes solche Wertsystem folgt stets 
g = 0(m). 


Ist &,...&, nicht algebraische Nullstelle von m, so ist (m, a”) =o, 
also sicher g=0(m,a*). Statt der Bedingung ,,fiir jedes beliebige 
Wertsystem“ kann man also auch setzen ,,fiir jede algebraische Nullstelle 
von m. 

Beweis. Der Satz soll fiir beide Fassungen bewiesen werden. Zum 
Beweis sind zunachst einige Vorbemerkungen ndtig. 


1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, 
daB der zugrunde gelegte Kérper P unendlich viele Elemente enthilt. 
Der Satz sei namlich in diesem Fall bewiesen. m sei definiert in 
R=—P[x,...2,] —P(u,,...u,,) [z,-..2,], wo P nur endlich viele 
Elemente enthilt. Es sei P’—P(s),- wo s transzendent in bezug auf P 
sei. m’ sei definiert in R’=P’[a2,...2,]—=P’(u,,...u,,) (a, .-. 2] 
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und habe dieselbe Basis wie m. Die Nullstellen von m und m’ stimmen 
dann miteinander iiberein. Ein Polynom g in ®, das die Voraussetzung 
der Satze 5 und 5a fiir m erfiillt, erfiillt sie also auch fiir m’. Nach 
Voraussetzung ist also 
g = 0(m’). 
Es gibt also ein Polynom k&(s) in P(s), als dessen niedrigster Koef- 
fizient die Einheit Z aus P angenommen werden kann, so daB 
k(8)-9=9,f, +---+o%h 
wird, wobei die g, ganz in s sind. Durch Vergleich der Koeffizienten der 
niedrigsten in k auftretenden Potenz von s erhilt man daraus 
9=Gifit---+9h 
mit gj =0(R), D.h. aber g=0(m). 
2. Es ist stets 
x(t, q,n)=x(t,g,n—1). 
Ist niémlich ¢ = g=—1, so wird 


v(1,1,2)=v(1,1,n—1)=0, 
also 


*(1,1,n)=x(1,1,n—1)=1. 


Es sei g-t>2. Spaltet man von v(t,q,m) den letzten Faktor ab, so 
erhalt man die Gleichung 


la 2-177 (20-£4 1) 


v(t, q, n) =I lca) ri ~ 1) ("= 1) 


=9,(t,.9,)-[(q-t)"" — 1] 2% (t,.4,m) 
wegen g-t>2. Wegen 


nok a-A—1 
Mer" +1)= TT (2"** +1) 
gilt ferner 
v, (t,9,n) >v(t,g,n—1) 
und somit 
v(t,q,n)>v(t,g,n—1), 
also auch 


x(t, g,n)>x(t,q,n—1). 
3. Es sei 1> (4-1), dann wird 


a= 0((z,— é,)" .+ (2, — é,)'*). 
Es ist namlich 


a’ = ((x a é,)',. . +» We &,)" [Sa = 1), ears (2 _— én)"). 
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Und es wird allgemein fur s ag=l 
4=1 


T(x = &,)% = 0((x, cite é,)". ** (Zn — &,)'"). 


Fiir den Beweis sollen ferner einige Bezeichnungen definiert werden. 

4. E,(x,) sei der Elementarteiler n-ter Stufe von m [N. § 1, 6], 
1, sei eine Zahl >[H,(z,)]. Nach Zusatz 2 von Hilfssatz 1 kann man 
fiir transformierte Ideale, auf die sich der Beweis zunachst beschrinken 


wird, setzen 
n-1 
Weiter sei 
n ® | (g@-1)) 
L= N(t, 9,4, I 1,) = (t-q- I 1,) ° 
t=A+1 t=A+1 
Es wird dann 


24-)= v(t,q,n) <x(t,q,n). 


=1 


Nach der dritten Vorbemerkung erlaubt diese Darstellung von v den 
Schlu8: Aus 
g = 0(m, a*) 


fol 
a g = 0(m, (x, — &,)";... (2, — &,)"*). 


Zur Abkiirzung sei gesetzt 
b= ((a,— &)"... (a, — é)*) fir ¢=1,...,n. 
Aus 


folgt also siioahell 


g = 0(m, d,). 


a. .a 


5. seien die Nullstellen der zu m gehérenden Primideale 


ef... 
0-ter Dimension. Die Wurzeln von Z,(x,) gehéren der Reihe eg: ... 8? an 
(N. §1, 9]. . 

Der Beweis des Satzes soll nun durch vollstindige Induktion gefiihrt 
werden. 

1. n=1. m=(f(z)) ist Hauptideal. Die beiden Formulierungen 
des Satzes besagen hier genau dasselbe, da alle Nullstellen vom Tran- 
szendenzgrad (), also algebraisch sind. Es sei 

f(z) = (2 —€')*... (2 — &")™. 
&*...&™ sind die einzigen Nullstellen von m. Es ist 
x(1,q, 1) 292 max ¢,. 
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Es sei 
g =0(m, (x —&*)") fir #=1...m. 


Dann ist 
g=h,,ftha(x—é*)" fiir i—1...m. 
Also gilt 
9 =0( I (z—§)"), 
t=1 
d. h. 


g =0(m). 


2. Angenommen, der Satz sei fiir n = r—1 bereits bewiesen. Es sei 
n=r. a) Angenommen, m sei transformiert. Entsprechend den Voraus- 
setzungen der zweiten Fassung des Satzes sei nun 


g = 0(m, a”) 
fiir jedes Wertsystem (,...&. Durch die Spezialisierung x,—£, gehe 
m iiber'in M, g in 9, a in GQ=(z,—6,,...,2,_,—§,_,), und es wird 
gj = 0(m, a”). 
Diese Kongruenz gilt nach Voraussetzung fiir jedes ¢, das in P liegt, sie 
gilt also nach Hilfssatz 3 auch, wenn in ihr ¢ durch ein in bezug auf P 
transzendentes Element, also z. B. durch z,, ersetzt wird, das zu P ad- 
jungiert wird. Dann aber ist 97g, und m geht aus m durch Adjunktion 
von z, zu P hervor. Die in bezug auf x, ganzen Polynome von m bilden 
dann, wegen der Transformiertheit von m, das r—1-te Grundideal g_, 
von m. Es ist also 
g = 0(m; a**on), 
Wegen x(t, g,r)>x(t,qg,r—1) folgt daraus 
g = 0(m, a*+er-1) 
fiir jedes Wertesystem ¢,...&_,. Da # die Anzahl der Basiselemente 


von itt, g eine obere Schranke fiir ihren Grad ist, so folgt nach Voraus 
setzung 


g =0(m). 
Da g ganz ist in bezug auf z,, ist also 
g = 0(g,-,)- 


Dasselbe gilt unter der Voraussetzung der ersten Fassung dieses Satzes. 
Ihr entsprechend sei g=0(m, 0) fir ¢=1...m. Bei der Adjunktion 
von x, zum Kérper P gehen die Nullstellenideale 0;, die Nullstellen vom 
Transzendenzgrad 0 entsprechen, in das Einheitsideal » iiber. Aus den 
anderen Nullstellenidealen, in denen £, Parameter ist, der gleich x, gesetzt 
werden kann. entstehen Ideale 6;, die aus den o, durch Streichung des 
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letzten Basiselementes hervorgehen. Da die Nullstellen von g,_, aus 
denen von m durch Streichung der Nullstellen vom Transzendenzgrad 0 
hervorgehen, so sind diese 0; die dem Ideal m zugehérigen Nullstellen- 
ideale. Wie oben folgt also aus 

g =0(m, of) fir t=—1...m 
stets 

g = 0(g,-1)- 


Enthalt m kein Primideal 0-ter Dimension, so ist g,.,=—m, ef 
wird also g=0(m), und der Satz ist bewiesen. 

Es kann also angenommen werden, m habe Primideale 0-ter Dimensio. 
mit den Nullstellen &/...¢7 (j=1...p). Fiir den weiteren Beweis der 
zweiten Fassung des Satzes geniigt es, wenn an Stelle simtlicher Wert- 
systeme nur die Systeme ¢;’ ... &*" betrachtet werden, dabei sind ¢, ... i 
irgendwelche r gleiche oder verschiedene Zahlen der Reihe 1... p. 

Bisher hatte sich ergeben: 

1. g=0(g,_,); es ist also Z.(x,)-g=0(m), wobei die Wurzeln 
von E,(x,) der Reihe &} ...&? angehdren. Da m transformiert ist, so 
gibt es aus Symmetriegriinden Polynome £;(z;) [t=1...r], so daB 
E;(x;)9,-,=0(m), also auch Z;-g=0(m) ist. Die Wurzeln von £;(z;) 
gehéren der Reihe g? ai &? an. 

2. g=0(m,bd,). Es soll gezeigt werden, daB hieraus bereits die 
Teilbarkeit von y durch m folgt. Angenommen, es sei bereits gezeigt: 


r 


g = 0(m, d,), 

d. h. 
. I= 0 (m, (2, — éSry', Dr+1), 

so wird 

g =h(a, ... x,)-(x, — &5”)(m, d,41). 
Nach 1. gilt 

E, (z,)-g =9(m). 

Also wird 


E,-h-(x, — &*)* = 0(m, b,41). 
Nach dem Zusatz von Hilfssatz 2 gibt es also ein Polynom 
K*+1"" © (z,), so dab 


K* +1" 9(2,) h = 0(m, 0,41) 
und 


[Kess-“4(e)] <N(t,9,%, IEW) =b. 


5] 
t=r+ 


(a, — 3"). B,(x,) und K*+1"*r(z,) haben also beide die Eigenschatt, 
da8 ihr Produkt mit A durch (m,bd,,,) teilbar ist. Damit gilt dasselbe 
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fiir ihren gréBten gemeinsamen Teiler, dessen Wurzeln sicher alle auch 
Wurzeln dieser beiden Polynome sind, und der nicht von héherem Grad 
ist als sie. Es ist also fiir 
Betray) = (Ket 4 (x,); Ey (ay) - (2, — &”)”) 
1. BY" *(z,)-h(x,... 2,) =0(m, d,4:); 
2. [E*'*(z,))<1,, da dasselbe fiir K*+2""*(z,) gilt. 


8. Die Wurzeln von E**-'*(x,) gehéren der Reihe &)...£? an, da 
dasselbe fiir Z,(x,)- (a, — é7)’ gilt. 


Es sei 
BY '*(2,) oe (x, ‘aes gir) et, DO ey) 
dabei sei &{* nicht mehr Wurzel von D***'*(z,). Es wird 
d;, 4,51. 


Da simtliche Polynome E**+1""'**(z,)... 2?%+1°""*(a,) nur Wurzeln aus 
der Reihe &) ... &? haben, so sind diePolynome D**+1°*"*(z,).., D?%+1"* *(z,) 
teil rfremd. Es wird also 


b = (D* +1 (z,) ... D?t1- Hi z,)) =o. 
Nun ist 
D*"**(x,) g = (ay — E35") "+ h(a, ... &) D*"*"*(x,) 
= (a, — fr) Minty BO (e,) A(x, ... 2.) = 0 (m, B,43). 
Das gilt fiir ¢,—1...p, also ist 
b-g=0(m, d,4,). 
Da nun } =o das Einheitselement enthilt, so wird 
g = 0(m, d,4:). 
Setzt man fiir » nacheinander die Werte 1 ...r, so erhalt man 
g =0(m). 


Damit ist der Satz in seiner zweiten Fassung fiir transformierte Ideale 


bewiesen. Zum villigen Beweis der ersten Fassung geniigt der Nachweis, 
da8 aus 


g = 0(m, 0”) 
fiir jedes Nullstellenideal von m stets folgt 


g = 0(m, a*) 
fiir jedes 
a=(2,—é,,...,%,—6€,). 











G. Hermann. 


768 
Es sei also 
g = 0(m, o;') 
fiir jedes Nullstellenideal von m; é, ...&, sei ein beliebiges Wertesystem 
a=(z,—§,;...;2%,—&,). 
Es soll gezeigt werden: g=0(m,a*). Dabei sind drei Fille zu 
unterscheiden: 
1. &,...& ist keine algebraische Nullstelle von m. Dann ist 
(m,a*)= 0, also ist sicher 
g = 0(m,a*). 
2. &,...&, ist Nullstelle von einem der zu m gehérigen Primideale 
0 -ter Dimension, dann gehért a zu den Nullstellenidealen, also ist auch 
g = 0(m, a”). 
3. &,-..&, ist algebraische Nullstelle von m, aber nicht Nullstelle 
von einem der zu m gehérenden Primideale 0-ter Dimension. 


Nun ist (m,a*) ein Primirideal 0-ter Dimension, denn es ist 
(m,a*)=0(a) wegen m=0(a); andererseits ist a*=0(m,a*). Also 
sind alle zu (m,a*) gehérenden Primideale Teiler des Primideals a, und 
dieses ist selbst ein zu (m,a*) gehdrendes Primideal. Als Primideal 
0-ter Dimension hat aber a auBer o keinen echten Teiler, ist also das 
einzige zu (m,a*) gehdrende Primideal. (m,a*) ist also Primirideal 
und gehért zu a. 


Es sei nun f das kleinste gemeinsame Vielfache der in einer Zerlegung 
von m auftretenden Primiazideale 0-ter Dimension. Es wird also 


m = (g,_,; f). 
f= 0(a). 
Da a Primideal ist, gilt also auch 
t'+ 0(a) 
fiir jedes 4. Wegen (m, a*)=0(a) folgt 
t'= 0(m, a”) 


Nach Voraussetzung ist 


fiir jedes 4. Andererseits ist 


m = [g,_,; f] =0(m, a*), 
also gilt auch a-13 4) 
g,-,°f = 0(m, a”). 


Da (m,a*) Primirideal ist, folgt 
9,-, = 0(m, a”). 


























Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale. .769 


Nun folgt aber, wie im Induktionsschlu8 bereits bewiesen ist, aus 
der Voraussetzung g=0(m, 0;*) fiir jedes Nullstellenideal und der An- 
nahme, da8 der Satz fiir r —1 Variable bereits bewiesen ist, 
g = 0( = ). 

Es wird also rt 
g = 0(m, a”) 

fiir jedes a. Da der Satz in der zweiten Fassung schon bewiesen ist, folgt 
g=0(m). 

Somit ist fiir transformierte Ideale der Satz auch in der ersten Fassung 
bewtesen. 

b) m sei nicht transformiert. Der Satz gilt fiir das zu m gehérige 
transformierte Ideal m’. Die transzendenten Nullstellen von m gehen 
durch die Transformation in die von m’ iiber. Die Nullstellenideale 0, 


gehen also iiber in die Nullstellenideale 0; von m’. Das Polynom g gehe 
iiber in g’. Es sei 


g =0(m, of) fir i=1...m. 
Folglich ist ' 

g’ = 0(m’; of") fiir i= 1...m. 
Also ist 

g’ =0(m’). 


Da g’ transformiert ist, kann zuriicktransformiert werden: 
g =0(m). 


Dasselbe gilt, wenn fiir die 0, die Ideale a der zweiten Fassung be- 
trachtet werden, denn auch die algebraischen Nullstellen des nicht trans- 
formierten und des transformierten Ideals gehen durch die Transformation 
ineinander iiber. Der Satz ist damit in beiden Fassungen vollstindig be- 
wiesen. 


§ 6. 
Grundideale. 


In den nichsten Paragraphen sollen nun die fiir ein Ideal charak- 
teristischen Ideale und Polynome berechnet werden. Zunichst handelt es 
sich um die Bildung der Grundideale sowie der Norm und der Elementar- 
teilerform. Dabei wird es nétig sein, zu dem in N.§1,5 definierten 
Modul 3, iiberzugehen, der die in bezug auf x,...2,-, einen festen 
Grad n,_, nicht iiberschreitenden Polynome aus m und nur diese enthilt, 
aufgefaBt als Linearformen in den Potenzprodukten von z,...2,-,. Die 
Berechnung der Zahl n,_, wird in Satz 6 gegeben. 
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Satz 6. Voraussetzung. m set ein transformiertes Ideal in 
P(u,,-.+ Uyy)[%,--- %,)] =P[z,...2,], ¢ der Maximalgrad der gegebenen 
Basis von m. 

Behauptung. Fiir das Restklassensystem g, | m gibt es Reprasentanten 
der Restklassen, die in den Potenzprodukten von x,...2, einen festen 
Grad n, nicht iiberschreiten. Dabei ist n, durch die Rekursionsformel 
gegeben : 


n—1 


memo; manent [Ser] [t+ (et) 
t=0 c 


Beweis durch vollstindige Induktion. 


1. @=0. Der Satz legt den Reprisentanten des Restklassensystems 
iiberhaupt keine Beschrinkung auf, ist also evident. 


2. Angenommen, der Satz sei fiir o—0...4—1 bereits bewiesen. 
Es sei o=A. 
a) Angenommen, P enthalte unendlich viele Elemente. 
m= (fies --- fi-1,t,_,) 


sei die nach Satz 4 existierende und berechenbare ausgezeichnete 4 — 1-te 


aad : 

Idealbasis von m, deren Basiselemente nach Satz 4 den Grad 7 = "Sgt! 
i=0 

nicht iibersciieiten. Zur Abkiirzung soll fiir den folgenden Beweis der 


Index 4—1 in dieser Basis weggelassen werden. Wir schreiben also 


m=(f,...f, _). 


Rug 


Zo {6 = 1...8] seien die Potenzprodukte von z,...2,-,, die den Grad n,_, 
m_,t+4-1 
Pro 
seien die Potenzprodukte von z,...%,_,, die den Grad n,_,—[f],_, 
nicht iiberschreiten. Es ist also m,<s. 


Es sei My. =(f,---h,_.3 Chee Sm fgg) = (++). Dann 


Anm1 
ist <t%-18, und Mj, kann aufgefaBt werden als Linearformenmodul 
in den z, mit Koeffizienten aus P[a,...2,]. Er enthalt, da er aus der 
in Satz 4 definierten ausgezeichneten Idealbasis gebildet ist, alle und nur 
die Elemente aus m, die in z,...2,-,; den Grad n,_, nicht iibersteigen. 
Auf den Modul 2t;", sollen die Methoden des Satzes 3 angewendet 
werden, dafiir mu8 die Existenz einer regularen Determinante vom Range 


des Moduls nachgewiesen sein. Da P unendlich viele Elemente enthilt, 
la8t sich durch eine Transformation z= V(y) 


nicht iiberschreiten. Es ist also s = ( Cu, (x = 1... my] 
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stets erreichen, daB Wtj_; iibergeht in einen Modul Mes, der eine in 
y, tegulire Determinante enthalt. Dabei sollen die v,; Groen aus P sein, 
und V soll eine nicht verschwindende Determinante haben. Da die Trans- 
formation die z, unverandert la8t, also an der Modulbildung nichts andert, 
so entsteht Wt, auch, wenn man die Transformation z= V(y) am 
Ideal m vornimmt und dann in der angegebenen Weise den Modul bildet. 
m ist transformiert, ist also aus einem Ideal m in P[%,...%,] durch 
die Transformation = U(x) und die aerate der Elemente u,; von 
U zum Kérper P entstanden. Durch z= V(y) gehe m in m’ iiber. Es 
wird nun = UV(y)=W(y). Die Elemente w,; der Matrix W sind da- 
bei lineare Kombinationen der w,; mit Koeffizienten aus P, da ferner V 
eine nicht verschwindende Determinante besitzt, so ist U= WV"; die 
Elemente von U lassen sich also auch umgekehrt durch die w,,; linear 
ausdriicken mit Koeffizienten aus P. Mit den 1 u,, sind also auch die w,; 
Unbestimmte, und die Kérper P (u,,) j) und P (w,;) sind identisch. Die 
Zuordnung u,;~ w,; und %,~ I vermittelt also eine isomorphe Zu- 
ordnung wotechen m und m’ sowie zwischen M;, und Mt", da diese 
beiden Moduln in durchaus entsprechender Weise aus den isomorphen 
Idealen gebildet sind. Da die Existenz der reguliéren Determinante fiir ms 
nachgewiesen ist, so gilt sie also auch fiir Mins. 
Es sei 
L=fatat---+h.% 


= fittest hist: 


p Ss sei der Rang von m*,. In bezug auf Mm *, sollen die Polynome 
D,,...4,, speziell D,...p =D; Fis. und m,; genau wie in Satz 3 definiert 


werden. Das ist méglich, da Wt, eine regulire Determinante besitzt. 
Es sei nun 


k= 0(g,)- 
Da m transformiert ist, gibt es also nur ein von 2,4; ... 2%, abhiangendes 
Polynom K"“*” +0, so dab 
K°*” &=0(m) 
50* 
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wird. Wegen y, =0(g,_,) ist ferner 


k=0(g,_,)- 
Also gilt nach Voraussetzung 
k=g(m), 
also auch 
K°*”.9=0(m), 
wobei 
(9),,5%_, 


ist. Es ist also auch 


(ute. 9),-,:3%-.,, 
und somit gilt 


K**”.9=0(Mi). 
Man setze wie in Satz 3 
g9= 92, +... +9Mz, 
9° =G4+D5% fir i=1...p, 





so daB 

(@{"),<(D],=[D] fir i=1...p 
und 

("1 <9] fir s=1...p 


wird. Wie in Satz 3 wird dann 


? a) 
g= G+ J m, i, , 





C= GPa t+... +62, + GO eer... +O s,. 


Da K“*” von x, unabhingig ist, so ergeben sich fiir K“*"g die ent- 
sprechenden Zerlegungen durch Multiplikation von g, 9”, ae und = mit 
K°*” in diesen Gleichungen und Ungleichungen; denn es bleibt 


[K°*? @®), <[D]). 
Wegen g = G(M1) ist 


K°*@ =0(Mt;), 
d. h. 
K°@ =a, +...+ak, 


ri 1 1 
KO" EG = a, fy +. + ag hz. 
Wie in Satz 3 kann hierbei gesetzt werden 
(a,], <[D] fir s=1...p, 
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und wie dort zeigt man, daB daraus bereits folgt 


[a], S7-p*) fir i=1... é, 

d. h. as 
WET to i fiir i= 1... 7. 

Daraus folgt : 
nn, 7 = os * = 
(@),sata("2", ) fir o—1...7, 


nm, ,+i—1 
(@], <m,_,+a{1+( . a" )h=n,. 
Da auBerdem k=g(m) und g=G(m) ist, so ist auch 
k=G(m). 


G ist also ein in bezug auf z,...2, beschrinkter Reprisentant der Rest- 
klasse & aus g,|m. 

b) P enthalte nur endlich viele Elemente. «s sei transzendent in 
bezug auf P. Dann enthilt P(s) sicher unendlich viele Elemente. m’ sei 
das Ideal in P(u,,...u,,,8)[,.-.#,], dessen Basis mit der von m 
iibereinstimmt. Nach a) gilt der Satz fiir m’. gj, das o-te Grundideal 
von mt’, ist dann das durch Adjunktion von s aus g,, dem o-ten Grund- 
ideal von m hervorgehende Ideal [vgl. § 1, 4: Adjunktion von Unbestimmten 
zum Kérper andert nichts an der Eigenschaft eines Ideals, Grundideal 
eines anderen zu sein.] 

Es sei g=0(g,); dann ist auch g=0(g/), also gibt es ein k’(s), 
so daB 
g=k'(m’) und [kk] <n, 
ist. Es wird also 

g=k’+cif+...+¢f,. 


Durch Multiplikation mit einem Polynom x(s) aus P(u,,...u,,)[8] 
kann diese Gleichung in bezug auf s ganz gemacht werden. Dabei kann 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Einheit Z von P als der nie- 
drigste in x(s) auftretende Koeffizient in x(s) vorausgesetzt werden. 


xeg=kh"+erf, +... +e f,. 


Spaltet man diese Gleichung nach Potenzen von s auf und setzt die 
Koeffizienten der niedrigsten in x(s) auftretenden Potenz gleich, so erhilt 
man rechts und links 

g=k+e,f,+...+6f,.- 


1”) In Satz 3 steht an dieser Stelle statt p die Anzahl ¢ der Basiselemente des 
Moduls. Benutzt wurde aber nur, da6 diese Anzahl nicht kleiner als der Rang des 
Moduls ist. Der Rang p leistet also in dieser Ungleichung dasselbe. 
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Dabei sind die k; c, ... ¢, die entsprechenden Koeffizienten von k”; cf’ .. . ¢/”. 
Es ist also 
g=k(m) und [k) <n, 
q. &. d. 
Hilfssatz 4. Voraussetzung. Es sei It Modul aus Linearformen 
in z,...2, mit Koeffizienten aus P[x,...2%,]. G set der zugehdrige 
Grundmodul. WM’ und &' seien Moduln aus Linearformen in z, ...2, 
mit Koeffizienten aus P[x,|(%.4,..- 2%), deren Basiselemente mit denen 
von IN bzw. G sibereinstimmen. 
Behauptung. ©’ ist Grundmodul von M’. | 
Beweis. Es sei c’-g’(z)=0(M’). Dabei sei c’ +0 eine GréBe aus 
P [a,](%o41---%,) und g’(z) eine Linearform in z,...z, mit Koeffizienten 
aus P[z,](as1---2%,)- Dann gibt es ein Polynom d°*” +0 aus | 
P [241---2%,], 80 daB 


d@*” .¢’.g’ (z) = 0 (M) 


(o+1) +1) 
d = eet), fet” | 


wird, und es ist 


so dab 
efe+.ce’—¢ und f**”.9/(z)—g(z) 
ganz sind in 2,4;.-.2%,. Es ist also 
e-g(z)=0(M) c+O 
g (2) = 0(G). 


9 (2) = Oe =06'). 


und somit 


Es wird also auch 








Der Grundmodul von 9’ ist also durch @’ teilbar. Ist andererseits 
g’ (2) = 0(G’), 
so gibt es ein Polynom f“*” +0, so daB 
fe*”.9' = 9 =0(G); 
es gibt also ein ¢ in P[a,...2,], so dab 
e-g =0(M) 
e-g’ = 0(M’) 


wird. Also istg’ und somit auch @’ durch den Grundmodul von 3M’ teil- 
bar. ©’ ist also der Grundmodul von M’, q. e. d. 


Folgerung aus Satz 6. g, hat mod m eine Basis, deren Elemente 
in 2,...%2 den Grad nm, nicht iiberschreiten. Da nun bereits die Basis- | 


und folglich auch 
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elemente von m in bezug auf 2,...2, den Grad g nicht iiberschreiten, und 
da fiir 9 >0 stets n,>q ist, so hat g, fiir 9 > 0 eine Basis, deren Ele- 
mente in 2,...2, den Grad n, nicht tiberschreiten. 

Wie im Beweis von Satz 6 bemerkt wurde, besteht der Modul M? 
aus der Gesamtheit der Elemente von m, die in 2,...2, den Grad n, 
nicht iiberschreiten. Entsprechend setzen wir nun fest: 

Definition. 1. GJ sei der Modul aus Linearformen in den Potenz- 
produkten z, von 2,...2,, der aus der Gesamtheit der Elemente aus g, 
besteht, die in bezug auf z,...2, den Grad n, nicht iiberschreiten. Nach 
der Folgerung aus Satz 6 enthilt @ dann eine Basis von g,. 

2. M, und G, seien Moduln aus Linearformen in den Potenz- 
produkten z, von 2,...%,, die aus der Gesamtheit der in m bzw. in g, 
enthaltenen Elementen bestehen. In Yt, und @, treten also unendlich 
viele z, auf, wahrend jede einzelne Linearform nur endlich viele z, enthilt. 

Fiir das Folgende sei m und somit auch g, stets als transformiert 
vorausgesetzt [§ 1,4]. Dann ist sicher ©, Grundmodul von M,. Fiir die 
Moduln Me; G, M,-1 und G,_; gilt. 

Satz 7. 1. GL, ist Grundmodul von M1. 

2. Das Restklassensystem @;_1|MF_, von G3, nach Ms, ist iso- 
morph demjenigen von @,_, nach M,-1. In Zeichen 


G1 | M1 ~ Go-1 | My—1. 

3. Mt,-1 hat nur endlich viele von der Hinheit E verschiedene Ele- 
mentartetler, namlich die von Me. 

Beweis. 1. Ges sei Grundmodul von Mm .. Es sei g= 0(Gz;), 
dann ist g=0(g,-1) und [g],-1<m,-:. Folglich gibt es ein Poly- 
nom f” +0, so daB f@. ‘g=0(m). Es ist [f° -g]o-1 < Mp-1, also ist 
f®.g =0(MAs) und somit g =0(G,"1). 

Ist andererseits g = 0(G}, ), dann existiert ein f? +0, so daB 
f@’-g =0(MX1). Es wird also (f@-g],_1 < m,-1, also auch [g],-1 < m1. 
AuBerdem ist g = 0(g,-1). Es ist also g= 0(@*,) und somit 


G+ i= Go, q. @. d. 


2. {g} sei Restklasse aus G,_,|Mt,-1. Nach Satz 6 kann g so ge- 
wahlt werden, daB [g],-1 < ,-1 wird, dlso ist g = 0(G4,). Es wird also 


Go-1 | Me-1 ~ GE | M -1- 
Es sei nun {g} die Nullklasse aus @,|Mt,-1, d. h. 
g=0(G,-1) und g=0(M,-1), 
[glo-1 SM-1 und g=O0(m). 


also ist 
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Daraus folgt 
= 0(M-1). 


{g} ist also auch Nullklasse aus @," ,| Mt... Ist andererseits {g} Null- 
klasse aus G" | IM", so ist wegen M," , = 0(M,-1) die Restklasse {g} 
auch Nullklasse aus GPs | Mes. Es ist also 

Ge, | M1 ~ GS, | Me e 
Also auch 


G,-1 | Mp1 ~ G1 | Mens, q. ed. 


3. Fiir den Beweis der dritten Behauptung sei z,,;...2, dem zu- 
grunde gelegten Kérper adjungiert. Nach Hilfssatz 4 bleibt dabei die 
Eigenschaft von @,-, bzw. @,_,, Grundmodul von M,", bzw. Mt,-1 zu 
sein, erhalten. Der Koeffizientenbereich dieser Moduln ist also jetzt der 
Ring P [z,]{2.+1.-.%,), in dem jedes Ideal Hauptideal ist. Die Moduln 
kénnen dann aufgefaBt werden als verallgemeinerte Abelsche Gruppen 
gegeniiber der Addition, deren Multiplikatorenbereich der Koeffizientenring 
der Moduln ist. Der Satz iiber die bis auf Isomorphie eindeutige Dar- 
stellung einer Abelschen Gruppe endlicher Ordnung als direkte Summe 
endlich vieler gréBter zyklischer Gruppen, deren Ordnungen durcheinander 
teilbar sind, gilt auch hier, da fiir seinen Beweis nur vorausgesetzt werden 
mu8, da8 im Multiplikatorenring jedes Ideal Hauptideal ist. Als Ordnung 
einer Gruppe I" ist jetzt definiert ein Element a des Multiplikatorenbereichs, 
derart da8 a-I” verschwindet, und da8 a gréBter gemeinsamer Teiler aller 
Elemente dieser Eigenschaft ist. 


Nun gibt es eine Darstellung 


Me = (e113... & Me); Gs = (1; .-- Me), 
Moa = (emi; .--er mp3 lr---)3 Gor = (mi; --- 3s...) [N. §1, 5). 


Dabei sei 
e+ Z...¢% EF; e41:=...=¢=E; ef +E; ...e7 +E; epi, =...=e =—E, 


wo £ die Einheit des Kérpers bedeutet. Dabei sind die »,, yj und ¢, 
untereinander linear unabhangig. Daraus folgt gruppentheoretisch 


Gos | Mes ={m} +--+ {me}; Ge—1|Me-1 = {ni} +--+ {me}. 


Diese Summen sind direkt, {;} und {nj} sind zyklische Gruppen der 
Ordnung ¢ und ej. Da diese Darstellung bis auf Isomorphie eindeutig ist, 
und da Gr. | MA, ~ G_1|M -1 ist, so folgt r=r’ und g¢—e. Die 
von der Kinheit EZ verschiedenen Elementarteiler von M,_, und M,-1 
stimmen also miteinander iiberein, q. e. d. 
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Satz 8. Die Basis des o-ten Grundideals g, von m= (fi... fi) apt 
sich mit endlich vielen Schritten berechnen. 

Beweis durch vollstindige Induktion. 

1. g=n. Es wird 9, = m=(f,..-f,). 

2. Angenommen der Satz sei bereits fiir 9 > 4 bewiesen. Es seig=4—1. 
Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte. 

a) Modulberechnungen. 

M;_, und G;_, seien die in diesem Paragraphen definierten Moduln 
aus Linearformen in den Potenzprodukten z der 2,...2,_,- mit Koeffi- 
zienten aus P[z,...2,]. Wie in Satz 6 gezeigt ist, laBt sich eine Basis 
von Mt;_, mit endlich vielen Schritten berechnen. M;_, und G;’, seien 
Linearformenmoduln in den z mit Koeffizienten aus P([2,](2i4....2,), 
die die gleiche Basis haben wie Me, bzw. Gi,. Sie gehen also durch 
Adjunktion von 2,4,...2%, zum Kérper P hervor. Nach Satz 7, 1 und 
Hilfssatz 4 ist Gr, Grundmodul von mr, Es handelt sich zunachst 
um die Berechnung einer Basis von G*,. 

Es sei A die Matrix der berechneten Modulbasis von Mj, = (1,...h). 
p sei der Rang dieses Moduls. Nach der Elementarteilertheorie gibt es 
dann zwei Matrizen R und S vom Range ?, die eine nicht verschwindende 
von 2x, unabhingige t-reihige Determinante besitzen, so daB 


€-1,10 see 0 
Pee Ee 
BA 2088 0 
0...0e-1 5 


wird. R und § lassen sich [z. B. mit den Methoden von Bécher™)] mit 
endlich vielen Schritten berechnen. Setzt man 1’ = R(1), so bilden die J’ 
eine neue Basis von I&?.,, da die Transformation wegen der von 2, un- 
abhangigen und nicht verschwindenden t-reihigen Determinante aus R 
umkehrbar ist. Diese neue Modulbasis besitzt die Matrix R-A. Trans- 
formiert man ferner die Variablen z, der Linearformen mit S; setzt man 
also z=S(z’), so erhalt die Matrix von mr, die Form RAS, 
d. h. es wird 
Mie, = (Cra a 23 «++ Ci-a.p 2): 
Daraus ergibt sich sofort eine Basis des zugehérigen Grundmoduls 
GN, = (21; --.2p)- 
Durch Riickgingigmachen der Transformation z= S(z’), das erlaubt ist, 


11) Bécher, Einfiihrung in die héhere Algebra, Kap. 20. 
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da S eine von zx, unabhangige, nicht verschwindende Determinante hat, 
erhalt man fiir @;*’, eine Basis in den urspriinglichen Variablen z. 
Gi, = (ky; .-- Kp). 

Dabei kénnen die k,; als Linearformen in den z mit Koeffizienten aus 
P[2,...2%,] angesehen werden. 

b) Berechnung von g;-, aus @;",. 

Da Gi’, aus Gi, durch Adjunktion von 2,_,...2, hervorgegangen 
ist, so sind die Linearformen aus Gr, deren Koeffizienten zu P[2;,... 2] 


gehéren, durch das A-te Grundideal von g;-,, das mit g,_, identisch ist, 
teilbar. Sie bestehen also aus der Gesamtheit der g, fiir die 


1. g=O(g-1). 2. [9] Sm-, 


ist. Es ist also k; = 0(qi-,) und [k;] < m-,, wobei k, noch ganz in den 
Transformationskoeffizienten angenommen werden darf. Es sei 
|U\" k, = U, ki: + uit + U,, kins 
wo die U,; Potenzprodukte der Transformationskoeffizienten u,, sind, 
wahrend die k,; nach Riicktransformation von den u,, unabhangig werden. 
Da g,-, transformiert ist, ist also kj; =0(g,-,) und es wird [k,;]<m-,. 
Also ist 
(ky, -.- pn) =0(GX,). 
Andererseits ist 
ea = 0(kyy--- Rn): 
Also wird 
Gi, = (ki... kpn)- 


Man setze nun fiir die z, wieder die Potenzprodukte in z,...2,-, 
und fasse f=(k,,...k,,) auf als Ideal in P[z,...z,], das nach Kon- 
struktion seiner Basis transformiert ist. 

Es sei 9 =0(Q:-1)- 
Da nach der Folgerung aus Satz 6 @;_, und somit auch G;, bereits 
eine Basis von g,_, enthalt, so gibt es ein a+ +0, so daB 


a’+)g = 0(f) 
wird. Ist umgekehrt 
a“+0g=0(f), 
so ist J (f) 
g = 0(g:-1)- 


Das heiBt also, da f transformiert ist, g,, ist das 4-te Grundideal von f. 
Nach Voraussetzung l48t sich nun das A-te Grundideal stets mit endlich 
vielen Schritten berechnen. Es laBt sich also auch g,;-, und damit jedes 
Grundideal von m mit endlich vielen Schritten berechnen, q. e. d. 
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Zusatz zu Satz 8. Man setze 


en : (e) id 
Eo-1 = Co-1,9 Ro-1 = IT ¢-1.- 
=1 


Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man F,”, und Ri, als ganz 
und primitiv in 2,_,...2, annehmen. Dann wird 


n 
E= Ee, 
e=1 
die Elementarteilerform von m und 


die Norm von m. a 


Damit sind also diese beiden fiir die Charakterisierung des Ideals 
durch seine Nullstellen wichtigen Polynome gewonnen. 


Nach N. Satz 11 lat die Norm von m eine Zerlegung zu 
R= [I (24 — tre Gav — «++ — tas nv) 
= (tsa — Far) +--+ tne(Yn = Inv) 


Dabei bedeuten die ¢,; die Koeffizienten der Umkehrtransformation U~* 
und die 7,,...9,, durchlaufen ein von den ¢;; unabhangiges vollstindiges 
Nullstellensystem des nicht transformierten Ideals m. Nach § 2 laBt sich 
die angegebene Zerlegung der Norm und damit die Berechnung des voll- 
stindigen Nullstellensystems mit endlich vielen Schritten durchfiihren. 


§ 7. 
Primideale. 


Wiahrend die bisherigen Methoden, mit Ausnahme der Zerlegung der 
Polynome in § 2 auf die besonderen Eigenschaften des zugrunde gelegten 
Kérpers gar keine Riicksicht zu nehmen brauchten, wird es fiir die 
Berechnung der zu m gehdérigen Primideale wesentlich, ob der K6rper 
vollkommen oder unvollkommen ist. Der Grund dafiir liegt in den § 1,5 
zitierten Satzen, nach denen man bei zugrunde gelegtem vollkommenem 
Kérper aus der Tatsache, da die Elementarteilerform Primfunktion ist, 
schlieBen kann, daB das Ideal Primideal ist, waihrend im unvollkommenen 
Kérper dieser Schlu8 unzulissig ist. Da uns nun nach dem bisher 
Berechneten die Elementarteilerformen der gesuchten Primideale als Prim- 
faktoren der Norm bekannt sind [N. Satz 10], wir aber weiter nichts von 
diesen Primidealen kennen, so wird die Berechnung ihrer Basis von ihrer 
Elementarteilerform ausgehen miissen, und es wird sich damit ein Gegen- 
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satz zwischen der Berechnung der Primideale im vollkommenen und im 
unvollkommenen Kérper ergeben. Satz 9 wird die Methoden bringen, die 
in beiden Fallen zur Anwendung kommen. Im Fall des vollkommenen 
K6érpers wird damit alles erledigt sein, fiir den Fall des unvollkommenen 
Kérpers ist noch eine weitere Rechnung nétig, die in Satz 10 gebracht 
wird. Satz 11 faBt dann beides zusammen und wendet die gefundenen 
Methoden auf die speziellen Primideale des gegebenen Ideals an. 

Satz 9. Voraussetzung. Es sei die Primfunktion P® Hlementar- 
teilerform des transformierten Primideals » der Dimension n—o in 
P[a,...2,] =P(u)[2,...2,]. P sei das daraus durch Riicktransfor- 
mation x=U *(y) und Multiplikation mit |U\|’ =|u,,|" hervorgehende 
Polynom, das ganz ist in den u,,. Es sei 


i 
P= JU; P;. 
A=1 


Dabei seien die U, Potenzprodukte der Transformationskoeffizienten u, 
und die P, GréBen aus P[y,...y,]. Dann ist 


t=(P,...P,) 


Ideal in P[y,...y,]; t sei das daraus durch Transformation hervor- 
gehende transformierte Ideal, p’ das o-te Grundideal von t. 

Behauptung. p=p’, falle P ein vollkommener Koérper ist. Sonst 
gilt nur: p’ ist ein zu p gehdrendes Primdrideal. 

Beweis. Wegen P“=0(r) ist das 1-te bis 9 —1-te Grundideal 
von t gleich dem Einheitsideal 0. Wegen r=0(p’) gilt daselbe fiir p’. 
Da aber p’ das g-te Grundideal von r ist, so ist es mit seinem o-ten 
Grundideal identisch. p’ hat also nur einen von der Einheit verschiedenen 
héchsten Elementarteiler, alle zu p’ gehérenden Primideale sind von der 
Dimension n — 0. 

Da nun P”=0(p’) ist, so ist P® ein Vielfaches der Elementar- 
teilerform von p’, die infolgedessen, da P@ Primfunktion ist, entweder 
P® oder die Einheit Z ist. 

Angenommen die Elementarteilerform von p’ wire Z. Dann wire 
p’= 0; d.h. es gabe ein Polynom 


ger» + 0, 
get» — 0(r) 


so daB 


ware. 

Nach Definition von 7 folgt aus P“ =0(p), sicher T=0(p), wo p 
das zu p gehdrende nicht transformierte Ideal ist. Also ist auch r=0(p). 
Es wire also ° 


Get” = 0(p). 
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wire also entgegen der Voraussetzung héchstens von der Dimension n—g—1. 
Also war die Annahme falsch, und P“? ist die Elementarteilerform von p’. 

Ist nun P ein vollkommener Kérper, so ist p’ nach N. Satz 13 ein 
Primideal, desser Elementarteilerform mit dem von p iibereinstimmt. Da 
durch die Elementarteilerform die Nullstellen des Ideals bestimmt sind, 
so haben die beiden Primideale dieselben Nullstellen, sind also identisch. 
Ist P unvollkommen, so kann man nur schlieBen, daB p’ Primarideal 
ist. Da p’ dieselben Nullstellen hat wie p, so ist p das zu p’ gehérende 
Primideal, q. e. d. 

Zusatz. Da8 im Fall des unvollkommenen Kérpers p’ ein eigent- 
liches Primarideal werden kann, zeigt das in N. § 6 zum Schlu8 gebrachte 
Beispiel. 

Es sei P der Restklassenkérper mod 2, dem die Unbestimmte 4 adjungiert 
ist, n=2. Es sei f=(y?+ 4; y,+ y,) das nichttransformierte Ideal. 
Es ist also p= ((t,y 2+ yy ay) +A; 2, (ty + thyy) + y (Utyg + thyp)): 
Als Elementarteilerform ergibt sich 

P™ a= 3+ A(tie + tay). 
Dabei sind die t,, Koeffizienten der Umkehrtransformation U~*. Ideale, die 
P® zum ersten von der Einheit verschiedenen Elementarteiler haben, 
haben P™ als einzigen Elementarteiler, da n=2 ist. Da P™ Prim- 
funktion ist, sind also diese Ideale Primirideale. In den Bezeichnungen 
des Satzes 9 wird also r=p’. Durch x=U~*(y) erhilt man aus P™ 


P= thy (yi +4) + toa (te + 4). 
p’ entsteht also durch y= U(x) aus dem Ideal 


((yt + 4)3 (ya + 4)) = (yt +45 (Ys + Y9)*)- 

Das aber ist, wie man sofort sieht, ein zu § gehérendes echtes Primar- 
ideal, da es (y,+y,)°, aber nicht (y,+ y,) enthilt. Das entsprech nde 
gilt natiirlich fiir das transformierte Ideal. 

Zum Beweis des Satzes 10 sind nun zwei Hilfssitze nétig. 

Hilfssatz 5. Voraussetzung. q set ein Idealin R = P([z,...z,]. 
Dabei sei x; algebraisch oder transzendent in bezug auf P[z,...2z,_,]. 
q’ set das Ideal in P(x,)[z,...2%,_,], dessen Basiselemente mit denen 
von q tibereinstimmen. Die zu q’ gehdrenden Gréfen aus P[z,...z,] 
sollen durch q teilbar sein. Dann sind q und q’ eindeutig durcheinander 
bestimmt. 

Behauptung. Mit q ist q’ Primideal bzw. Primdrideal und um- 
gekehrt. 


Beweis. 1. q sei Primirideal. 
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Es sei a’-b’=0(q'), aber b’'3=0(q’) fiir jedes x. Dann gibt es 
Polynome f(z,) und g(z,), so daB 
f-a’=0(P[az,...2,]) und g-b’=0(P[z,...2,]). 


Es wird also ai 
f-a -g-b =0(q). 


Da aber aus 
g”-b" =0(q) 
direkt 6’ =0(q’) folgen wiirde, so ist 
(9-b’)"== 0(q) 
fiir jedes x. Da q primar ist, folgt 
f-a’= 0(q) 


a’=0(q’), 


und somit 


d. h. q’ ist primar. 
2. q’ sei Primirideal. 
Aus 
a-b=0(q); "== 0(q) 


a-b=0(q’); b*==0(q’) 


fiir jedes x. Nach Voraussetzung wird also 


fiir jedes x folgt 


a=0(9q’) 
und somit auch 
a=0(q), 
d. h. q ist Primirideal. 
Setzt man in diesem Beweis fiir x stets 1, so ergibt sich: mit q ist 
q’ Primideal und umgekehrt, q. e. d. 
Hilfssatz 6. Voraussetzung. q sei ein Ideal in P[z,...2,). 
Dabei sei x, [i =1...m] transzendent in bezug auf P([z,...2,_,}. 
P™ (x,) sei Primfunktion und es gelte 


P™ (z,) =0(q). 
&. sei algebraisch in bezug auf P und zwar sei 


P™(é,) =. 
Pia, ...2,_,&,] wird also eir Ring ohne Nullteiler sein. q’ sei das Ideal 
in P(z,...%,_,&,], dessen Basiselemente aus denen von q durch Ver- 
tauschen von x, mit &, hervorgehen. Die Basiselemente von q gehen dann 
umgekehrt aus denen von q’ hervor durch Vertauschen von &, mit z, 
und durch Hinzufiigen von P™(zx,) zur Basis. 
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Behauptung. Mit q ist q’ Primideal bzw. Primdrideal und um- 
gekehrt. 

Beweis. Der Beweis laBt sich direkt entsprechend dem Beweis von 
Hilfssatz 5 durch Rechnung fiihren. Er ergibt sich aber auch durch fol- 
gende Uberlegung: q ist dann und nur dann prim bzw. primir, wenn das- 
selbe fiir den Ring 0|q gilt, d. h. wenn dieser keine Nullteiler hat bzw. 
wenn eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet. Die Vertauschung von 
z, mit & bedeutet Ubergang zu den Restklassen nach (P™(z,)). 
Dabei wird 


o|(P™ (x,)) = 0’, q|(P™ (x)) =4q’. 


Bekanntlich sind nun o/|q und 0’|q’ isomorph. (Aufgelést nach Elementen 
in o enthalten die beiden Nullklassen dieselben Elemente.) Mit 0|q ist 
also o’|q’ prim bzw. primar, d. h. mit q ist q’ Prim- bzw. Primirideal 
und umgekehrt, q. e. d. 

Satz 10. Voraussetzung. q sei ein Primdrideal in P[z,...2,], 
dessen Elementarteilerform P Primjunktion ist. ist also Primideal, 
falls P vollkommen ist. 

Behauptung. Hine Basis des zu q gehdrigen Primideals p lapt 
sich stets mit endlich vielen Schritten berechnen. 

Beweis durch vollstandige Induktion. 


E sei die Einheit von P. Dann kann P“’ + EZ angenommen werden, 
da sonst q = p= 0 ist. 


1. n=1. q ist Hauptideal qg—(Q). Aus P”=0(q) folgt 
P®=0(Q). Also ist entweder Q=—P oder Q= 2, da P® Prim- 
funktion ist. Es ist aber Q + HZ, da sonst q =o wire, entgegen der Vor- 
aussetzung, daB P” + £ die Elementarteilerform ist. Also ist q =(P). 
Da P® Primfunktion ist, ist also auch q Primideal. 

2. Angenommen der Satz sei fiir n= r —1 bereits bewiesen. Es sei 
n=r. Wie in §1 gezeigt wurde, geniigt es, den Satz fiir transformierte 
Ideale zu beweisen, weil damit die eindeutige Berechnung des Primideals 
fiir nicht transformierte q mitgegeben ist. q sei also im folgenden 
transformiert. 

a) q sei von hdherer als 0-ter Dimension. 9 +r. q’ sei das aus q 
durch Adjunktion von z, hervorgegangene Ideal in P(z,)[a, ...2,_,]. 
Die zu P[z,...2,] gehdrenden Polynome aus q’ bilden dann das r — 1-te 
Grundideal von q, das mit q iibereinstimmt, da q mindestens von der 
1-ten Dimension ist. Nach Hilfssatz 5 ist q’ ein Primirideal in 
P(a,)(2,...2,_,]. Da die Nullstellen von q mit denen von q’ iiberein- 
stimmen, so ist die Elementarteilerform von q’ eine zu P® gehdrende 
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Primarfunktion, die wegen P =0(q’) mit P® identisch ist. Nach Vor- 
aussetzung lassen sich also die Basiselemente des zu q’ gehérigen Prim- 
ideals mit endlich vielen Schritten berechnen. Es sei p’=(p,...p,), 
wobei die p, [t= 1...¥] als GréBen aus P[z, ... z,] angenommen werden 
diirfen. 
p enthalte alle und nur die Polynome aus p’, die mu P([z, ...z,] 

gehéren. Nach Hilfssatz 5 ist p Primideal. Aus 

q’=0(p’) und p’"=0(q’) 
folgt auch 

q=0(p) und p"=0(q), 


denn Teilbarkeiten bleiben bei der Adjunktion von z, erhalten, und wenn 
das Ideal f aus der Gesamtheit der in P[z, ...z,] liegenden Polynome 
aus p’” besteht, so ist sicher p" = 0(f), da alle durch p teilbaren Polynome 
auch durch p’ teilbar sind. 

p ist also das zu q gehérige Primideal, also ist p transformiert. Aus 
den Basiselementen von p’ soll jetzt eine Basis von p berechnet werden. 
Ist p=0(p) und |U|’p=U,p,+...+U0,p, eine Aufspaltung von p 
in transformierte Bestandteile p,, so daB die U, Potenzprodukte der Trans- 
formationskoeffizienten sind, und die p, nach Riicktransformation von 
diesen unabhingig werden, so gilt, da p transformiert ist, p,=0(p), also 
auch p,=0(p’). Die Basiselemente (p, ...p,) von p’ kénnen also be- 
reits so gewahlt werden, daB sie nach Riicktransformation von den Trans- 
formationskoeffizienten unabhingig werden. (p,...p,) ist dann in 
P[a,...2,] ein transformiertes Ideal, die Gesamtheit aller zu P[z, ... z,] 
gehérenden Polynome aus p’, also die Elemente von p bilden dann das 
r —1-te Grundideal von (p,...p,), das sich nach Satz 8 mit endlich 
vielen Schritten berechnen 1aBt. 

b) q sei von der Dimension 0. Die Primfunktion P”(x,) ist dann 
Funktion von z, allein. &, sei eine durch die Gleichung P”’(£) = 0 alge- 
braisch von P abhingende GréBe. q’ sei das aus q durch den Ubergang 
zum Restklassensystem nach P” (x,) hervorgehende Ideal in P [z, ... z,_, &], 
das aus q durch Vertauschen von x, mit & entsteht. Nach Hilfssatz 6 
ist q’ Primiarideal. Durch Adjunktion von & zum Kérper P geht q’ iiber 
in ein Ideal q”. Die Gesamtheit der in bezug auf &, ganzen Polynome 
aus q” ist durch q’ teilbar. Ist namlich 


g(a, ... 2,_,&) =0(q”), 
F(E,) 9 (2, ~ ia v4 é,) = 0(q’). 
F(E,) +0. 


so folgt 
Dabei ist 
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Daraus folgt 
F(z, )g (a, ...% y—9 x,)=0(q ) 


F(z,)4=0(P”(z,)). 
Da P”’(x,) Primfunktion ist, folgt daraus F“(x,)==0(P” (a,)) fiir jedes x. 
Da P” (x,) als Elementarteilerform von q der gréBte gemeinsame Teiler 
aller nur von z, abkangenden Polynome aus q ist, so folgt F"( a dee O(a) 
fiir jedes x. Also ist g(%,...%,_,2,)=0(q) und somit auch g(x, ...z,_, &,) 
=0(q’). Nach Hilfssatz 5 ist q” also Primirideal. 

Die Elementarteilerform von q” ist eine, und zwar nicht immer die 
erste Potenz einer Primfunktion. Nach Satz 1 1a6t sich mit endlich vielen 
Schritten die zugehérige Primfunktion berechnen, nach Satz 9 findet man 
die Basis eines Primarideals q’”’, dessen Elementarteilerform diese Prim- 
funktion ist, das also zu demselben Primideal gehért wie q”. Nach Vor- 
aussetzung l4Bt sich das zu q” und somit zu q” gehérende Primideal p” 
mit endlich vielen Schritten berechnen. 

Es sei p” =(p,(x,... 2,_,&,).-. p,(&%, --- %,_,§,)). Ohne Beschriin- 
kung der Allgemeinheit kénnen die p, als ganz in ¢, angenommen werden. 


|O\" p(x, «.. ©, &,) = Oy Diy (2 -+- B,) + +++ FO, Dey (*y ++ B,)s 
|u|" P(z,) =U, P,(2,...2,) +... +U,P,(,.--%,) 
sei die Aufspaltung dieser Polynome in transformierte Bestandteile. Es 
sei p’=(p,,(2,...%,)..- Dy, (%,---%,), P,(a,...%,)... P,(a,...%,)) ein 
Ideal in P[2z,...2,]. Nach Konstruktion ist p’ sicher ein transformiertes 


Ideal. Es wird sich zeigen, daB p’ bereits das gesuchte zu q gehérende 
Primideal » ist. Es wird namlich: 


1. p’=0(p), denn aus 
P;(%, --- 2,_1&,) = 0(p”) 
Pi (*, es 7-3 é,) = 0(q”). 
Nach dem iiber q” Bewiesenen folgt daraus 
Di (%,--. t,_, #,) = 0(q), 


und 


folgt 


also wird 
D,(%, --- £4 %,) =0(p). 

Da ferner P®(x,)=0(p) ist, und da p als transformiertes Ideal mit 
einem Polynom auch dessen transformierte Bestandteile enthalt, so ist 
p’=0(p). 

2. p’ ist Primarideal. Da p’ transformiert ist, folgt namlich aus 
P” (x) =0(p’), daB p’ héchstens von der Dimension 0 ist, aus p+ 0 
und p’=0(p), daB es genau von der Dimension 0 ist. Da P”(z,) 
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Primfunktion ist, ist sie mithin die Elementarteilerform von p’. p’ ist 
also Primarideal, und P”’(x,) ist der gréB8te gemeinsame Teiler aller nur 
von x, abhingenden Polynome aus p’. 


3. p=0(p’). Es sei namlich p(x, ...2,_,2,) =0(p). Entweder ist 
p(z,...%,-,%,)=0(P”(z)), dann ist sicher p(x, . igre oy 
Oder es ist p(2,...2,_,2,)-0(P(2,)), dann ist p(2,...2,_,£,)=0(b"). 
Dann aber gibt es ein F(z,), sodaB F(z,)-p(a,...2,_,2,) =0(p’) und 
P(«,)==0(P(«,)) wird. Es wird also auch F*(x,)==0(P(2,)) fiir 
jedes x und somit wird nach dem unter 2 bemerkten F(x,)==0(p’) fiir 
jedes x. Da p’ Primérideal ist, folgt daraus p(x, ...2,_,2,)=0(p’) 
und somit p= 0(p’). 

Aus 1 und 3 ergibt sich p=p’. Mit der Basis von p’ ist also auch 
die von p bekannt, q. e. d. 


Satz 11. Die zu einem Ideal m gehdrigen Primideale lassen sich 
mit endlich vielen Schritten berechnen. 


Beweis. Nach N. Satz 10 sind die Elementarteilerformen der zu m ge- 
hérigen Primidea.e die Primfunktionen, die zu den Primarfaktoren der Einzel- 
normen R“ von m gehdren. Satz 8 erlaubt die Berechnung der R mit 
endlich vielen Schritten, § 2 gibt Methoden zur Berechnung der zugehdérigen 
Primfaktoren. Nach Satz 9 laBt sich zu jeder solchen Primfunktion ein 
Ideal berechnen, das im vollkommenen Kérper das zu m gehdérende Prim- 
ideal, im unvollkommenen Kérper jedenfalls ein zu diesem Primideal ge- 
hérendes Primarideal ist, dessen Elementarteilerform Primfunktion ist. 
Nach Satz 10 laBt sich das zugehérige Primideal auch in diesem Fall 
berechnen. Die Siatze 9 und 10 liefern also die Methoden, nach denen 
man mit endlich vielen Schritten die Primideale finden kann. 


§ 8. 
Primirideale und isolierte Komponenten. 


Die Primirideale, die in einer Darstellung von m als kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches gréBter primarer Komponenten auftreten, sind nicht 
eindeutig. Es kann sich also nur um die Berechnung irgendeines bei einer 
solchen Darstellung méglichen Systems primarer Ideale handeln. 

Es sei p,, ein zu m gehdriges Primideal n — 9-ter Dimension. Ist 
4 gréBer als der Exponent irgendeines zu p,, gehdrigen Primiarideals q, 
das in einer Darstellung von m auftreten kann, so ist das g-te Grund- 
ideal von (m, p’) auch ein solches. Zur Berechnung der Primirideale 
geniigt also die Auffindung einer oberep Schranke fiir 4. Es wird sich 
zeigen, daB die Zahl x(t,q,n), die im Hentzeltschen Nullstellensatz be- 
rechnet wurde, eine solche Schranke ist. 
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Diese Schranke greift nun allerdings viel héher, als es nétig ist. Das 

zeigt das einfache Beispiel 
m = (2°; x-y) = [(x); (2*; y)). 

Die zu m gehdrigen Primideale sind (z) und (x;y). Die Exponenten 
der auftretenden Primarideale sind also alle héchstens 2. 4=—2 geniigt 
also fiir den vorliegenden Fall. Satz 5 liefert dagegen x (2,2, 2) = 256. 

Satz 12. Voraussetzung. $.1--. Pom, [Q=1...m] seien die zu 
m gehérenden Primideale n — o-ter Dimension. x =x(t,q,n) sed die 
in Satz 5 berechnete Zahl. oo sei das o-te Grundideal von (m, poo). 
Goo t8t also Primarideal und gehort zu ~,¢. Als Grundideal eines trans- 
jormierten Ideals ist es selbst transforméert. 

Behauptung. m= ([q,,--- Gnmal- 


Beweis. Es sei &),...&)2 Nullstelle vom Transzendenzgrad n — 
des Primideals p,,. Die &£7*...&, sind also transzendent in bezug 
auf P. 


Ooo = (%, — E50--- Xn — Soe) ist dann das zu dieser Nullsteile gehérende 
Nullstellenideal, es ist Primideal 0-ter Dimension in P(&},...&%,)[2,... 2p], 
und es wird 

Peo = 0( 04), 
also auch 


(m, po.) = 0(m, o%,). 

Um Satz 5 anzuwenden, ist nur zu zeigen, daB das Grundideal Goo 
durch (m, 05,) teilbar ist. 

Da (m, 0f,)=0(0,,) und 0%, =0(m,of,) wt, und da o,, die 
Dimension 0 hat, so ist (m,o%,) ein zu o,, gehdrendes Primiarideal. 

(m, 0*,) enthalt kein von x, ... 2, freies, von 0 verschiedenes Poly- 
nom. Ist namlich @°*”(a,,,...2,)4=0, so ist, da E277... &%, tran- 
szendent in bezug auf P sind, @@*?(get*...&%,)+0, dh 
G°*” (2,4... En) 0(095), also auch G°*” (x,,,... 2%) $= O(m, 07). 

Es sei nun g=0(q,s), dann gibt es ein ft” +0, so daB 
f°* 9 =0(m, p7,). Es wird also f®*”.g=0(m,o0;.). Da nun aber 
alle Potenzen von f“*” von z,...2, unabhingig und somit nicht durch 
das Primarideal (m,0o;,) teilbar sind, so wird g=0(m, 03.) und somit 

\ Geo = 0(m, 090). 
Es ist also 


[941 «++ Iam) = O(m, of), 
51* 
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wo o,,; ein beliebiges zu m gehdrendes Nullstellenideal bedeutet. Nach 
Satz 5 ist also 


[9,1 +++ Gym) = 0(m). 


Andererseits ist 
m = 0(qo-)- 
Daraus folgt 
mt = 0((4,,--- Gam,)) > 
Es ist also 
m = [4,,--- Gem)? 
q. e. d. 

Die isolierten Komponenten von m ergeben sich jetzt durch Zusammen- 
fassen von Primaridealen, die zu isolierten Gruppen unter den Primidealen 
gehéren; dabei besteht eine isolierte Gruppe aus Primidealen, die zu m 
gehéren, und enthalt mit irgendeinem zu m gehérigen Primideal p auch 
alle zu m gehérigen Primideale, die Vielfache von p sind. Da man nach 
Satz 3 mit endlich vielen Schritten feststellen kann, ob ein Ideal durch 
ein anderes teilbar ist, so kann man diese isolierten Gruppen mit endlich 
vielen Schritten berechnen. Dividiert man das Ideal m durch das Produkt 
der x-ten Potenzen der Primideale der komplementaren Gruppe, so erhilt 
man ebenfalls die zugehérige isolierte Komponente, da ja x nach Satz 12 
eine obere Schranke fiir die Exponenten der auftretenden Primarideale ist. 


(Eingegangen am 29. 5. 1925.) 














